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Introduccion

La variable compleja es un drea de las matematicas que tiene algo para todos los
gustos. Ademads de tener aplicaciones a otras partes del andlisis, se puede decir que
es un ancestro de otras dreas de las matématicas (por ejemplo, teoria de homotopia,
geometria hiperbdlica, dindmica holomorfa, etc.). De hecho, la variable compleja ha
sido considerada como el drea de introduccién a las matematicas.

En el 2013, la editorial de la Universidad Autonéma del Estado de Morelos publicé
el libro “Una introduccién a la variable compleja”, como un apoyo bibliografico para
el curso de Variable Compleja 1 que se imparte en la Licenciatura en Ciencias de la
UAEM. En ese libro se tratan los temas correspondientes al temario del curso referido,
desde un punto de vista de resolucién de problemas.

Ahora, en este libro se incluyen los temas de variable compleja que se han ensefiado en el
Centro de Investigacién en Ciencias de la UAEM en los dltimos ocho afios, usualmente
durante el sexto semestre, en el curso de Variable Compleja 2 de la Licenciatura en
Ciencias, en las dreas terminales de Matemdticas y Fisica.

Dentro de la bibliografia para impartir el curso sefialado, se encuentra el libro de
Anilisis Basico de Variable Compleja, de J. E. Marsden y M. J. Hoffman, en su versidn
en espafiol, al final de este libro se encuentran las soluciones de los ejercicios con
numeracién impar, presentados a lo largo del libro. En este libro se presentan todas
las soluciones a los ejercicios con ndmero par (y algunos con numeracién impar) que
aparecen en los capitulos 4, 5, 6 y primera parte del capitulo 7, del libro de los autores
J. E. Marsden y M. J. Hoffman. Por lo que este libro se puede pensar como una
continuacién al libro “Una introduccién a la variable compleja”. El resolver la mayor
cantidad de problemas y ejercicios es parte importante del aprendizaje del drea de
variable compleja para el alumno.

Las soluciones de los problemas aqui mostradas, estan escritas con el estudiante en
mente. La mayoria de las soluciones se presentan en detalle, y cuando no es el caso, se
le indica al lector lo que falta y se le pide que termine el problema como un ejercicio.
El grado de dificultad de los problemas es muy variado. Algunos problemas tienen la
motivacion de fijar las ideas de la seccién correspondiente, en la mente del estudiante,
y otros se utilizan para extender la teoria. Cabe sefialar, que la mayor parte de las
soluciones a los problemas aqui presentadas son originales, en el sentido de que fueron
escritas por los autores, aunque las soluciones de algunos de los problemas siguen un
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camino estandar. Por ello mismo, el lector seguramente podra encontrar soluciones
mds creativas y mas cortas a varios de los problemas.

Nuestra motivacidn principal, es el hecho de que este libro sirva como un apoyo adicio-
nal para el curso de variable compleja 2 y que el alumno tenga un material de primera
mano que le sirva de apoyo para resolver problemas que se le presenten durante el
curso.

La presentacion de este texto sigue el orden del libro de J. E. Marsden y M. J. Hoffman,
a partir del capitulo 4. En cada seccidn, se presenta de manera breve, la teoria necesaria
para resolver los problemas correspondientes a la seccién. Se han puesto referencias
de textos para algunos resultados enunciados al principio de cada seccién, esto con la
finalidad de que el lector puede consultar otras fuentes de variable compleja.

El texto inicia con un breve capitulo de preliminares, donde sefalamos algunos con-
ceptos bdsicos de variable compleja, que usualmente corresponden a un primer curso
de variable compleja.

En el capitulo 2, ademds de revisar las diferentes técnicas para calcular el residuo de
una funcién meromorfa en una singularidad aislada, se presenta uno de los resultados
mds importantes de variable compleja, el teorema del residuo, asi como algunas de
sus aplicaciones en andlisis complejo avanzado: evaluacién de integrales definidas,
evaluacién de series infintas y expansiones de funciones en fracciones parciales.

En el capitulo 3, se estudia una de las herramientas indispensables para el estudio
de la geometria de las funciones analiticas, que es el teorema de la transformacion
de Riemann, del cual se revisaran varias aplicaciones del mismo. También se da una
introduccién a la teoria de las transformaciones fraccionales lineales, que se usan en la
altima seccién del capitulo, para estudiar algunas aplicaciones de variable compleja a
la geometria y a problemas de la fisica.

En el capitulo 4, continuamos con el estudio de la teoria de las funciones analiticas,
donde las principales herramientas que usaremos son las series de Taylor y el teorema
del residuo. Estudiaremos la teoria de la continuacion analitica con varios resultados,
como son el teorema de Rouché y el teorema de la transformacion.

Finalmente, en el capitulo 5, estudiamos brevemente los conceptos de producto infinito
complejo de nimeros y de funciones, en particular, la funcién gamma.

La idea de hacer un libro como éste surgié de las distintas veces que se ha impartido
la materia a lo largo de 18 afos, por lo que nos gustaria agradecer a los estudiantes
que han tomado el curso de Variable Compleja 2 durante este tiempo.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se revisardn brevemente algunos conceptos basicos de variable com-
pleja que nos permitiran adentrarnos directamente en los temas centrales de este texto.

1.1. Definiciones basicas

El objeto central de estudio son las funciones definidas en los niimeros complejos que
toman valores complejos, por lo que recordamos la definicién formal de los complejos.

Definicion 1.1.1 E/ sistema de los niimeros complejos, denotado por C, es el conjunto
R? = {(x,y) | 7,y € R} junto con la operacién de adicién

(z1,91) + (22, 92) = (¥1 + 22,91 + ¥2),

y la operacion de multiplicacion compleja,
(T1,91) - (72, y2) = (T172 — Y1y2, T1Y2 + Y172).

Es posible mostrar, sin mucha dificultad, que con estas operaciones C = (R?, +,-) es
un campo, ver capitulo 1 en [2]. El neutro aditivo es (0,0) y el neutro multiplicativo es
(1,0). El inverso aditivo de (z,y) es (—z,—y) y el inverso multiplicativo de (z,y) #
(0,0) s (%52 5772 ).

Al conjunto de los nimeros reales R, lo podemos ver como un subconjunto de los
niimeros complejos, bajo la identificacién x — (x,0), atin mds, R es un subcampo de
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C. Si se define i = (0,1), se tiene que i> = (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —1. Cualquier
niimero complejo (z,y) puede ser escrito de la siguiente forma

(z,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (0,1) - (y,0) = = + iy.

Para z = (z,y) = x + iy, la parte real del nimero complejo z, la cual se denota como
Rez, es el nimero z y la parte imaginaria de z, la cual se denota como Im z, es el
ndimero .

Hay tres conceptos fundamentales asociados a los nimeros complejos. El conjugado
complejo de z = x + ¢y, denotado por Zz, es el nlimero complejo = — iy; el médulo o
la norma de z = z + iy, denotado por |z|, es el ndmero real \/x2 + y2, el cual mide
la distancia del origen al punto (x,y). Finalmente, el argumento de z es el dngulo
formado entre el eje real positivo y el rayo que une 0 con z, el dngulo medido en el
sentido contrario a las manecillas del reloj. El argumento de z se denota por argz y
generalmente se le asigna un valor entre 0 y 27.1

Una relacién importante entre la norma de un complejo z y su conjugado es
|2|? = 2z.

Existe otra manera de escribir un niimero complejo z, la cual se conoce como la forma
polar del complejo z, si r = |z| y § = arg z, entonces

z =r(cosf +isend).

1.2. Funciones analiticas

Las funciones de estudio son por lo general definidas en conjuntos abiertos U de
C, las mas sencillas son los monomios 2", las polinomiales a,z"™ + --- + a1z + ag,
las racionales que son cocientes de polinomios complejos y algunas otras, como por
ejemplo las siguientes.

Definicion 1.2.1 Siz = x + iy, entonces se define e* como e*(cosy + iseny). Esta
funcién se conoce como la funcién exponencial compleja.

Con la ayuda de la funcién exponencial, es posible definir las funciones trigonométricas
complejas.

YEn el texto, en principio acordamos que el argumento se encuentra entre 0 y 27, pero
puede tomar otros valores, todos de la forma arg z 4+ 2xwk, con k un nGmero entero. Asi arg z
es una funcién multivaluada.



1.2 Funciones analiticas 3

Definicion 1.2.2 Para cualquier niimero complejo z, se definen las funciones seno y
coseno, como
eiz _ e—iz eiz + e—iz
senzg = ———— Yy COSZ = —"——
21
Definir la funcién logaritmo compleja es un poco mas delicado, pues su dominio de
definicién no es todo el plano complejo C y su rango, por cuestiones técnicas y de

momento, es una banda horizontal infinita de ancho 2.

Definicion 1.2.3 La funcién log : C\{0} — C, estd definida como
log z = log |z| + i arg z,

donde arg z toma valores en el intervalo [yo,yo + 27) y log|z| es el logaritmo usual
del nimero real positivo |z|.

Serd conveniente para garantizar que log z sea continua, que el argumento de z tome
valores solamente en el intervalo abierto (yg,y0 + 27) y en este caso el dominio de
log z es C\ Ry, donde R, es el rayo que sale del origen con inclinacién de un angulo
Yo-

La eleccién del intervalo (yo,yo + 27), es llamada la eleccién de una rama de loga-
ritmo. Notemos que podemos elegir cualquier intervalo de longitud 2.

Una vez que se ha definido la funcién log, es posible definir a® para cualesquiera
a,b € C, como sigue.

Definicion 1.2.4 Dados a,b € C con a # 0, se define ab = eblosa donde se ha
elegido una rama de log.

Recordemos ahora el concepto principal de variable compleja, el de que una funcién
sea analitica.

Definicion 1.2.5 Sea f : U — C, donde U C C es un conjunto abierto. Entonces se
dice que f es diferenciable (en el sentido complejo) en zy € U si

o F2) = f(a0)

Z—20 zZ— 20

existe. Este limite se denota por f'(2g) o por df /dz(zp).
Se dice que f es analitica en U si f es diferenciable en el sentido complejo en cada
z0 € U.
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La diferencia mas importante entre las funciones diferenciables en el sentido real y
las diferenciables en el sentido complejo, radica en que estas dltimas satisfacen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Teorema 1.2.6 (Cauchy-Riemann) Sean f : U — C, donde U C C es un conjunto
abierto con f =u+1iv y zg en U. Entonces f'(zy) existe si y sélo si f es diferenciable
en el sentido de las variables reales, y en zy las funciones u, v satisfacen

ou v ou ov
%(ZO) = 8—y(2’0) y a—y(ZO) = —%(ZO)

(llamadas las ecuaciones de Cauchy-Riemann).

Observaciéon 1.2.7 Usando el teorema anterior, la derivada de una funcién analitica
se puede expresar como

Fe0) = 52 (e0) + i (z0) = g (20) v
(o) = G o) = i (20) = § - 5

Definicion 1.2.8 Una funcién analitica en todo el plano complejo se llama funcién
entera.

Si f = u+iv, entonces u y v deben satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann. La
manipulacién de estas ecuaciones nos llevan a otra propiedad importante que deben
satisfacer estas funciones u y v.

Definicion 1.2.9 En un conjunto abierto U, una funcién v : U — R, la cual es
dos veces continuamente diferenciable, es llamada armdnica si en U se satisface la
ecuacion

Pu  0%u B

2

Siempre sucede que si f = u+1iv es analitica, entonces u y v son armdnicas. Ademas,
si u y v son funciones arménicas en U que cumplen que u + v es analitica, diremos
que u y v son conjugadas armonicas.
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1.3. Teorema de Cauchy

Para hablar del teorema de Cauchy, es necesario primero definir la integral de contorno.
Sea ap = a, ay, ..., a, = b una particién del intervalo [a, b], decimos que una curva
v : [a,b] — C es una curva suave por tramos si 7y es continua en [a, b] y diferenciable
en cada intervalo abierto (a;,a;t1).

Definicion 1.3.1 Sea f una funcién continua definida en un conjunto abierto U C C
y sea v : la,b] — C una curva suave por tramos que satisface y([a,b]) C U. La

expresion
n—l g
= z)dz = '(t)d
Lf /ﬁ() Z:;/ FON ()t

es llamada la integral de f a lo largo de ~.

Algunas veces es necesario acotar ciertas integrales de contorno sin tener que calcular
el valor exacto. Para ello necesitamos la definicién de longitud de arco de una curva.

Definicion 1.3.2 Sea v : [a,b] — C, se define la longitud de arco de v por

b b
I(y) = / (1)t = / VIR Ty (02t
donde ~y(t) = x(t) + iy(t).

Proposicién 1.3.3 Sean f continua en un conjunto abierto U y ~ una curva C* por
tramos en U. Si existe una constante M > 0 tal que |f(z)| < M para todo punto z

éen ’7, entonces
/ f(2)dz
Y

A esta desigualdad se le conoce como la estimacién estandar.

< MI(v).

Asi como en el célculo real, también en los nimeros complejos se tiene el teorema
fundamental del cdlculo para integrales de contorno, el cual enunciamos a continuacién.

Teorema 1.3.4 Sea v : [0,1] — C una curva suave por tramos y sea F' una funcidn
definida y analitica en un conjunto abierto U que contiene a . Entonces,

[ ez = Fo) - FG0),
;

En particular, si v(0) = (1), entonces

/F'(z)dz =0.
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En este sentido, se tiene un teorema acerca de la independencia de la integral con
respecto de la trayectoria, para ello decimos que un subconjunto G del plano complejo
es una regidn si es un conjunto abierto y conexo.

Teorema 1.3.5 (Independencia con respecto de la trayectoria) Suponga que f
es una funcién continua en una region GG. Entonces las siguientes proposiciones son
equivalentes:

(i) Las integrales son independientes de la trayectoria. Es decir, si zg y z1 son dos
puntos distintos cualesquiera en G, y 7y, 1 son dos trayectorias en G de zy a
z1, entonces

(z2)dz = [ f(2)d=.
Yo "

(ii) Las integrales a lo largo de curvas cerradas son iguales a 0. Es decir, siy es una
curva cerrada contenida en G, entonces fﬁ/ f(z)dz =0.

(iii) Existe una antiderivada (global) de f en G. Es decir, existe una funcién F
definida y analitica en todo G tal que F'(z) = f(z) para toda z en G.

Presentamos ahora varias formulaciones del teorema de Cauchy.

Teorema 1.3.6 (Teorema de Cauchy, version homotdpica) Sean f analitica en
una region G y v una curva cerrada simple en G. Supdngase que -y puede deformarse
continuamente en otra curva cerrada simple 7 sin salirse de la region G, (es decir, 5
es homotdpica a v en G). Entonces

/7 F(2)dz = L F(2)dz.

Definicién 1.3.7 Una regién G C C se llama simplemente conexa, si G es conexo
y cualquer curva cerrada v en G es homdétopica en G a un punto de G.

La versidn precisa del teorema de Cauchy utiliza los conceptos de curvas homotépicas
a un punto y de regiones simplemente conexas.

Teorema 1.3.8 (Teorema de Cauchy, version para una curva homotdpica a un
punto) Sean f una funcién analitica en una region G y sea -y una curva cerrada en
G, la cual es homotdpica en G a un punto de G. Entonces,

Lf(z)dz = 0.



1.4 Series de funciones analiticas 7

Teorema 1.3.9 (Teorema de Cauchy, version en simplemente conexos) Si f es
una funcién analitica en una region simplemente conexa G y =y es una curva cerrada

en G, entonces
/ f(z)dz = 0.
v

El siguiente teorema es la version del teorema 1.3.5 en regiones simplemente conexas.

Teorema 1.3.10 Sea f una funcion analitica en una region simplemente conexa G,
entonces, entonces las siguientes afirmaciones son validas y equivalentes.

(i) Si zo y z1 son dos puntos distintos cualesquiera en G, y ~yo, 71 son dos trayec-
torias en G de zy a z1, entonces

(2)dz = L fes

Y0

(ii) Si~y es una curva cerrada contenida en G, entonces f,y f(z)dz=0.

(iii) Existe una funcién F definida y analitica en todo G tal que F'(z) = f(z), para
toda z en G.

1.4. Series de funciones analiticas

La nocién de convergencia de sucesiones y series de nimeros complejos, asi como la de
convergencia de sucesiones de funciones de variable compleja, son similares a las del
analisis real, por ejemplo, para determinar la convergencia de series, se pueden aplicar
los criterios de la razdn, de la raiz y de Cauchy, por mencionar algunos. Ademas, se
tiene también la nocién de convergencia uniforme para sucesiones y series de funciones
compleja, se resalta que es posible usar el criterio de Cauchy para determinar este tipo
de convergencia. Un resultado dtil en convergencia de series de funciones complejas
es el siguiente.

Teorema 1.4.1 (EIl criterio M de Weierstrass) Sea g, una sucesién de funciones
definidas en un conjunto A C C. Suponga que existe una sucesién de constantes
M, > 0 tal que

1. |gn(2)| < M, para toda z € A.

2. 3" | M, converge.
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0o .
Entonces ) | gn converge absoluta y uniformemente en A.
El siguiente resultado esta relacionado con la convergencia de funciones analiticas.

Teorema 1.4.2 (Teorema de convergencia analitica) Sea G una region en C y sea
fn una sucesion de funciones analiticas en G

1. Si f,, — f uniformemente en cualquier disco cerrado contenido en GG, entonces
f es analitica en G.

Mds adn, f] — f' puntualmente en Gy uniformemente en cualquier disco
cerrado en G.

2. Sig(z) = > pe; fx(2) converge uniformemente en cualquier disco cerrado en
G, entonces g es analitica en GG.

Mads adn, ¢'(z) = > p—, f1(2) converge puntualmente en G y también unifor-
memente en cualquier disco cerrado contenido en G.

Una serie de potencias es una serie de la forma

oo
Z an(z - ZO)n
n=0

donde zj y todos los a,, son nimeros complejos fijos. Este tipo de series convergen en
discos abiertos como se enuncia a continuacién.

Teorema 1.4.3 (Teorema de convergencia de series de potencias) Dada una
serie de potencias Y ., an(z — zo)", existe un tnico nimero R > 0, posiblemente
00, llamado el radio de convergencia, tal que si |z — zy| < R, la serie converge y
si |z — z0| > R, la serie diverge. Mds aiin, la convergencia es uniforme y absoluta en
cualquier disco cerrado contenido en Dr(zy) = {z € C | |z — 20| < R}.

En caso de que z cumpla que |z — zy| = R, no se puede asegurar la convergencia o
divergencia de la serie en tal z.

Combinando los teoremas de convergencia analitica y de convergencia de series de
potencias, se deduce el siguiente resultado.

Teorema 1.4.4 (Analiticidad de las series de potencias) Una serie de potencias
Yol gan(z — 20)" es una funcién analitica en el disco de convergencia Dg(zp).
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Teorema 1.4.5 (Teorema de Taylor) Sea f una funcién analitica en una regién G.
Sea zp € G y sea D(z9) = {z € C | |z — 20| < r} contenido en G (es posible que
r = 00, en cuyo caso D,(zy) = G = C). Entonces, para cada z € D,(z), la serie

i F (z)

n (Z - zO)TL

n=0

converge en D, (zy) (es decir, tiene un radio de convergencia mayor o igual que r),

ademads tenemos que
> rn)(,
-3 e
n!
n=0

La serie anterior es llamada la serie de Taylor de f alrededor de z.

El teorema de Taylor no aplica a funciones como f(z) = 1 o f(z) = & en 29 = 0,
pues no son analiticas en ese punto. Para tales funciones existe otra expansién, llamada
la serie de Laurent, que utiliza potencias negativas de z. Esta serie es importante en
el estudio de puntos singulares de una funcién.

Teorema 1.4.6 (Teorema de Laurent) Seary >0, o > 11 y 29 € C y considere la
region A= {z € C | r < |z— 2| <ra2}. Se admite que 11 =0 0 1y = 00 0 ambos.
Sea f analitica en la region A. Entonces, | se puede expresar de la siguiente manera

:ian(z—zo)"-l-ii_bn o (1.1)
(2 = 20)
n=0 n=1 0

donde ambas series en el lado derecho de la igualdad convergen absolutamente en A
y convergen uniformemente en cualquier conjunto de la forma B,, ,, = {z € C | p; <
|z — 20| < po}, donde 1 < p1 < pa < ro. Siy es un circunferencia alrededor de z,
con radio r, con r1 < r < r9, entonces los coeficientes estan dados por

1 f(©)
n==— [ ———d(, n=0,12,...

2mi A/(C_zO)
/f (C—z)" ¢, n=1,2,....
2m

Si hacemos para n > 1, a_,, = by, entonces la igualdad (1.1) se reescribe como

o0

flz) = Z an(z — 20)".

n=—oo
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La serie para f en el teorema anterior se conoce como la serie de Laurent o expansién
de Laurent alrededor de z( en el anillo A. Ademas, la expansién de Laurent es tnica.

Es importante considerar el caso 71 = 0, ya que entonces f es analitica en el conjunto
{z € C |0 < |z— 2| < ro}, la ro-vecindad agujerada de zy. Se dice que 2z es una
singularidad aislada de f, si f es analitica en una r-vecindad agujerada de la forma
{z€ C : 0<|z— 2| <r}; en este caso f tiene una serie de Laurent de la forma

flz)= Zan(z —20)" + Z bn(z — 20) 7",
n=0 n=1

vélida para 0 < |z — 2| < .

El coeficiente by tiene una relevancia importante y se le conoce como el residuo de
f en zp. Su importancia radica, entre otras cosas, de que es suficiente conocer este
coeficiente para calcular la integral de f sobre una curva cerrada.

Cuando en la serie de Laurent de f alrededor de zj, todas las by son iguales a cero,
decimos que zy es una singularidad removible de f. Cuando solo hay un nimero
finito de b;'s distintas de cero, decimos que la singularidad zy es un polo. Si k es
el indice mas grande tal que by # 0, decimos que zg es un polo de orden k. En
particular, si by # 0y si b; = 0, para toda j > 2, decimos que 2y es un polo simple.
Finalmente, cuando hay una infinidad de b distintas de cero, decimos que zg es una
singularidad esencial.

En relacién con lo anterior, se tiene la siguiente definicién.

Definicion 1.4.7 Una funcién f es meromorfa en una region G, si es analitica en G
excepto por singularidades aisladas en G los cuales son polos.

Finalmente, recordemos que una funcién f tiene un cero de orden n en z, si existe
otra funcién g tal que f(z) = (z — 2z0)"g(z), donde g(zp) # 0. Esto es equivalente
a que la funcién f y sus primeras n — 1 derivadas se anulan en zy pero la n-ésima
derivada de f evaluada en z es distinta de cero.



Capitulo 2

Calculo de Residuos

En este capitulo se estudiard el teorema del residuo, asi como algunas aplicaciones
en analisis complejo avanzado: evaluacién de integrales definidas, evaluacién de series
infintas y expansiones en fracciones parciales. Empezamos estudiando las diferentes
técnicas para calcular el residuo en una singularidad aislada de una funcién meromorfa.

2.1. Calculo de Residuos

Sea f una funcién meromorfa en un conjunto abierto U C C, con una singularidad
aislada en zg € U, entonces f admite una expansion de Laurent, que es valida en una
vecindad agujerada de zp,

ba b

f(Z)Z"'—I-(Z_ZO)2+z_zo+a0+a1(z—20)+"',

recordemos que el nimero by es llamado el residuo de f en zy, y se denota como
b1 = Res(f, 20).

Si una funcién f es analitica en un punto 2 o tiene una singularidad removible en zg,
entonces todos los coeficientes by, by, ... son cero, en particular el residuo de f en zg
€s cero.

Hay varias técnicas para calcular el residuo sin tener que encontrar la expansién de
Laurent, a continuacién damos un resumen de éstas técnicas.

Proposicion 2.1.1 [Seccién 4.1, [8]]. Sean f, g, h funciones de variable compleja y
zo un punto en el plano complejo el cual es una singularidad aislada o un cero de
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cierto orden, de cada una de las funciones anteriores. Entonces se tienen las siguientes
afirmaciones.

1

10.

Si li)m (z — 20)f(2) = 0, entonces zy es una singularidad removible y el residuo
zZ—20

de f en zy es cero.

Si g y h tienen ceros del mismo orden en zy, entonces zy es una singularidad
removible de 28 y el residuo en zq es cero.

Si lim (z — 2z9) f(z) existe y es distinto de cero, entonces z, es un polo simple
Z—Z20

de f y el residuo en zy es Res(f,zp) = lim (z — 20)f(2).
2—20

Sig(z0) # 0, h(z0) = 0 y I/(20) # 0, entonces z es un polo simple de Z%i; y

el residuo en zy es Res ( hEz)) Zo) — fi]’((i%))'

Si g tiene un cero de orden k en zy, y h tiene un cero de orden k + 1 en z,
9(2) 9(z) .\ —
h(z)’ 0) —

entonces zy es un polo simple de hz) Y el residuo en zy es Res (
(k+1) 9™ (20)

Sig(z0) # 0, h(z0) = h(20) = 0 y h"(29) # 0, entonces zy es un polo
9(z) g'(z0)

h(E+1) (29) "
de segundo orden de nez) v el residuo en zy es Res (%720) 2076y —
2 9(z0)n"" (20)

3 [W(z0)* -

~—

Si g(z0) # 0, entonces zy es un polo de segundo orden de G 9(z ))2 v el residuo

en zy es Res <(Zg_(23)2 ) zo) = ¢'(20).

Sig(z0) =0, ¢'(20) #0, h(z0) = W (20) = h"(20) = 0 y h'"(20) # 0, entonces

zp es un polo de segundo orden de gE % y el residuo en zy es Res (fglgzg zo) =

9" (20) 3 g'(z0)h™® (Zo).

hIII(ZO) 2 [h///(zO)]Z
Si k es el entero mds pequeiio tal que lim (z — z9)*f(z) existe, y definiendo
Z—20

$(2) = (z — 20)* f(2), entonces zy es un polo de orden k de f y el residuo en

(k—1)
2o es Res(f(z),20) = zlin;o %1(;)
Si g tiene un cero de orden | en zy, y h tiene un cero de orden k + 1 en z,

entonces zy es un polo de orden k de Z%Z; y el residuo en zy es Res ( h% )) zo> =

L ©)
Zh—>n;0 (k‘ — 1)!

, donde ¢(z) = (z — zo)kfglg'g.
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11. Sig(z0) # 0, h(zo) = W' (20) = --- = h* D (z9) = 0 y h*¥)(2) # 0, entonces
2o es un polo de orden k de ZE?) y el residuo en zy, Res (g/h, 20), se puede
calcular de la siguiente manera

h (o) 0 0 0 9(=0)
kD) ®) (2
k (k+1()0) e 0 0 9'(20)
k! | AEED () D (z) AR (20) 0 9@ (z0)
B (k) (Zo) (k+2)! (E+1)! k! 2!
: : : . 0 :
h(2k—1)(20) h(2k72)(20) h(2k73)(20) h(k+1)(ZO) g(kfl)(zo)
(2k—1)! (2k—2)! (2k=3)! T (1)1 (k—1)!

A continuacién presentamos una serie de problemas y ejercicios de cédlculo de residuos.

2.1.1. Encuentre los residuos de las siguientes funciones en los puntos indicados.

22 22

e
a)— 23():17 b)m, Z():O.

2

e e /. 2 = 7z
Solucion. a) Como, lim(z — 1) = lim e* = e # 0, se tiene por el nimero 3 de
z—1 z — z—1

22
la Proposicién 2.1.1, que zg = 1 es un polo simple y Res ( ¢ T 1) =e.
z [e—

22

b) Dado que (ze_ )2 es analitica en 2y = 0,
e’
1 €S (z — 1)2,
. ., cosz—1 .
¢) Analicemos la funcién g(z) = ————. Usando la serie de Taylor del coseno
z

alrededor de zp = 0, tenemos que la serie de Laurent de g(z) es

1 [ 22 (=1)" 1 220 °°z2n1 n
;<Z o ‘1>:;Z “2X "y

n=1 n=1
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De esta manera, se tiene que la funcién g es analitica en 0, y por lo tanto [g(z)]?
también lo es, por lo que

cosz—1 2
b1 = Res — ,0] =0.

Segunda solucién para la parte c). Considere, como en la solucién anterior, la funcién
g(z) = €221 |a cual es el cociente de f(z) = cosz— 1y h(z) = z, las cuales tienen
ceros de 6rdenes 2 y 1, respectivamente, en zp = 0; como el orden del cero en el
numerador, es mayor que el orden del cero en el denominador, la funcién g tiene una
singularidad removible en zy = 0, y lo mismo pasa para la funcién [g(2)]?, de donde
el residuo buscado es cero.

d) Sean g(z) = 22 y h(z) = 2* — 1, luego W(z) = 4z3. Como g(z) = g(e%) =

g(i) =i> = =1 #0; h(z) =e*™ -1 =0 h’(e%r) = 4(e7)3 = —4i # 0. Por el
nimero 4 de la Proposicidén 2.1.1, z; es un polo simple de % y

2 g9(z0) _ —1 i
h = fes <4—_1°> W) a1

2.1.2. Deduzca el nimero 8 de la Proposicién 2.1.1 a partir del nimero 6 de la misma
proposicién.

Solucion. Ya que g(z) tiene un cero de primer orden en zy y h(z) tiene un cero de
tercer orden en zy, entonces existen funciones analiticas g1 y hi, en una vecindad
de 2, tales que g(z) = (2 — 20)g1(2), h(z) = (2 — 20)3h1(2) en tal vecindad con
91(z0) # 0y hi(z9) # 0. Luego,

7)) _ =200k 9) 91(2)

g(
hz)  (z—20P%hi(z) (2 —20)2h(2)  ha(z)

donde ha(2) = (2 — 20)%h1(2).
Veamos que g1 y hs satisfacen las condiciones del niumero 6 de la proposicién 2.1.1.

Luego ZE?) = ;‘gg)) tiene un polo de orden 2 en zy. Observemos lo siguiente, hi)(z) =

2(z — 20)h1(2) + (2 — 20)?h) (2), Wy (2) = 2h1(2) +4(z — 20) R (2) + (2 — 20) 2K} (2) ¥
R (2) = 6K} (2) + 6(2 — 20)h (2) + (2 — 20)?hY'(2), de donde se tiene que ha(z9) =
h4(z0) = 0, hi(z0) = 2h1(20) # 0y hY'(20) = 6h)(20) # 0, por lo cual zy es un cero
de orden 2 de hy(z). De esta manera tenemos que g1 y ho si satisfacen las condiciones
del nimero 6 de la proposicién 2.1.1. Luego

Res (g(z) > _ Res <91(Z) > _ 205(0) _ 2g1(20)h5'(20).

h(z) ha(z) ) T (o) 3 (W5(20))2
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Ahora se tiene que escribir esta expresién en términos de g y h. Recordemos que
g9(2) = (2 — 20)91(2) y h(2) = (2 — 20)%h1(2) = (2 — 20)%ha(2), por lo que se tienen
las siguientes igualdades

9'(2) = (2 = 20)91(2) + 91(2), ¢"(2) = (2 — 20)9{ (2) + 21 (2),

W(z) = (2 — 20)ha(2) + ha(2), h'(2) = (2 — 20)h3(2) + 2h5(2),

W"(2) = (2 — 20)h (2) + 3h5(2),  h)(2) = (2 — 20)h5" (=) + 4h5 (2).

Por lo tanto, g1(20) = ¢'(20), 91(20) = ¢"(20)/2, h3(20) = h"(20)/3 y h3'(20) =
h() (z9) /4. Sustituyendo estos valores en la expresién del residuo de z;—i'zz)) en zg, se
obtiene que

Res <M 20> _241(20)  2g1(20)h5 (20) _ 2(9"(20)/2) 29/ (20) (A" (20)/4)
h(z)’ hy(z0) 3 (h3(20))? (h"(20)/3) 3 (W"(20)/3)?
que simplificado es igual a
o 9(2) ) 39"(20) 34 (20)h"™ (20)
Res (155:20) = 3 ~ 2 o

lo que termina la demostracién.

Segunda solucidn, sin usar el nimero 6 de la proposicion 2.1.1. Ya que g(z) tiene un
cero de primer orden en zy y h(z) tiene un cero de tercer orden en z(, entonces = tiene

un polo de segundo orden en zy y la serie de Laurent se puede escribir de la siguiente
forma

g(z) N bg 4 bl

ERRCECED)
Deseamos calcular by, por lo que escribimos las funciones g, h como sus desarrollos en
series de Taylor, ya que son analiticas,

+a0+a1(z—zo)+a2(z—zo)2+--- . (2.1)

(2 M (V5 — 20)3
9(2) = ¢'(20) (= — 20) + @@« s 2 0)(3' D
R (20)(z — 20)% AU (20)(z — 20)*
h(z) = 30 + m 4.
Entonces de la expresién (2.1), tenemos que
by ]
z) = h(z + +ag+ ---

9(2) ( )|:(Z—Z0)2 (z — 20) 0

[b2+b1(2—20)+"']

R (20)(z — 2 R (20) (2 — 29)?
:[ (alle = z0) | M)z — )

B bghm(ZQ)

bgh(w)(Z()) blh///(Z())
6 +

24 6

(z —20) +

[
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Ya que estas dos series de potencias son iguales, los coeficientes deben ser iguales,
entonces

thm(Z(]) g”(Z(]) . bgh(iv)(Z(]) + blhm(Z(])
6 Y 2 T mu 6
Resolviendo para by, obtenemos el resultado,

_3¢"(20)  39/(20)h") (20)
h/”(z()) 2 [h///(zo)]2

g'(20) =

b1

2.1.3. Sean g y h funciones analiticas en zy, con g(zyg) # 0 y suponga que h(zy) =
W (z) = --- = h¥D(z5) = 0y h®)(2y) # 0. Muestre que g/h tiene un polo de
orden k, y el residuo Res (g/h, z9) estd dado por

(k) (5

Tk ks) ; (k)O 0 0 9(20)

e ),

k e 0 0 9'(20)

k! | hED(z) R () h(*) (z0) 0 2@ (z0)
h(k) (2q) (k+2)! (k1) 7l i

5 5 5 0 5

hCED(z0) WD (z) AR (z) R0 () g%~ (20)

(2k—1)! (2k—2)! @F=3) 7 T (k1) =)

Solucién. Como h tiene un cero de orden k en zp, y g no se anula en zg, se tiene que

B (5 (5
o) =3 o)y o =3 " o)y,

ambas expresiones vélidas en una vecindad de z3. Ademas, h se puede escribir como
h(z) = (2 — 20)* f(2), con f analitica en una vecindad de zp y f(z0) # 0.
k92) = lim (z — 20)* 9(2) = 9(z0) # 0 existe, se tiene

h(z) 2=z (z—20)kf(2)  f(20)

g . : : :
que 7 tiene un polo de orden k en z, es decir, su serie de Laurent, en una vecindad

Como lim (z — zp)
Z—20

agujerada de zq, tiene la forma

g(z) by br—1 b
W) o) TG T ao g P

donde p(z) es una funcién analitica en una vecindad de zj.
Usando las expansiones de g y h, obtenemos que

0 (n)( () (s
Z g n(' 0) (Z _ Zo)n _ (Z h n(' 0) (Z N ZO)n)
n=0 : :

n==k

k
b
:(z_%y+p@),

7=1
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donde se tiene que encontrar by = Res(g/h, zp).
Comparando coeficientes, se tiene lo siguiente

0 (n)(, k (oo (n) (4 .
TR WIS
n=0 k

n!
n=~k
de donde, cuando
(k)

n=20 g(ZO) = 7bkh k!(ZO)

by h(k+1) br_1h(k)
n=1 9'(20) = = (k+1)§zo) + el o)
n—29 g"(z0) _ bgh®+2(z0) | b1h®HD(z) | br_oh®(2)

= o~ (k12! k1) 3]

. (k—1) . b h(2k—1) b 1 h(2k—2) b1 h(R)
n=k-1 £ (k—l()Z!O) == (2k—1)(!ZO) - 1(21@_2)!(20) oo ),

De las identidades anteriores, se deben encontrar los valores de by, bip_1, bp—o, ...,
b1, para lo cual se debe resolver el sistema de ecuaciones, que se puede escribir en

forma matricial como A -b =g, donde b es el vector columna (bg,bg_1,...,b1), G €s
el vector columna (g(20), ¢ (20), g"éfo),--- ,%) y A es la matriz
(k+1) (k)
e w0 0
hE42) (zg)  AEHD (29) h*) (29)
A= (k+2)z!0 (k+1)70 k!zo 0 0
: : : . 0 :
h(2k—1)(ZO) h(2k72) (ZO) h(2k—3)(20) h(k+1)(20) h(k)(zo)
(2k—1)! (2k—2)! (2k=3)! e (B+1)! E!

(k) k ) . o _
Es claro que det A = (hk—(,zo)) # 0, de donde el sistema tiene la solucién b = A‘lg,

luego by = Cii?é;" donde A* es la matriz que se obtiene de la matriz A al cambiar el
dltimo vector columna por el vector g, de donde se tiene el resultado.
2.1.4. Encuentre todos los puntos singulares de las siguientes funciones y calcule los

residuos en esos puntos.
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Solucion. a) Sean f(z) =1y g(z) = e* — 1, entonces 1 tiene puntos singulares

z _
cuando g(z) =e* —1 =0 ¢e* =1 & z = 2nmi, con%GZ.

Ahora bien, f(2nmi) = 1, para toda n € Z, ¢'(2nmi) = €™ = 1 # 0, para toda
n € Z. De esta manera, por el nimero 4 de la proposicién 2.1.1, todos los puntos
singulares z = 2nmi, con n € Z, son polos simples y

1 . f@2nmi) 1
Res <€Z _1727”2) = W =1= 1, paratodan € Z.

b) La funcién solo tiene un punto singular cuando z = 0, ademds, podemos obtener
su serie de Laurent, usando la serie de Taylor del seno, de la siguiente manera para

z # 0,
1 e A R B | 1
sen (L) =y GO (VL L, 1
z Cn+ 1)\ z z 3123 Bl2P

n=0
Luego es facil ver que Res (sen(%),O) =b =1

2.1.5. Si f1 y fo tienen residuos 71 y 79 en zg, muestre que el residuo de f1 + f2 en
20 €S 11 + T2.

Solucién. Escribimos a f1(z) y a fa2(z) en sus expansiones de serie de Laurent alrededor
de zg

OO SNSRI o 2
fl(Z) = + (Z—Zo)k + + (2—20)2 + (Z—ZO) +Pl( )

- e 2 z
fo(z) =+ =) +-+ = 20)? + = 20) + pa(2),

donde p; y p2 son funciones analiticas en zj.
Ahora al considerar fi + f5, debido a la unicidad de la serie de Laurent, tenemos que
la serie de Laurent para esta funcién suma es

br + ¢k, ba + c2 T+ 12
(2 — 29)F (z—20)2  (2—20)
donde h(z) = p1(z) + p2(z) y el término que nos interesa es el que tiene como

denominador (z — z), es decir, T1trs
(z—20)
De esta manera

+h(z),

Res(f1 + f2, ZQ) =171+ ro.

2.1.6.Si f1y fo tienen polos simples en zy, muestre que f1 f2 tiene un polo de segundo
orden en zy. Deduzca una férmula para el residuo.

Solucién. Como f; tiene un polo simple en zg, para ¢ = 1,2, existen funciones ¢;

analiticas en vecindades de z, tales que se puede expresar a f; como f;(z) = fl_—(jg
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donde ¢1(2) = a_1 +ao(z — 20) + a1(z — 20)* + -+ y ¢2(2) = b_1 + bo(z — 20) +
bi(z—20)2+---. Ademds, Res(f1,20) = a_1 = ¢1(20) y Res(fa, 20) = b_1 = ¢2(20).
Sea h(z) = f1(2) f2(z). Primero veamos que lim, ., (z — 20)?h(z) existe;

lim (z — 20)%h(z) = lim (2 — z0)2¢1—(z) L 922) = lim ¢1(2)p2(z) = a_1b_;.
Z—20 Z—20 zZ— 20 zZ— 20 Z—20
Luego, zp es un polo de orden menor o igual a 2 para h. Ademads, es claro que

lim, . (z — 20)h(z) = lim,_,, %‘ﬁ(z) no existe; por lo que zy es un polo do-

ble. Haciendo ¢(z) = (2 — 20)%h(z) = ¢1(2)¢2(z) se tiene, por el nimero 7 de la
proposicién 2.1.1, que

Res(h, 20) = ¢'(20) = ¢1(20)d5(20) + ¢ (20)d2(20) = a—1bo + b_1ao,
donde ag y by son los términos constantes en las expansiones de Laurent de fi y fo.

Segunda solucion. Si f1 y fo tienen polos simples en zg, entonces sus series de Laurent
alrededor de zg son de la forma

a_
filz) = L +a0+al(2—20)+a2(z—20)2—|—---

Z— 20
’ b
f2(2): > _12 +bo+b1(2’—20)—l—bg(z—20)2+...’
— <0

con a—1 = Res(f1,20) # 0y b1 = Res(fa,20) # 0. Luego la serie de Laurent de
f1f2 alrededor de zg es

_1b _1bp +agh-1 "
fi(2) fal) = = 12+a10 =0 S+ " en(z — 20)",

(z — 20) z— 2o o
n+1
donde ¢, = Z arby_p, paran > 0.
k=—1

Como a_1b_1 # 0, se tiene que zp es un polo doble y Res(fi f2, 20) = a—_1bp+apb_1 =
boRes(f1,20)+a—1Res(f2,20), con ag, by los valores en z; de las extensiones analiticas
de fi(2) — ;=5 v fal(2) — b1 alrededor de 2.

— Z—20
2.1.7. Sean

B o n ad by _ = _ n S L
f(z) = ;::Oan(z 20)" + kZZI = 2)F 9(z) = nz::OCn(Z 20)" + ; (z — 2zo)F

las expansiones de Laurent para las funciones f y g, vélidas en 0 < |z — 2| < 7.
Entonces la expansion de Laurent para fg se obtiene mediante la multiplicacién formal
de estas series



20 Calculo de Residuos

Solucidn. El resultado se sigue de los siguientes resultados generales conocidos para
o

series absolutamente convergentes. Sea g an una serie que converge absolutamente,

n=0

o
entonces se tiene que si {b,} es cualquier reordenacién de {a,}, entonces E by,

n=0

o o

converge absolutamente, y de hecho Zan = an. Esto nos permite escribir la
n=0 n=0

serie de Laurent de f (y de g), por ejemplo, de la siguiente manera

f(2) =ag + g:l (an(z — 20)" + (z_binzo)» = gcn.

Para demostrar lo pedido en este problema, usaremos el siguiente resultado del analisis.

o0 o

Lema 2.1.2 S/ Zan y an son series que convergen absolutamente, entonces
n=0 n=0

o n

Z ¢, converge absolutamente, donde ¢, = Z a;jbn,_;.

n=0 §=0

o o o
Ademds, E Ccp = E an, g by,

Demostracion del lema. Consideremos A = Z lan|, B = Z |bn|, An = Z lan],

n=0 n=0 n=N
[e.e]
By = Z |b|, los cuales son nimeros reales ya que las series son absolutamente
n=N
convergentes. Como
n n
Z ’Cj’ = Z ’aobj + albj_l + o+ CijQ’
j=0 j=0
n
< > (laollbj] + lar|lbj—1] + -+ lay]|bo])
j=0
n n
< 2 laal | [ D1l
j=0 j=0
[e.e] o0

< Moyl Y [bjl = A- B,
j=0  j=0
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n
la sucesién de sumas parciales E lcj| p es una sucesién creciente acotada, luego
J=0

o o0
E |cn| es convergente y entonces E ¢, converge absolutamente.

n=0 n=0

o0 o0 o0
Para mostrar que, g Cp = E an, g b, |, bastard ver que
n=0 n=0 n=0

n

2n n
ZC]' — ZCL]' bj (22)
7=0 7=0

J=0

es pequeiio para n grande, es decir, que tiende a cero cuando n tiende a infinito. La

6
idea es analizar el siguiente tridngulo que contempla a la suma g c;, y el cuadrado
Jj=0
3 3
que encierra a g a; E b;, la diferencia son los términos que estdn en los tridngulos
Jj=0 j=0

pequenos a la derecha del cuadrado y abajo del cuadrado, pero éstos en médulo suman
algo menor que la suma de los médulos de todos los nimeros fuera del cuadrado.

apby apb1 apby agbs apbs  apbs apbs
albo arby  apby Cllb?, ayby albs

asby azby ashy asbs azby

asby azbi azby asbs

ashy asby  asby
asby asby

agbo

Figura 2.1: Arreglo de los primeros términos del producto de dos series.
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Esto es,
2n n
ZCJ Z aj ) bj| < Z laj||bi] < ABpy1 + Aps1B.
7=0 =0 =0 j+l=2n

j>n+lol>n+1

Como A,,+1y By41 tienden a cero cuando n tiende a infinito, el resultado es inmediato.

n n

Otra idea para deducir la segunda parte del Lema. Sea p, = Z |a;] Z |bj], es
=1 7j=1

decir, {pn} es una sucesion creciente y acotada que converge a algdn ndmero ¢, ya

que Zan y Zb convergen absolutamente y ya que el limite de un producto es el

n=0 n=0 .
producto de los limites.

Entonces como {p,} es una sucesién de Cauchy, dado € > 0, siny n’ son suficiente-
mente grandes, se tiene que

n’ n' n n
> lail -y 1ol =D lail - D Ibil| < €/2,
i=1 j=1 i=1 j=1

es decir, |pn — pn| < €/2, luego, se puede deducir que

> aillbl <e/2<e

i>n 0 j>n

Sea N suficientemente grande de manera que los términos ¢,,, con n < N, incluyan los

N L L
términos a;b;, con ¢, j < L, luego ch — Zai . ij consiste de términos a;b;,
n=1 i=1 j=1
coni> L oj> L, esdecir
N L L
Doen= iy b < D laillb| <e.
n=1 i=1 j=1 i0 j>L

Como el limite de un producto es el producto de los limites, se tiene también que

o0 [e'¢) L L
Zai ij —Zai Zb] < €,
=1 j=1 i=1  j=1

para L suficientemente grande.
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Ahora se puede concluir, considerando L y N suficientemente grandes, que

L

o0 [e'¢) N o0 o0 L
Zai-ij—ch < Zai-ij—Zai-ij
i=1 j=1 n=1 i=1 j=1 i=1 J

—

L L N
+ Za,— 'ij —ch
=1 j=1 n=1

< 2e.

Para concluir, notemos que la expansion de Laurent es dnica, lo cual termina la de-
mostracion.

2.1.8. Calcule los residuos de las siguientes funciones en sus singularidades.

1 e*
o Yaa

1 e?
2 z(1—2)3’ 9) 2(1—2)3

Solucién. a) La unica singularidad de ﬁ es zop = 1. Aqui usaremos el resultado del

problema 2.1.3, aplicado a f(z) = (1_1Z)3 = }QLEZ donde g(2) =1y h(z) = (1 — 2)3,

de donde f tiene un polo triple en zg = 1, por lo que el residuo esta dado por

a)

h///(zO) O
3' 3 h(iu%!(z ) h’”(z )
Res(f, ZO) = |:h///(z ):| 4! . ] !O g/(Z(])
0 P (z0) ROV (z) g (20)
5! 41 2

Calculamos las derivadas
h”/(ZO) = _67 h(w) (Zo) = 07 h(v) (Zo) = ng(z()) = 179,(’20) = 0,9”(20) = 0.

Por lo tanto, el residuo es

1
Res(f,1)=(-1)| 0 -1 0| =0.
0

b) Usamos la misma idea que en el inciso anterior. Sea f(z) = ﬁ = ZE?) donde

g(z) = ey f(z) = (1 — 2)3, funcién que tiene un polo triple en zp = 1. Como

W (20) = —6,h{™) (29) = 0, ) (29) = 0,9(20) = ¢(20) = " (20) = e,
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se obtiene que

Res(f,1)=(-1)| 0 -1

€
0 0 2

e o 0

c) Sea f(z) = m que tiene singularidades en zyp = 0y 2o = 1. Se usard también el
problema 2.1.3 con g(z) = 1y h(z) = z(1—2)3. En el caso cuando zy = 0, g(20) # 0,
h(z9) =0, h'(z9) = 1, por lo tanto 2y es un polo simple y se sigue que

Res(f,0) = ff’((ioo)) =1.

Para zg = 1, se tiene que
W (29) = —6, W) (29) = —24, ) (20) = 0,9(20) = 1,4 (20) = 0,4" (20) = 0,

de donde

Res(f,1) =(-1) |—1

d) Sea f(z) = ﬁ se procede igual, aqui hay singularidades en 2o =0y 29 = 1.
En el caso cuando zp = 0, g(z9) # 0, h(z0) = 0, h'(20) = 1, donde g(z) = €* y
h(z) = z(1 — 2)3, por lo tanto zy es un polo simple y se tiene que

Res(f,0) = 9(z0) =1.

Cuando zg = 1, se tiene que

W (z0) = —6,h"™) (20) = —24,h") (20) = 0, 9(20) = ¢'(20) = ¢"(20) = e,

de donde
-1 0 e .
Res(f,1)=(-1)|-1 -1 e|=-1 [— —e+e} =——
e 2
0 -1 3
22— 1
2.1.9. Encuentre los residuos de —————— en cada una de sus singularidades.
cos (mz) + 1

Solucién. Primero, veamos cudles son las singularidades de la funcién dada. Sean

f(z)= ﬁ y h(z) = cos (mz)+1; f tiene singularidades cuando cos (rz)+1 = 0,
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es decir, cos (mz) = —1; luego mz = w(2n + 1), con n € Z, de donde z = 2n + 1, con
n € Z. Luego, todas las singularidades de f son de la forma z =2n+ 1, con n € Z.
Ahora bien, analicemos la funcién en el numerador g(z) = 22 — 1 = (z — 1)(z + 1),

que tiene 2 ceros, uno en z = 1 y otro en z = —1. Para z = 1, se tiene que
h(1) =0, g(1) =12 -1 =0, K'(1) = —msen(7) =0, ¢/(1) =2(1) =2 #0y
h"(1) = —72 cos (7) = 72 # 0. Como g tiene un cero de orden 1y h tiene un cero de

orden 2 en z =1, por el nimero 5 de la proposicién 2.1.1, z = 1 es un polo simple y

22 -1 2 4
R —1) =2 5 = =.
“ <cos7rz+1’ ) w2 2

Para z = —1, se tiene que h(—1) = 0, g(-1) = (-1)2 =1 = 0, B/(-1) =
—msen(—7) =0, ¢'(-1) =2(~1) = =2 # 0y h’(—1) = —7?cos (—7) = 72 # 0.
Como ¢ tiene un cero de orden 1 y h tiene un cero de orden 2 en z = —1, por el
nimero 5 de la proposicién 2.1.1, z = —1 es un polo simple y
22 -1 (—2) 4
— 1) =2 =——.
Res (cos mz+ 1 > 2 72

Ahora bien, para los demds puntos singulares, por el nimero 6 de la proposicién 2.1.1,
éstos son polos de segundo orden y

22 -1 2(2n +1) 2 (4n? + 4n)(0) 2n + 1
Res(———— 2n+1) =2 - = =4
* <cos7rz+1’ n ) 72 3 (m2)? w2

para toda n € Z\{—1,1}. Es fécil notar que esta férmula aplica también para los
casos z =1y z = —1, por lo que se puede concluir que dicho resultado aplica para
todan € Z.

2.2. Teorema del Residuo

El teorema del residuo es uno de los resultados principales de variable compleja, éste
incluye al teorema de Cauchy y a la férmula integral de Cauchy como casos especia-
les. Ademds, conduce inmediatamente a interesantes aplicaciones que veremos mas
adelante.

Teorema del Residuo. [Capitulo 4, [1]]. Sea G una regién en C, y sean z1, za, ..., Zp,
puntos distintos de G. Sea f analitica en G\{z1, 22, ...,2,}, €s decir, f es analitica en
G excepto para singularidades aisladas en {z1, z9, ..., 2z, }. Sea~ una curva cerrada en

G, homotépica en G a un punto de G tal que ningdn punto z; estd sobre ~y. Entonces

/f(z)dz = 2mi ZRes(f, z) (7, ),

1=1
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donde I(~, z;) es el indice de  con respecto a z;.
Para la definicién de homotopia de curvas ver [3], capitulo IV.

Recordemos que si v una curva cerrada en C y zg € C es un punto que no estd sobre
~, entonces el indice de v con respecto a zg, se define como

1 dz
I(y,20) = o /
Yy

Comi ), 2=z

Si una funcién f es analitica para toda z de norma suficientemente grande, entonces
es analitica en una vecindad agujerada de oco. Luego, podemos pensar al co como
una singularidad aislada de f. Con la ayuda de F'(z) = f(1/z), se puede discutir el
comportamiento de f en oo en términos del comportamiento de F' en 0.

Definicion 2.2.1 Sea f una funcién analitica en una vecindad agujerada de oo y sea
F(z) = f(1/z), entonces se define Res(f,o0) = —Res((1/2%)F(z),0).

Con esta definicién de residuo en infinito, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.2.2 Sea f una funcion analitica para toda z de norma mayor a Ry > 0.
Si R > Ry y T es la circunferencia de radio R centrada en 0, recorrida una vez en
sentido contrario a la manecillas del reloj, entonces

/f(z)dz = —2miRes (f, 00).
r

A continuacién presentamos una serie de problemas relacionados con el teorema del
residuo.

2.2.1. Deduzca la férmula integral de Cauchy apartir del teorema de residuo.
Férmula Integral de Cauchy. Sea f : G — C analitica en una regién G, sea~y C G
una curva cerrada en G que es homotdpica a un punto, y sea zyg € G que no estd
sobre ~y, entonces

1 f(z
Flao) 1 20) = 5z | e
mi J, 2= 20
Solucion. Sea « una curva cerrada, y consideremos la funcién g(z) = Zf_(—zzz) Como f es

analitica en G, entonces g(z) es analitica en G\ {zp}. Por lo que aplicando el teorema
del residuo para la funcién g(z), se obtiene

/g(z)dz = () dz = 2miRes(g, 20)1(7, 20).
~ ~ Z— 20
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) o ) _
Pero como Zh_)rg()(z —20)9(2) = Zlgglo(z— Zo)z——zo = Zli)nzlo (2) = f(z0), donde el

ultimo limite se tiene ya que f es continua en zg, luego por el ndmero 3 de la proposicién
2.1.1, 2z es un polo simple de g(z) y Res(g,z20) = f(z0). Luego

1 / Mdz = Res(g,20)1(7, 20) = f(20) - 1(7, 20).

211 z— 2

Otra forma de ver que Res(g, z0)I(7,20) = f(20). Como f(z) es analitica en G, su
expansion en serie de Taylor alrededor de zj es

f(z) = Zan(z —20)" =ap+ai1(z — z9) + az(z — 20)2 +az(z — 20)3 +n

n=0
con a = [M(z0) asi
n n!
z a
g2 = E O (e ) fas(e— o)

(2 — 20) B (2 — 20)

Por lo tanto, se tiene que Res(g, z0) = ap = f(20).
En el caso de que f(zp) = 0, es facil ver que la integral del teorema del residuo es
cero.

2.2.2. Evalle la siguiente integral, donde la curva «y es la circunferencia de radio 9 y

centro en 0,
/ dz
y e# —1

Solucién. Del problema 2.1.4 de la seccién 2.1, sabemos que las singularidades de
82—1_1 son de la forma z = 2nmi, con n € Z, los cuales son puntos del eje imaginario,
y de estas singularidades consideremos aquellas que estan dentro de ~y, es decir, que
cumplan |z] < 9, las cuales son z; = —27i, 29 = 0y 23 = 274, y del mismo problema
2.1.4 de la seccidn 2.1, sabemos que son polos simples y los residuos de la funcién en
esos puntos son iguales a 1.

Ahora bien, por el teorema del residuo

d 1 1 1
/ S 271 [Res <—, —2m'> + Res (—,0) + Res (—,2772')]
yer—1 e —1 e —1 e —1

=2mi[l + 1+ 1] = 6mi.

2.2.3. Muestre que si y es cualquier circunferencia de radio mayor que 1 y centro en

0, entonces
/ 272 L omi.
5 2(z—1)



28 Calculo de Residuos

Solucion. Consideremos la funcién f(z) = % la cual tiene singularidades aisladas

en zg = 0y z; = 1. Para calcular los residuos de f en esos puntos, notemos que
f(z) = ZEZ donde g(z) =52z —2y h(z) = 2(2 — 1), por lo cual g(0) # 0y g(1) # 0,
mientras que h(0) = h(1) = 0, pero A'(0) = =1 # 0y A/(1) = 1 # 0. De donde se
puede concluir que z5 = 0y z1 = 1 son ambos polos simples de f, y

Res (f,0) = }f,((%)) =22 Res(fi)= }f,((ll)) 2.3

Otra forma de calcular los residuos es la siguiente. Como

5z — 2 , bz—2

lim 2 (2) = lim 22—y = lim =~ =2
, Y 52—2 . b5z—-2
ll_{fi(z -1f(z) = ;1_{111(73 - 1)m = ;1_% — = 3,

ambas singularidades son polos simples con Res(f,0) =2y Res(f,1) = 3.
Como ~y es una curva cerrada simple, por el teorema del residuo, se tiene que

/y %dz = 2mi(Res (f,0) + Res (f,1)) = 10mi.

2.2.4. Sea f analitica en C excepto para los polos 1 y —1. Asuma que Res(f,1) =
—Res(f,—1).Sea A= {z € C: z ¢ [—1,1]}. Muestre que existe una funcién analitica
h en A, tal que h/(2) = f(z).

Solucién. Como f es analitica en C\{1, —1} y si y es una curva cerrada en C, entonces
por el teorema del residuo usando que Res(f,1) = —Res(f, —1), se tiene que

/ F(2)dz = 2miRes (f, 1)I(3,1) + Res(f, —1)I (7, 1)]
= 2mi[—Res(f, —1)I(v,1) + Res(f, —1)I(y,—1)]
= —2miRes(f,—1)[L(v,1) — I(v,—1)].

Ahora, solo resta analizar la curva 7 para ver su relacién con los polos de f. Si en el
interior de v estan los polos —1y 1, entonces I(y,1) = I(,—1); y si los polos estan
afuera de v, entonces I(v,1) = I(y,—1) = 0. Para ambos casos

/Yf(z)dz = 0.

Hemos justificado que para cualquier curva cerrada 7 contenida en C \ [—1,1], la
integral f,y f(2)dz vale cero (note que tal curva contiene a las dos singularidades o a
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ninguna). Por lo tanto, por la proposicién 2.1.9 de [8], como la integral de f sobre
cualquier curva cerrada se anula, existe una antiderivada global de f en A, esto es,
existe una funcién h(z) definida y analitica en A, tal que h/(z) = f(2), lo cual termina
la demostracién.

2.2.5. Evalie las siguientes integrales:

dz dz
" /z:; -2 ’ /z+1:1 a2

2

dz e*
o) T 9 /|z_1|:% "

2
Solucion. a) y b) La funcién ﬁ solo tiene una singularidad en 2y = 1, pero como

—z
este punto estd fuerade v, = {z € C: 2| =3} yde y, = {z € C: [z + 1| = i},
tenemos que (Y4, 20) = 0y I(7,20) = 0, ademds, del problema 2.1.8, inciso a),

en la seccién 2.1, se tiene que Res ﬁ,l) = 0. Ahora bien, por el teorema del

dz . 1
/ m = 2mi - Res <m>zo> I(va,20) =0, y

d , 1
/ ﬁ = 27i - Res <m,20> [(’Yb,Z()) =0.
Vo

Segunda solucién de la parte a) y b). Dado que ﬁ es analitica sobre y dentro de

residuo

dz dz
Ya Y Vb, por el teorema de Cauchy /% m =0y /% m =0
¢) La dnica singularidad de ﬁ dentode y={2€C:|z—1]=3}esz=1y
I(~,29) =1, por el teorema del residuo se sigue que

1
m, 1> =0. LUegOv

Por el inciso a) del problema 2.1.8, en la seccién 2.1, Res <

concluimos que

z

ﬂiiz)?’ dentrode y={z € C:|z—1] =1}
esz=1y I(y,z0) =1, por el teorema del residuo

/Vﬁdz — 27i Res <(1f72)3 1) (7, 20).

d) Dado que la dnica singularidad de



30 Calculo de Residuos

Por el inciso b) del problema 2.1.8, en la seccién 2.1, Res <67 1> = —g.

(1—2)%
/ e*dz e
77(1—,2)3_ .

2.2.6. Si f(z) es una funcién analitica para |z| > Ry si lim [—zf(z)] existe, entonces
z [e.e]

Entonces, concluimos que

este limite es igual al residuo de f en oco.

Solucién. Si f es una funcién analitica para todo z de norma mayor que cierta R, po-
demos decir que zy = oo es una singularidad aislada para f. Ademds, por la definicién
2.2.1, se tiene que Res(f,o0) = —Res(z%F(z),O), donde F(z) = f(1/z).

Veamos que zg = 0 es un polo simple de Z%f(%) bastard por el nimero 3 de la

1 1
proposicién 2.1.1, mostrar que lim z <—2f <—>> existe, de hecho tal valor si existe,
z—0 z z

serd igual al residuo de Z%f(%) en 0. Por hipdtesis existe lim (—zf(2)), digamos que
z [e.e]

es igual a b, pero

b= e =t (7 (1)) = = (50 (1))

Por lo tanto, Res(f,00) = —Res(;lgf(%),O) =b.
(2—1)3
2(2+2)3
b) Muestre dos métodos para evaluar

2.2.7. a) Encuentre el residuo de en z = 0.

donde ~y es el circulo con centro en 0 y radio 3.

Solucién. a) Sea f(z) = ;52112))33 recordemos que

Res (f,00) = —Res <2—12F(z),0> ,

— )3 . .
donde F(z) = f (%) = '(Zl(}ﬂz;; Entonces se tiene que calcular el residuo en cero de
3

Z%F(z) = % Como zp = 0 es un cero simple de z(1+22)3 y la funcién (1 — z)

evaluada en zp = 0 es 1, resulta que zy es polo simple de Z%F(z) luego el residuo
buscado es, por el nimero 3 de la proposicién 2.1.1,

(1—2)°

Res (f, OO) = —2%2m =—1.
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b) Para calcular la integral usemos dos métodos diferentes. Primero vamos a usar
. ., —1)3 ..
el teorema del residuo. Para ello notemos que la funcién f(z) = % tiene dos

singularidades aisladas dentro de ~y, a saber, 2o = 0y 21 = —2, por lo cual tenemos
que calcular Res(f,0) y Res(f, —2).

(z—1?
. 3 .
Para calcular Res(f,0), escribamos f(z) = 22 es decir, es claro que 0 es un
! z
polo simple, y el residuo se calcula evaluando el numerador en cero y la derivada del

denominador en cero; luego Res(f,0) = %1.

(z—1)3
Para calcular Res(f,—2), escribamos f(z) = [EE de donde se tiene que —2 es

un polo triple. Para calcular el residuo, hacemos ¢(z) = (z + 2)3f(2) = @ =

271 (z —1)3, luego, Res(f, —2) = % Calculemos las derivadas ¢/(z) y ¢”(z),
¢'(z) =327z —1)> —27%(z = 1)%,

¢"(2) =627z —1) — 62722 — 1) +2273(2 — 1)3,

)
de donde ¢"(—2) = 2.
Ahora, se puede concluir que Res(f,—2) = % Finalmente, obtenemos que

z—1)3 -
/ 72((2 +12))3 dz = 2mi(Res (f,0) + Res (f, —2)) = 2m: <?1 + g) = 2mi.

Para calcular la integral usando otro método, usemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.3 Sea v una curva cerrada simple en C. Sea f analitica a lo largo
de v y suponga que f tiene tinicamente un nidmero finito de singularidades fuera de
~. Entonces

/f(z)dz = —2mi Z{residuos de f fuera de v incluyendo a oo}.
”

., —1)3 . .
En nuestro caso la funcién es f(z) = Z((Zz+2))3 y 7y es la circunferencia con centro en 0
y radio 3, las cuales satisfacen las hipdtesis de la proposicion, de donde, por la parte

a) se tiene que

v

2.2.8. Muestre informalmente la proposicién 2.2.3, mencionada en la solucién del
problema anterior.
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Solucién. Sea I' una circunferencia suficientemente grande, recorrida en el sentido de
las manecillas del reloj, tal que contenga a la curva v (donde «y es una curva cerrada,
simple y recorrida en el sentido contrario al de las manecillas del reloj) y que contenga
a todas las singularidades finitas de f en su interior. Sabemos que f es una funcién
analitica a lo largo de 7, y que f tiene tinicamente un nimero finito de singularidades
fuera de ~.

Como f es analitica fuera de I', por la proposicién 2.2.2 se tiene que

/Ff(z)dz = —(—2miRes (f,0)) = 2wiRes (f, 00),

donde el primer signo menos es por el hecho de que I' esta recorrida en el sentido de
las manecillas del reloj.

Figura 2.2: Construccién de la curva C.

Sea vy una trayectoria recta que conecta a la curva I' con la curva 7. Entonces
definimos la curva C' de la siguiente manera

C =T+ +7—;

recordemos que dada una curva p, la curva —p es la curva p recorrida en el sentido
opuesto. Luego todas las singularidades de f, que estdn fuera de +, estan en el interior
de C.
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Como C es una curva cerrada simple, podemos aplicar el teorema del residuo para
obtener que

/ f(2)dz = —2mi Z{Res(f, z;) : z; singularidad de f dentro de C'}
¢ i=1

donde I(C, z;) = —1, ya que la curva C esta recorrida en el sentido de las manecillas
del reloj, de ahi el signo negativo.
Ahora, como C =T + v + v — 70, entonces

/Cf(z)dz = /Ff(z)dz—i- . f(z)dz—k/yf(z)dz—/yo f(2)dz

_ /F F(2)dz + L f(2)dz,

de donde se tiene que

L fea = [ re= [ e

= —2mi Z{Res(f, zi) : z; singularidad de f dentro de C'}
i=1
—27iRes (f, o)

= —QwiZ[residuos de f afuera de «y incluyendo a oo].

2.2.9. Escoja una rama de v/z2 — 1 que sea analitica en C, excepto en el segmento
[—1,1] sobre el eje real. Evalie

/ V22— 1dz
Y

donde 7 es la circunferencia de radio 2 centrada en 0.

Solucién. Consideremos una rama del logaritmo donde la funcién f(z) = V22 — 1 es
analitica en C, excepto en el segmento [—1,1]

Usando el resultado del problema anterior 2.2.8,

/f(z)dz = / V22— 1dz = —2mi Z[residuos de f fuera de v, incluyendo a oo].
gl v

Dado que f es analitica para todo z de norma mayor o igual a 2, entonces zy = 0o es
la tnica singularidad aislada para f, por lo que

Res (f,00) = —Res <%f <§> ,O> = —Res (%,0) .
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Sea ¢(2) =V1— 22 = e3106(1=2") como

lim ¢(z) = lim ezloa(1=2%) — ezlos(l) — (0 — 1

z—0 z—0
z =0 es un polo triple de ¥ 12322 y el residuo es
Res 71 — 2 0] = ¢(0)
PR B T
Calculando las primeras dos derivadas de ¢(z) = e21060=2") obtenemos
Llog(1—22)
Llog(1—22) % —zez2 2y—1/2
¢/(z):—e2°g( 2)1—z2: e =—2(1—-2%) 2,
(JS”(Z) _ _e—%log(l—zz) _ Z2€_%1Og(1_22),
17 _1
de donde se tiene que ¢2(!0) = =¢ 521 20 _ —%, por lo que
(1 .
V22 —1dz= 2mi( = | = —mi.
- 2

2.3. Evaluacién de integrales definidas

Una de las aplicaciones importantes del teorema del residuo es el cdlculo de integrales
definidas reales. A continuacién damos una lista de férmulas para calcular ciertas
integrales definidas, asi como las condiciones que se necesitan para poder aplicar tales
férmulas.

Proposicion 2.3.1 [Seccion 4.3, [8]]. Sea f una funcion meromorta, es decir, analitica
excepto en singularidades aisladas, y sean H™ el semiplano superior y H™ el semiplano
inferior, entonces se tienen las siguientes afirmaciones.

1. Si f no tiene polos en el eje real, tiene un niimero finito de polos en C y existen
constantes M, p > 1 tales que |f(z)| < M/|z|P, para |z| grande, entonces

/OO flx)de = 2mi Z{residuos de f en H'}

= —QwiZ{residuos de f en H™}.
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3a.

3b.

Si P, Q son polinomios, tales que grado(Q) > 2+ grado(P) y @ no tiene ceros
reales, entonces

Sea |f(2)| < M/|z|, para |z| grande y constante M, y tal que ningin polo de
f esta sobre el eje real, o f(z) = Qg; donde grado(Q) > 1+ grado(P) y @

no tiene ceros reales.
Siw > 0, entonces

X

P(
Qx

;dx = 2mi Z{residuos de P/Q en H'}.

!

I= / e f(z)dx = 2mi Z{residuos de €7 f(z) en H'}.

—00

Siw < 0, entonces

I= / e f(x)de = —2mi Z{residuos de ™% f(z) en H™}.

—00

Si f es real en el eje real, entonces

oo

/OO cos (wz) f(z)dx = Re I, / sen(wz) f(x)dx = Im I,

—0o0 —00

donde I = [*°_e™? f(z)dx.

e
— 0o

Sea R(x,y) una funcion racional, es decir, cociente de funciones polinomiales

en la variables x, y, tal que R(cos6,sen@) es continua en 6, sin polos en el

disco unitario D, entonces

21

R(cos 0,sen0)df = 2mi Z{residuos de f dentro de D},
0

donde f(z) = LR (3(z + 1), £ (2 — 1)).

z z

Sean a > 0 y f una funcion con un ndmero finito de polos, ninguno en el eje
real positivo; |f(z)] < My/|z|’, b > a, para |z| grande y |f(2)] < My/|z|?,
0<d<a,para|z| - 0, 0si f(z) = %, Q) no tiene ceros en el eje real

positivo, 0 < a < grado(Q)— grado(P) y ng —np < a, donde ng es el orden
del cero de QQ en 0 y np es el orden del cero de P en 0, entonces

—mas

/000 2 f(x)dx = ;;e(iﬂa) Z{residuos de 2271 f(2) en A},

donde el conjunto A son los polos de f excluyendo a 0 y donde se usa la rama
de log, con 0 < arg z < 2.
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6. Las mismas condiciones que en el punto 1., excepto que se permiten polos
simples en el eje x, entonces

/OO flx)dx = QwiZ{residuos de f en H'}

+ i Z{residuos de f en el gje x}.

7. Las mismas condiciones que en el punto 2., excepto que se permiten polos
simples en el eje x, entonces

o) P(ﬂf) _ i ' .
/_Oo Q(:E)dw = 2 zZ{reS/duos de P/Q en H"}

+ mi Z{residuos de P/Q en el eje x}.

8a. Las mismas condiciones que en el punto 3., excepto que se permiten polos
simples en el eje x, entonces si w > 0

I= / et f(x)de = 2772'Z{residuos de €% f(z) en H'}

—00

+ mi Z{residuos de €% f(z) en el eje x}.
Siw < 0, entonces

I= / €W f(x)dr = —2mi Z{residuos de €% f(z) en H ™}

— 00

— i Z{residuos de €% f(z) en el eje x}.

8b. Sea f real sobre el eje real, y se permiten polos simples en el eje x, entonces

[e.e]

/OO cos (wz) f(z)dx = Re I, / sen(wz) f(x)dx = Im I,

—00 —00

donde I = [*°_e™* f(z)dx.

e
—00

A continuacién presentamos una lista de problemas de integrales definidas, donde se
aplican las férmulas enumeradas en esta seccién.

00 2
/ sen 2(x)d3: _
0 €T 2

2.3.1. Demuestre que
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Solucién. Consideremos la funcién

1—e% 1 —(cos(2z)+isen(2r)) 2sen?(x)  sen(2x)
o) =1 = 5 -2 e,

C sen?(z) funcié - | |
omo 2 €S una tuncion pary positiva en los reales

00 2 0 1 _ 2ix
4/ sen 2(1') dxr = Re [/ %dm] .
0 z -0 T

. ., _p2iz .
Para calcular la integral de g(x), usamos las funcién f(z) = 1=5—, la cual es analitica

en todo el plano complejo con excepcidn del origen, es decir, sélo tiene una singularidad
real en 0, la cual es un polo simple. Para z = x + 4y € H¥, se tiene que [e?**| = e~ %,
lo cual tiende a 0 cuando y — oo, de donde |f(2)| < % para una constante M y

para |z| > R. Luego podemos aplicar la proposicién 2.3.1, parte 6, por la cual

© 1 _ 2ix
/ ¢ dr=mi Res(f,0).

Para calcular el residuo de f en cero, notemos que f(z) = 1;;222—2 = ;Il(é)) donde
q(z) =1 — %%y h(z) = 22, por lo cual ¢(0) = 0, ¢’(0) = —2i, h(0) = K (0) =0y

R"(0) = 2. Luego, Res(f,0) = %((00)) = —2i, de donde se tiene el resultado ya que

4[f3%n%xLMx:Re{/x)1_emx¢%::R4wﬂ—2ﬂ):2w.

2 2

—0o0

/OO dx
0 1+1’6

Solucién. Usaremos el ejemplo resuelto 4.3.16 en [8], donde se tiene el siguiente resul-

tado '
/OO dx %) egim/2n T T
— = ———— | = — csc—.
o 1+a% n \ 1—eim/n 2n  2n

Asi, tenemos que nuestra integral es la anterior con n = 3, por lo tanto

/“d_w_zcscz_z
o 1+a26 6 6 3

Segunda solucién. Ya que la funcién f(z) = 1/(1 + 2°) es una funcién par y continua

en el eje real, se tiene que
/OO dv 2/°° dx
—00 1 +1’6 N 0 1+ 26

2.3.2. Evalde
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La funcién f(x) puede ser escrita como f(x) = P(z)/Q(z), donde Q(x) no tiene
ceros reales, y grad Q(z) > 2+ grad P(x), ya que el grado de P(z) es 0 y el grado de
Q(x) es 6. Por lo tanto, tenemos las condiciones para aplicar el resultado de la parte
2 de la proposicién 2.3.1, es decir

*  dz ) . +
/_OO T2 6= 27 Z{re&duos de P/Q en H™}.

Las singularidades de f son las seis raices sextas de —1, que son
ir/6 _im/2 bim/6 _Tim/6 _3im/2 _1lim/6
{e / Y € / Y € / Y € / ) € / ) € / }7

de las cuales, €/™/6_¢i™/2 ¢517/6 estdn en el semiplano superior. Como todas son polos

simples, calculamos sus residuos de la siguiente forma, Res(f, 20) = P(20)/Q’(20), es

decir,

Res(f, eiw/6) _ 1 _ 1

6ei57/6 6(—§+i%)7

; 1 1

im/2y _ —

; 1 1
Res(f,e™/0) = — = .

Por lo tanto

— /6 i /2 527r/6
/_OO T30 270 (Res(f e'™®) + Res(f,e"™*) + Res(f, ))

(11
=cmil g\ G T ez257r/6
o 1 1 + 1 . 1
=2mi | = -
O\ iy Pip
= 2 <l> = 2—7T,
31 3

de donde

[e¢) xa—l
2.3.3. Evalte / zdx, para 0 <a < 3.
0 1+

Solucién. Con esta restriccion sobre a se cumple la hipétesis del nimero 5 de la
proposicién 2.3.1, pues siendo P(z) =1, Q(z) = 1 + 23, tenemos que

ng —np=0<a<3=grad(Q) — grad(P).
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. a—1 , Sy .
Como los puntos singulares de f(z) = f+7 son las raices cubicas complejas de —1,
las cuales no estdn en el eje real positivo, se tiene que

—mas

/000 %dm = S_ezem [Res <f,e§i) + Res (f,e™) + Res <f’€5§i)] '

Ahora calculemos los residuos en las singularidades anteriores, que al ser polos simples,
se pueden escribir como

. ei%)a—l ei%a _eiga
R §Z :( T = — = 7
eslfe¥) =S 05e T 3er - 3
. (ezw)a—l etma —eima
Res(f,e') = 3(eim)2 T 3eim 3
5T iva—1 i5%a _ —i5%
Res(f,e’¥9) = 1) 0 e
35z ser 3
Luego
(2k—1)7 e’%“
ZRes(f,e 3 ) = ——3 1—|—e a4 el 3“)
e 3 ei2ra _
3
6 ita ei2ma _
B 3 *)2i sen ( % a)
227ra
N 6ZS€D(%&)
Por lo tanto
/oo :L,a—l J _,n.e—mu' ei27ra -1 ﬂ.(eiwa _ e—iﬂa)
——dr = - =
o 1+a3 sen (a) 6isen (5a) 6isen (am)sen (a)
m(2i)sen (aw) ™

6isen (am)sen (3a)  3sen(%a)’

2.3.4. a) Demuestre que

o
/ cos () dr — ™ .
N e™/2 + e~7/2
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b) Use la misma técnica para demostrar que

> e’ 1
/ Treom® =51
oo 1+ e 2 2sen;

12
— y sea 7 el rectdngulo con vértices —R, R, R+ mi

Solucion. a) Sea f(z) = — "
e +e
y —R+ 7i, donde R > 0. La funcién f sélo tiene a imw/2 como singularidad dentro de

7, de hecho, es un polo simple con residuo

Res(f,im/2) = —— = 2i
2

Luego por el teorema del residuo

Lf(z)dz = 2mi (

Ahora calculemos la integral sobre ~, integrando sobre cada lado del rectangulo. Ob-

e

_T
2 _z
- =Tme 2.
21

serve que
i (R+iy)

R eix T
/{f = /R ew+e—xd$+/0 6R+iy+e—R—iyZ Y
oi(—R-tiy)

-R ei(m—i—iw) 0
+ / eTHIm | g—z—im dzx + /7r e—R+iy + e—(—=R+iy

)zdy.

R
Demostremos que la segunda y la cuarta integral tienden a cero cuando R — oco. Para

ello, usemos estimacién estandar para obtener que

T ei(R+z’y) el
———ddy| <7 — 0, cuando R — oc.
/0 py e L] Sy ey R
De manera andloga, se tiene que
0 et (—R+iy) e
, —idy| <7 — 0, cuando R — oc.
/7'(‘ e_R+Zy + e—(—R-i—zy) y - eR _ »—R )

R el

-R ei(m—i—iw)
_ -
dx +/ ex+i7r + e—x—iwdw - (1 te )/—R et 4 e~

Por otro lado, como

R ez’m
/—R et + e " R
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podemos concluir al hacer R — oo, que

(o) T " 1
/ ei_dx = (7‘(’6_5)7

X x
_so €Tt e

b) Consideremos la funcién f(z) = ﬁ:m y sea v el rectdngulo con vértices —R, R,
R—1iy —R — 1, donde R > 0, recorrido en el sentido contrario al de las manecillas
del reloj. La funcién f sélo tiene a —i/2 como singularidad dentro de +y, que es un

1
polo simple con residuo Res(f, —i/2) = —— = ;—7 luego por el teorema del
—2re 27 () &

residuo, [ f(z)dz = 2772'(%) = i3,
Ahora calculemos la integral sobre «, integrando sobre cada lado del rectangulo. Ob-

serve que
e T -1 e_(R""iy) .
/ f = /R T e e_Zde + /0 T3 oo @rm) idy
-R e—(z—19) 0 e—(—R+iy) )
+ /R 1 + e—27(z—1) dz + /_1 1 + e—27(—R+iy) idy.

Veamos que la segunda y la cuarta integral tienden a cero cuando R — oo, para ello,
usemos estimacidn estandar para obtener que

-1 6_(R+iy) -R
/0 1 + e—2n(B+iy) idy| < 2R _ 1 0, cuando R — oo,
y de manera andloga,
(—R+iy) oR
N |
/1 1 4 e—2m(=R+iy) idy| < e27R _ — 0, cuando R — oo

Como,

R e T —-R e—(x—1) ] —-R e T
—R1+e T R 1_|_e—7r(x—z) R 1+ e—2mx

tenemos al hacer R — oo que,

o e * —ie2 —1 i 1
o 1 e—2mx 1 — et e—1/2 _ ¢i/2 ei/2 — g—i/2 2sen%
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2.3.5. Muestre que
T o _ 7(2n)!
/0 sen“"(0)dO = 2

Solucién. Ya que sen®" es una funcién par y de periodo 27, tenemos que

T 2 2 ei@ _ e—iG 2n
2/ Sen2”(9)d9:/ sen2”(9)d9:/ <7> de.
0 0 0 2i

Si hacemos el cambio de variable z = €%, entonces

. . n 2n
/27T o0 _ o—i0 2 9 — / 5 — % @ B 1 / (22 _ 1)2ndz
0 2i L\ 26 iz (20 ), AT

donde v es la circunferencia unitaria recorrida una vez en sentido positivo. Ahora
tenemos las condiciones necesarias para aplicar el nimero 4 de la proposicién 2.3.1, y
obtener que la dltima integral es igual a

2mi . . o
wml)"i Z{Re&duos de f dentro del disco unitario},
donde f(z) = (2222;7121271 la cual tiene a 0 como dnica singularidad dentro del disco
unitario, es decir,

1 (2 1) 2mi
dz = R 0).
(22‘)2n2‘/0 22”+1 < 22“(—1)”i es(f, )

Para calcular Res(f,0), como 0 es un polo de orden 2n + 1, consideremos ¢(z) =
22"t £(2), y entonces

(2n)
Res(f,0) = ¢(2n§?)
2 on e (20 ok yonek
Observemos que ¢(z) = (2 — 1)*" = Z ( p >z (-1) , de donde
k=0
2n m
P (2) =>" < i >2k(2k —1)(2k —2)...(2k — (2n — 1))22F2n(—1)2 "k,
k=n
y entonces
$@M(0) = <2:> om(2n —1)(2n — 2)... (2n — (2n — 1))(~1)>"
. <2:> (2n)!(—1)"
_ (_1)n(2n)!(2n)!.

nln!
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Por lo tanto, o)
_oEM(0)
Res(£,0) = S = ()

Finalmente, podemos concluir que

. Y o 2m . (20)! 27(2n)!
2/0 sen (H)dH—/O sen (9)d9—722n(_1)ni( 1) (D2~ (a2

de donde se tiene el resultado deseado.

Otra forma de concluir el problema. Si z = cos (6) + isen(f), entonces sen(f) =
1 1 1 (22_1)277,

5:(2 — 3), por lo que sen’"(f) = e T

(*~D”" sirededor de zp =
~zmrr— alrededor ezg=0es

) 2 2n
»2n+1 »2n+1 j
j=0

2n
()
=0 J

. El desarrollo en serie de Laurent de

) .. 1 2-1)%" 2
por lo que el residuo en 0 es el coeficiente de -, esto es, Res (%, O> = (—1)"(:)

Luego
T 11 (22 —1)*"
2n
0)dd = = d
/O sen ( ) 2(21')2n2‘/y »2n+1 o
1 1 , (22 - 1)
= 5@‘277&1%88 <w,0
T 2n
S — €
w0 ()
GO
T2 ()2

2.3.6. Muestre que para 0 < b < 1

/‘X’ 1 dp— T
o z(xz4+1) " sen(brm)’

Solucién. Hagamos el cambio de variable de a = 1 — b, como 0 < b < 1, entonces
0 < a <1y lanueva integral tiene la siguiente forma

oo .a—1
/ L dx.
0 T + 1
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Con esta restriccién sobre a se cumple la hipdtesis del nimero 5 de la proposicién
2.3.1, pues siendo P(z) =1, Q(z) = z + 1, tenemos que

ng —np=0<a<1=grad(Q) — grad(P).

Notando que el dnico punto singular de P(z)/Q(z) es —1, que no estd sobre el eje
real positivo, se tiene que

0o ,.a—1 o ,—Tal a—1
/ * dr = e Res : ,—1].
o x+1 sen (a) z+1

Como z = —1 es un polo simple, el residuo esta dado por
a—1 a—1
Res (z— —1> = lim (2 +1)>— = lim 20
z+1 z——1 z4+1  zo-1
— (_1)a—1 — ew(a—l)i — _Tal
Por lo tanto

/oo ma—l dr — — e T (_ewai) - T

o z+1 "7 sen(arm) ~ sen (am)’

donde sen(am) = sen((1 — b)7) = sen(mw — br) = sen(7) cos(bm) — cos(m)sen(br) =
sen(bm). Asi concluimos que,

/OO 1 g — T
0 x(x+1) v sen(br)’

2.3.7. Demuestre que
* log (z) T
——=Ldr = ——.
/0 @2+12 7 71

Solucion. Consideremos la funcién f(z) = %, definida en la rama —3 <arg
z < 37“ luego f es analitica en A\{i}, donde A es el plano complejo, menos el eje
imaginario negativo unién el origen. Sea 0 < e < 1y R > 1, y consideremos la curva
I' como en la figura 2.3, donde I" = 1 + 72 + v3 + 4.

Por el teorema del residuo
/ f(z)dz = 2miRes(f,1).
r

Para calcular el residuo, notemos que i es un polo doble de f (ver nimero 7 de la

proposicién 2.1.1), y si hacemos ¢(z) = (2 — i)?f(z) = égi(s%

entonces Res(f,7) =
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V2

Figura 2.3: Construccién de la curva I'.

¢'(i). Calculando la derivada de ¢ en i, obtenemos que ¢'(i) = %21', donde se ha
usado la rama de log indicada al principio. Luego

T w2

/Ff(z)dz = 2miRes(f,i) = -3 + R

Ahora, como I' = 71 + 72 + 73 + 74, entonces [, fdz = fﬁ/
se tienen que calcular las 4 integrales por separado.

Notemos que
" log (z)
dz = —==——d
%fz /6 (24 1)2 v

_ [T log (x) _ [Flog(—z) ,  [Plog(x)+im
L= [ e | G- | e

R log (z) B x
J61+73fdz J{ <x2+—1>2d“:*'z/f @™

Ahora, calculemos las integrales de f sobre 75 y 4. Notemos que 72(t) = Re®,
t e [0,7] y v3(t) = €™ con t € [0,7]. Para z en 7, se tiene que

\ya-trys-ts | @7, por lo que

luego

()] = logz | |log(R)+it| log(R)+m
“lEre T | S e
ya que |22 4+ 1| > |2]2 — 1 = R? — 1. Por estimacién estdndar se tiene que
log (R) + log (R) +
[ foyaz| < SELT gyt — RERLT 2 — st
2

1(+) es la longitud de la curva v, es decir, I(y) = f: [|7/(s)||ds, donde 7 : [a,b] — C es
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Haciendo R tender a oo, vemos que lim s(R) = 0.
R—oo

De la misma forma, para z en 4, se tiene que

|log (€)] +
RO

log =z
(22 + 1)

[F(2) =

ya que |22 4+ 1] > 1 — || = 1 — €2. Por estimacién estdndar se tiene que

[log ()| +7 ,\_ [log(e)l +m

f(Z)dZ < (1 — 62)2 (74) - W cTE = t(e).

Y4

Haciendo € tender a 0, vemos que lir% t(e) = 0.
e—

De esta forma, cuando R — oo y € — 0, se tiene que fw I, f,y4 f tienden a cero, y
por lo tanto?

/Ff(z)dz - 2/000 (;Zgﬁ))zd +z/ooo ﬁd@«
= 2/000 IOg()daH-—

(332 + 1)2

de donde podemos concluir que,

T 7 *° log (z) in?
LG B\ e+
2t /0 @+ 12T

* log (x) T
———dr = ——.
/0 (224 1)2 ‘ 4

2.3.8. Sean P(z) y Q(z) polinomios con grad Q(z) > 2+ grad P(z). Muestre que la
suma de los residuos de gg 3 es 0.

de donde,

Solucién. Sea Q(z) un polinomio de grado n y P(z) otro polinomio de grado k, tal
que n > 2+ k, y supongamos sin perdida de generalidad que los polinomios no tienen
ceros en comun. Notemos que como (z) es un polinomio de grado n, tiene un polo
de orden n en oo. Entonces por la definicion 2.2.1, se tiene que

Res(P/Q, 50) = —Res <<Z—12> F2), 0> ,

una parametrizacién de ~.
’Nota: se usara el resultado de cdlculo diferencial e integral de que fo (I2+1)2d =70

aplique el ejercicio 11 de la seccién 4.3 en [8].
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donde F(z) = P(2)/Q(). Sea v un circulo con centro en el origen de radio R
suficientemente grande, de tal manera que no hay singularidades finitas de P/Q fuera
de v (todas estdn en el interior de ).

Por lo tanto, por la proposicién 2.2.2, tenemos que

/

Calculemos este (ltimo residuo, considerando que P(z) = by + byz + --- + bp2F y
Q(z) =ap+arz+---+ a,z", como

) o o 1\ PE)
)dz = —27miRes(P(2)/Q(z),00) = 2miRes <<z2> Q(l)’o> .

z

z

P
e

Py 1 b+l z"<bo+b71+"'+z—ﬁ>
QL) 22 apt U@ 2T 22 (agn 4+ an)
boz™ + b1z 4 b 2R bR bR 4
- 22 (apz" + -+ ap) T2 agz™ 4 -+ ap '

Como n —k > 2, entonces n — k — 2 > 0, de donde 0 es una singularidad removible
de f(2) = (P(2)/Q(2)) - Z% por lo que el residuo buscado es cero, de donde,

1
/ P(Z;dz = —2miRes(P(2)/Q(2),00) = 2mi Res <<Z_12> P(i)’()) -

Q(z Q(3)

Pero por el teorema del residuo, también sabemos que esta integral es igual al producto
; : P(z) . .
de 27 con la suma de los residuos de O &N sus singularidades en C que son los

ceros de Q(z), de donde

n

> [Res(P(2)/Q(2), z)] = 0,

i=1
donde z1, 29, ..., 2, son los ceros de Q(z).

2.3.9. Sea f(z) como en la férmula 5 de la proposicién 2.3.1, excepto que se permite
a f tener un nimero finito de polos simples sobre el eje real positivo (estrictamente).
Muestre que

e T residuos de 2%~ 1 f(z) en los polos
de f fuera del eje real no negativo

V.p3 /OO 2 f(x)de =
0

" sen (ma)

—mas

e cos (ma) Z residuos de (—2)%~! f(z) en los polos
sen (ma) de f sobre el eje real positivo '

3Valor principal de Cauchy, ver la definicién de V.P. en [8], paginas 301-303
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Solucién. De la misma manera como se demuestra la férmula 5 de la proposicién
2.3.1, ver [8], debemos construir una curva que ahora aisle a las singularidades del eje
real positivo, a las cuales llamaremos z; (j = 1,...,n), con 2y = 0, y siguiendo un
camino similar al de la demostracién mencionada, definamos a I' como la unidn de las
siguientes curvas:

1. vgr(t) = Re', t € [, 27 — 7).

2. Y(t) =ee” t€[n2mr—n).

3. 9, (1) = 2;e®™ M ee™* ¢ € [, 4], paraj=1,...,n.

4. v, (t) = zje" +ee', t € [-m+n,n], paraj=1,...,n.

5. 1;(t) = (2 + 2zj41 — )e®™ ™Mt € [z; +e,2j41 —¢], paraj=1,...,n.
6. Ih(t)=(2n+e+R—1)e®™ M t €[z, +¢,R)]

7. Li(t)=te", t € [zj+e, 241 —€], paraj=1,...,n.

8. Ly(t) =te™, t €[z, +¢ R

Estas curvas encierran en circunferencias de radio € a las singularidades z;, conforme
n — 0. Hagamos g(z) = 271 f(z), entonces

Joe Lo [ n] o]

71 =172

g+zz:o/ljg+§/ng- (2.3)

Del ndmero 5 de la proposicién 2.3.1, se sigue que

/g,/g—>0,
TR Ye

cuando R — oo y € — 0, respectivamente, independientemente de 7.
Para las /;, conforme n — 0, se tiene que

zj+e . Znte )
/ g — / t7 e f () dt y / g — / t7 12 £ (£)dt.
Ij Zj41—€ In R

J

Para las L;, conforme 7 — 0, se tiene que

Zj-l-l—& R
/g—>/ L t)dt /g—>/ tLf(t)at.
L; zj+e L, Zn+e
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Figura 2.4: Construccién de la curva I'.

Y asi, conforme R — oo y € — 0, tenemos que

n 0 ] ] [9)
Z/g%/ ta—le27m2f(t)dt:_e27m2/ ta—lf(t)dt
=0 I; 0o 0
y Z/ g—>/ L F(8)dt.
=0 L; 0

Luego

jZZ;/IjQ—FjZZ:O/ng — (1—627mi)/000ta_1f(t)dt

= —2isen(7m)e’m/ tLf () d.
0
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Para cada vj,, se tiene que v;, (1) — z;e®™ + e’ = (zj + ee’72M)e2™ = (2; +
eet)e?™, t € [2m, 7], cuando n — 0. Asi

™
/ g — /2 [(2 +z—:e’t)62’”]a_1 f(z + ce™)eeie*™ dt
v

71 a

2m
= —627““/ [(z + Ee’t)]a_l f(zj +ce™)eeidt
s

— _627rai/ z“_lf(z)dz
Vi1

— _627raz / qg.
~Vi

Luego, por el Lema 4.3.13 en [8], cuando ¢ — 0
/ g — miRes(g, z;).
—vi,

Por lo tanto, cuando ¢ — 0

/ g — —*™wiRes(g, z;).
i

i1

Ahora, para cada 7;,, se tiene que 7j,(t) — z; + e€’, t € [r,0] , cuando 1 — 0. Asi

0
/ g— / [(2 + Eeit)]a_l f(z; +eet)eeidt =
Vi1 T

227 f(2)dz = —/ g.

—Vig

2m
—/ [(z; + z—:e“)]a_l f(zj +ee)eeidt = —/

Vig

Luego, por el Lema 4.3.13 en [8], cuando ¢ — 0
/ g — miRes(g, zj).
—vi,

Por lo tanto, cuando ¢ — 0

/ g — —miRes(g, zj).
.

J

Tomando estos lltimos 2 resultados, para cada z;, tenemos que conforme ¢ — 0

/ g +/ g— —(627”” + 1)miRes(g, 2;),
Vi1 Vi



2.3 Evaluacién de integrales definidas 51

donde — (€279 4 1) = — (e 4 ¢70™) = — 92 cos(ma) = e D72 cos(ma) =
(—1)%"12cos(ma).

Dado que los residuos en polos son limites, podemos sacar o meter constantes de la
funcién del residuo, y asi

/ g +/ g — 2micos(ma)(—1)*"'Res(g, z;) =
’le ’sz

2mi cos(ma)Res((—1)*" 2971 f(2), 2;) = 2mi cos(ma)Res((—2)* " f(2), 2;).
Luego

n

Z/ g—l—Z/ g— Z2m'cos(wa)Res((—z)a_lf(z),zj) =

j=1"7n j=1""i2 j=1

. residuos de (—2)?"1f(2) en los polos
2mi cos(ma) Z [ de f sobre el eje real positivo '

Por otro lado

. residuos de 271 f(z) en los polos ]
g — 27 { )
JLoomiy

de f fuera del eje real no negativo

conformen -0, -0y R — oo.
Para finalizar, sustituyendo nuestros resultados en (2.3):

2m.z residuos de 2%~ 1 f(2) en los polos |
de f fuera del eje real no negativo |

. residuos de (—2)?"1 f(z) en los polos |
2mi cos(ma) Z [ de f sobre el eje real positivo N

—2isen(7m)emi/ t L (t)dt,
0

y despejando, se obtiene la integral deseada

/OO 2@ f(2)de = — e

0 sen(ma)

—mas

Z residuos de 2%~ 1 f(z) en los polos
de f fuera del eje real no negativo
e ™% cos(ma) Z { residuos de (—2)%~!f(z) en los polos ]

sen(mra) de f sobre el eje real positivo

2.3.10. Establezca las siguientes férmulas:

o 1-+sen2(0) /2 o (#24+a?)?  4a’ P
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< z3sen(x) T 4 > xsen(x) T 12 1
C) /;OO md$—§€ d) /0 1‘4—|—1 dZL'—Ee Sen%.

Solucién. a) Como 1 + sen?(f) es una funcién par, positiva y de periodo 27, se tiene

que
[ /2” o _, /” db
Jo 1+sen2(d) T Jy 1+sen2(8)

= z, entonces

I—/ dz _/ dizdz
Cyiz(l+ (= 1)) Sy 6221

donde v es la circunferencia unitaria recorrida una vez en el sentido contrario a las
manecillas del reloj. Si hacemos f(z) = entonces

Ahora, si et

6T
I= 42'/ f(2)dz = 4i(2mi) Z(residuos de f dentro de 7).
g

Para calcular los residuos en las singularidades de f, dentro de -, se tienen que calcular
los ceros del polinomio z* — 622 + 1, para lo cual notamos que z* — 622 + 1 =
(22 —a?)(2?2 —b?) donde a = /3 —2v2yb=V3+2/2, conb>1y0<a<l.
Por lo cual solo a y —a son las singularidades de f dentro de +, las cuales son polos

simples. Para calcular las residuos, escribamos f(z) = ’918 donde g(z) =z y h(z) =

2t — 622 +1 = (22 — a®)(2® — b?); entonces

_d) e g ga) _ —a
ReS(f, (1) - h/(a) - 2&(@2 _ b2) y ReS(f> (1) - h’(—a) - _2a(a2 _ b2)
Por lo tanto
1 1 27
%f@) R <a2 b2> <—m> i
de donde fow #32(@ = % - %

2 ., -
b) Como (zgfriag)g es una funcién par y positiva, entonces

I_/OO z2dx _2/00 z2dx
o @2+ a2)2 Ty (22 +a?)?
Sea f(z) = (—ZQ%T)Q = @) como grado Q > grado P+ 2y Q(x) # 0, para toda
x € R, se tiene que

I = (2mi) Z(residuos de f en HT).
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Notemos que las singularidades de f son los ceros de Q(z), para lo cual notemos que
(22 + a?)? = (2 — ia)*(z + ia)?, de donde ia € HT es la tnica singularidad que se
debe tomar en cuenta, la cual es un polo doble para f. Si hacemos ¢(z) = (z+ja) ,
entonces Res(f,ia) = ¢/(ia) = — 1=, luego

t s
I=2m|——) = —.
m( 4a> 2a

/°° r2dx o
o (22 +a2)?  4a’

c) Sea f(x) = ($2+1)2, la cual cumple que f(z) € R si x € R, y denotemos por

I= [ 7 31“1@ dx, luego

Se concluye que

I=Im /OO e f(z)dx = Im (2772'Z(residuos de € f(2) en H+)) .

—00

Consideremos la funcién e f(z) = e 2+1)2 la cual tiene un poIo dobleen zp =i € HT.

Sea ¢(z) = <=2, de donde Res(e® f(z),i) = ¢/(i) = 4 . Por lo tanto

(z49)2"
1 ~1
T=1Im(omS—)="""_
4 2

d) Sea g(z) = Ijirjr(f) la cual es una funcién par y positiva, adem3s si z es real, g(z)

es real. Entonces

I = /00 g(x)dx = 2/000 g(x)dx

—00

= Im/ e g(z)dx

—00

= Im (2772'Z(residuos de ¢*g(z) en H+)) .

Consideremos la funcién h(z) = la cual tiene polos simples en los ceros de z*+1,

4+1v
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/4y 37/4 se encuentran en HT. Notemos que

ei(ei”/4)ei7r/4 ei(ei3”/4)ei37r/4

pero solamente e

i /4 3mi/4
Res(h, e /)+R€S(h7€ /) 4(eim/4)3 T 4(eidm/4)3
_ i(—z’e“@“@wie“’f”%)

= le_g <28en <£>> .
4 2

/OO wsen(x_)d ! = I6_1/‘/iseni
0

Luego
T = .

zt+1 2 2 V2
2.3.11. En el ejemplo resuelto 4.3.16 en [8], j podria el exponente 2n ser reemplazado
por otra potencia p > 27
Ejemplo resuelto 4.3.16: Para n > 1 se tiene que
/°° 1 dr — T T

o 1+ 227 T o

Solucién. Sea p > 3 un ndmero entero impar, entonces la funcién f(z) = 1/(1 + zP)

. . . . T (9k41
tiene singularidades en los ceros 1 + 2P, los cuales son los p ndmeros e p (2ht ), con
in
k=0,1,...,p— 1. Estas singularidades son polos son simples. El residuo en e es
im ) im
im , z—epr —er
Res(f,er )= lim = - ;=
i 1 4 2P im\ P~ D
z—e P pler

Construyamos la curva v = 1 +72 —7y3, como en la figura 2.5, donde ~; es el segmento
sobre el eje real que va de 0 a R, 5 el arco de la circunferencia de radio R de angulo
%’r y 73 el segmento sobre el rayo que va del 0 en la direccién €2™/? de longitud R.

Las parametrizaciones son i (t) =t con 0 < t < R, 2(f) = Re? con 0 < 6 < 27“ y
v3(t) = te*™/P, con 0 < t < R.
Como e es la tnica singularidad dentro de ~, se tiene que

omiRes(f, %) = /y F(2)dz = / F(2)dz + / F(2)dz — / F(2)dz,

por lo que

oo e /R dt /i iRet? dp /R et
T = — 0 — T v
p o 1+t Jo 14+ (Re)P Jy 14 (te%)p

_a- eT)/R dt /2— iRedf
a 0 1 + tP 0 1 + (Reie)p.

(2.4)
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-3
2

.
o eim/p
yu R

ga!

Figura 2.5: Construccién de la curva 7.

La dltima integral puede ser acotada de la siguiente manera,

/25 iRe’d)_| _ /i iRe?
o 14+ (Re®)| = J5 |1+ (Re?)p

2 R
< — )
“\p/) Rr-1

y entonces si R — oo, la integral que se acoté tiende a 0.
La ecuacién (2.4) al hacer R — oo, se reduce a

e 2mi (0 dt
211 °r :(1—@2p )/ —_—
p o 1+

de donde

/OO dt  2mi(—er)  2mi e
o L1+tP p(l—e%) p e%—l

2 1 B 2 1
P \eb —e b e —e psent

2.3.12. La transformada de Fourier de una funcién g(z) estd definida como

do

SR

~

1 > —iwx
o) = <= [ gle)e e da
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Muestre que si f es diferenciable y las integrales para fy f' convergen, entonces

f(w) =~ P(w).

W

Solucién. Sabemos que por definicién

R 1 o —iwx
flw) = o= / @)

Ahora bien, integrando por partes con u = f(x) y dv = e “*dx, tenemos que
du = f'(x)dzx, pues f es diferenciable, y v = _—Z_we_i“x, por lo tanto, tenemos que
. 1 o .
f) = o= [ fae
= L [—f(m),ie_i“x h - /OO L,f’(a:)e_i“xda:
V2r iw oo S —iw

Para calcular los limites en el primer término, notemos que f(x) tiende a 0 en ambas
direcciones a lo largo del eje z, pues de lo contrario la integral para f no convergeria.
Por lo tanto

lim f(z)= lim f(z)=0.

T—00 Tr——00

Como la funcién e~™? es acotada, entonces

leH;o fz)e ™" = xk@mf(x)e_ = 0.

Asi pues, tenemos que

1 [ » 1 [~1, . 11 /°° o
— r)e "W = —— —f(x)e"dr = ——= x)e "“dx,
=/ 1@ =/ 1w ——=/ @

donde esta Ultima integral converge por hipdtesis, asi que podemos sustituirla por
f'(w).

. 1~ ~
Por lo tanto, se concluye que f(w) = Ef’(w), es decir, f'(w) = iwf(w).

2.4. Evaluacion de series infinitas

En esta seccion se da una breve discusion de algunas aplicaciones del teorema del
residuo, para calcular integrales que nos permiten evaluar sumas infinitas.
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Teorema de la adicidn. Sea f analitica en C excepto en un niimero finito de singulari-
dades aisladas. Sea C'y el cuadrado con vértices en (N+%) x(x14d), N =1,2,3,....
Suponga que ch (meotz)f(z)dz — 0, conforme N — oo. Entonces se tiene la
férmula de la adicién

N
lim Z{f(n) :n € N no es una singularidad de f}
N—o0 Y

=— Z{residuos de (mcot wz) f(2) en las singularidades de f}.

En particular, si ninguna de las singularidades de f estd en los nimeros enteros,

N
entonces lim n) existe, es finito
Jim ZNf (n) y
n=—

N—oo

N
lim Z f(n)=— Z{residuos de (mcot wz) f(z) en las singularidades de f}.
n=—N

El siguiente resultado muestra condiciones que bastan para poder aplicar el teorema
de la adicién.

Proposicion 2.4.1 Suponga que f es analitica en C excepto en singularidades ais-
ladas. Si existen constantes R y M tales que |zf(z)| < M, siempre que |z| > R,
entonces se satisfacen las hipdtesis del teorema de la adicion.

Es conocido que una funcién racional puede ser expandida en fracciones parciales en
términos de los ceros del denominador. Algunas veces una funcién meromorfa puede
pensarse en algo asi como una funcién racional con, posiblemente, una cantidad infinita
de ceros en el denominador y uno desearia saber si es posible una expansién similar.

Teorema del desarrollo en fracciones parciales. Suponga que f es meromorfa con
polos simples en ay,as,..., con 0 < |aj| < |az| < ... y residuos by en ay, ademds
suponga que f es analitica en 0. Suponga que existen una sucesion Ri, Ro, Rs, ...,

con la propiedad de que lim R, = oo y curvas cerradas simples C,, que satisfacen
n—oo

(i) |z| > Ry, para toda z en C,,.
(i7) Existe una constante S tal que la longitud de (C),) < SR,,, para toda n.

(#i1) Existe una constante M tal que |f(z)| < M, para toda z en C,, y para toda n,
donde la misma M debe funcionar para toda n.
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Entonces

> by, by,
0)+;<2_an+a>.

A continuacién se aplicaran los resultados anteriores en los siguientes problemas.

2.4.1. Muestre que
n 1 3

Z 2n—1 _2'

n:l

Solucién. Primero notemos que

i (_1)n—1 i ( 1)(2n 1)— Z 1 2n—1
—1)3 _
n=-—o00 (2n 1) n=-—o00 ( (2n 1 ) n=-—o00 )
[e.e] oo
- Z 4n— Z 4n—1
n=-—00 n=-—00
. 1 1
Para calcular n;oom consideremos f(z) = 3y la cual es analitica

excepto en z = 3, que no es un ndmero entero.
Sea Q(z) = (42 — 3)3, por ser un polinomio de grado 3, sabemos que existe M; > 0,
tal que |Q(2)| > Mi|z[3, si |z| > R, para alguna R > 1 (vease Ia demostracién
del Teorema Fundamental del Algebra 2.4.9 en [8]). Asi, sea M = V si |z|] > R,
M M
— 1 —
entonces |zf(2)| = |ZW| < |z|W BEE <

Asi, por la proposicién 2.4.1, se cumplen las hipétesis del teorema de la adicién, y por

lo tanto
> mweot(nz) 3
_2_: 4n— ‘RGS<<4z—3>3’Z>‘

Sean g(z) = mcot(rz) y h(z) = (4z — 3)3, entonces se tiene g(3) = —, ¢'(3) =
—272, ¢"(3) = —4m3, h(3) = W(3)=h"(2) =0, K'(3) =384y W (2) =0, para
n > 4.
meot(rz) 3 31135 0 - 3
Luego, Res <( — 3)3,1> = [@} 8 % _i j = 33 por lo tanto
— T
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o
Ahora, para E el procedimiento es analogo, pues la funcién sigue siendo

(4n —1)3

el reciproco de un polinomio y su unica singularidad es z = % que no es un numero
entero, asi, llegamos a que

> 1 meot(mz) 1
n:z_:oo An—1p 1 <(4z PR Z) '
Sean g(z) = 7TCOt( z)y h(z) = (4z—1)3, entonces se tiene g(1) =, ¢'(1) = —2n2,
"3 =43 h(3) =K (L) =r'(3) =0 1"(%) =384y KM (1) =0, paran > 4.
meot(mz) 1 3P H 0w w3
L R - 7 = g _— 384 _ = —. P | t t
uego, es<(4z_1)3,4> [38 } 8 %, 2132 35 For lo tanto
i 1 _ 3
~ (dn—1)3 32
Luego
s
= (2n— 1)3 16’
de donde
SN
~(2n—1)3 32
Segunda solucién. Notemos que
i(—l)n—l ISR NS SO U SRS NS U _2°°(—1)"—1
= (2n—1)3 5 3% 13 13 33 53 =23

Dado que la funcién f(z) = cumple que existe M > 0 tal que para |z| > R,

1
(22 —1)3
1f(2)] < W y solo tiene una singularidad cuando z = % la cual no estd en los enteros,
por el problema 2.4.4 de esta misma seccidn,
i (—1)nt ~ Res mese(mz) 71 .
(2n —1)3 (22 —1)3"2
n=-—oo

)=,

D=

Sean g(z) = mese(mz) y h(z) = (22—1)3, entonces g(3) =7, g (%) =0, ¢"(
M) =nE)=nr"(3)=0 nr"1)=48y h™(L) =0, paran > 4.
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'
oo

o ¥& o

3

T
= —. Por lo tanto
16

1

W

o O

mese(mz) 1Y\ [ 3! 3
Luego, Res <(22 — 1)3, 2) = [48}

p, o 3

0 (_1)n—1 _ 7.{.3
2 (2n—1)3 16

n=—oo

Para finalizar, por la observacién al principio de esta solucién, se concluye que

S e
~(2n—1)3 32
2.4.2. Muestre que
(o @]
1 s 1
Zm = Q_(LCOth(ﬂ.a)—i_ﬁ’ CL>O.

Solucién. Consideremos la funcién f(z) = Zer#ag la cual tiene singularidades en los

puntos z = *ai. Para poder aplicar el teorema de la adicidn, se necesita mostrar que
existen constantes Ry M tales que |zf(2)| < M, siempre que |z| > R. Para ello
notemos que si

2 2
a a
e R N e EC R G B
z z
entonces
N P M, si|z|>R>1
g | |2 .
22 +a?| = R—|al? ’ -
Calculemos ahora los residuos de g(z) = mcot (wz) f(z) en las singularidades de f, las
. . t (m(Lai
cuales son polos simples de g. Entonces, Res(g(z), +ai)) = W, luego
ai

2a1

reoirte) _fin] [ e re

. = — | = —Z coth (ra),
2at —e% +e 2

a

7 cot (m(—ai)) in eam | o—ar -
—2ai - —9qi | |eam — ¢—ar = ~%a coth (ma).

Entonces, por el teorema de la adicidn, se tiene que
> 1 T T
———— = — (—2—coth 7TCL) = — coth (wa),
Z ( 2a (ma) a (ma)

n? + a?

n=—oo
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de donde -
1 1 T
g +2Zm = ECOth(W&),
n=1
por lo tanto
o0 o0
1 1 1 T 1 1 T
—_ = ——— + — = —coth — — + — = —coth —.
7;) n? + a2 nZ::l n? + a2 + 2 24 (ma) 2a? + 2 24 (ma) + 2a?

2.4.3. Muestre que
o
72 1
poy e ) S st
sen*(mz) £~ (2—n)
Solucién. Primero vamos a construir una funcién apropiada, para lo cual fijemos un
nimero complejo z el cual no es un entero y consideremos

f) = = .

(w—z) (z —w)

Esta funcién es meromorfa, ya que es holomorfa salvo en el inico polo que tiene la
funcidn, es decir, en w = z (y este polo no es un entero).

Verifiquemos que |w f(w)| estd acotada para w suficientemente grande. Si |w| > R > 1
y |z| < R, entonces

_ 42 _ 42 2 2 2
ol ot o2 (|2 (-
|w] |w|? w w R
|w| < 1
|w_z|2_ 1_%)

|wf(w)| estd acotada, por lo que se cumplen las condiciones de la proposicién 2.4.1,
de donde se puede aplicar el teorema de adicién para obtener

por lo que >. Entonces, para w es suficientemente grande, la funcién

N
3 1 ) 7 cot mw
A}E}I})OHE Nm:—{ReSIdUO de m}

Calculemos ahora el residuo en la parte derecha de la igualdad anterior. Escribimos la

funcién 7{5‘227312” como el cociente de g(w) = 7 cot mw y h(w) = (w — z)%. Recordemos

que z no es un nimero entero, pero para calcular el residuo se tienen que considerar
dos casos, cuando 2z no es entero y cuando si lo es.

En el primer caso, g(z) = mcotmz # 0, h(z) = 0 = h'(z) y h(z) # 0, entonces
tenemos un polo doble en w = z y el residuo lo calculamos con la férmula 6 de la
proposicién 2.1.1

7 cot Tw ) = 9'(z)  29(x)h"(z)
e (T2 5) =205 - Sy
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Podemos ver que h"'(z) = 0, h"(z) = 2, ¢'(2) = —7% csc?(nz), luego
Res m cot 7TZU7Z _ _2772 csc?(mz) _ 2 .
(w— z)? 2 sen?mz
Por lo tanto
LI D e
(z—n)?  Nooo (z—n)?2  sen?mwz’
n=—oo n——

En el caso en que 2z es un nimero entero, es decir, z = m/2, para algin m € Z, se
tiene que g(z) =0, pero ¢'(2) = —m2 # 0y h(z) =0 =R'(2) y K'(2) = 2 # 0, luego
tenemos un polo simple en z = w vy el residuo lo calculamos con la férmula 5 de la
proposicién 2.1.1

7 cot Tw J(z) 2 9
Res| ———,2 ) =2 =— = —7*,
<(w —2)? > h"(z) sen?(7z)
de donde nuevamente se tiene que
> 1 w2 9
> =T
(z—n)?  sen?mz
n=—oo

[e.e]
2.4.4. Desarrrolle un método para evaluar series de la forma E (=1)"f(n), donde
n=-—00
f es una funcién meromorfa en C con un nimero finito de polos, ninguno de los cuales

€s un entero.
Solucién. La condicidén que se va a pedir a f(z), ademds de ser meromorfa con sin-
gularidades en |a1| < |az| < --- < |ay,|, es de que en los cuadrados C,, de vértices

(n+ %)(:l:l, +i), conn =1,2,..., se cumple que lim /(z)

——~—dz = 0. Con esto
n—oo Jo sen (mz)

se garantiza que

c- VR f(2)
n;w( D"f(n) = ﬂkZZIReS <sen (Wz)’ak .
La funcién g(z) = SC{I((ZW)Z) tiene singularidades en los puntos a; y ademds en los

enteros, donde estos lltimos son singularidades removibles o polos simples con residuo

RS (1)
zl—m( )sen (rz)  mcos(mn) T '
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El teorema del residuo garantiza que

/C% - zﬂzf{(%k)wﬂif{(%k)

k=—n k=1
f(n)
= 2m k_zzn + 2w Z <sen ) .

Al hacer n — oo, se obtiene que
_ (—)"f(n) [ f(z)
0= k:z—:oo v * ;::1 (Sen (ﬂ'z)’ak> ’
por lo que
S ne v\ f(2)
n;oo(—n f(n)=—m ; Res (M ak> .

2.4.5. Muestre que si 2z — 1 no es un entero, entonces

1 4( = 4 = 2z —1 1
=1 - 2N (1t .
cos (7z) ™ <2z— 1> + WZ( ) [(22— 1)2 — 4n? 1 —4n2]

n=1

Solucion. Para usar el teorema del desarrollo en fracciones parciales, consideremos

1 .
z) = ————, la cual es meromorfa con polos simples en a; = 1 ay = -1
(2) 2 2
cos (mz
as = % as = —%, e, Qop—] = 2"2—_1 Aoy, = —2”2_1, ..., de donde se tiene la

condicién 0 < |a1] < Jag| < ....

Se necesita calcular los residuos de f en esos polos simples, y se tiene ademds que
ReS(f(Z), a2n) = Res(f(z),aan) = (_1)n—1%.

Finalmente, consideremos los cuadrados Cy con esquinas £N + Ni y veamos que
existe una sucesion {R,} que tiende a infinito, y que existen constantes S'y M tales
que: (i) |z| > Ry, para toda z en Cy; (ii) longitud(Cn) < SRy, para toda N; (ii7)
|f(2)] < M, para toda z en Cy y para toda N.

Si tuvieramos lo anterior, por el teorema del desarrollo en fracciones parciales conclui-

mos que
[ by b,
0 — .
)+,§<z—an # o)
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Como f(0) =1, entonces

> by, by, 1 1 1
=) = “Z(z_a +a—>:1‘;<f+z>
n=1 mn n 2

w5 (i win) ()
SRR S S A
-
+%;(—1)"_1 (22 - (§n+ nt 2n2+ 1>
- 1_% 2;— 1>
s _
+%n§::l(—1)n_l [(273 1 _2(235)(2;)_ 1+ 2n) * _(2nl— 1) + 2n1+ J
= 1= % <2zz— 1> " % i(_l)n_l {(Qz fi);iw 1 —14n2} '

n=1

Solo resta encontrar la sucesién {R,} que tiende a infinito, y las constantes S y

M mencionadas arriba. Para ello consideremos Ry = NN, de donde A}im Ry = o0,
— 00

ademds, la longitud de (Cy) = 8N = 8Ry, por lo que podemos tomar S = 8 y para
ver que f(z) esta acotada, para todo z sobre Cl, observemos que si z = = + 1y,
entonces cos (mz) = cos (mx) cosh (7y) + isen (mx) senh (7y), luego

cosh? (my) + sen? (mn)senhz( Y)
(7)) cosh? (my) + sen? (mx)senh? (1)
y) — sen? (mz) > cosh? (my) — 1 = senh? (7y),

|cos (m2)|> = cos? (mx)
(1 — sen?
cosh? (m

_ 1 1 1
luego |f(z)| | cos(7z) < [senh (7y)] < |[senh ()|’

concluimos la demostracién del problema.

para |z| > 7 con z € Cy. De donde

2.4.6. Use el teorema de desarrollo en fracciones parciales para mostrar que

1 2
cotz—— — ) == -
+Z <z—n7r 7T> z+nz_:1z2—n2772’

donde Z, significa que la suma es sobre todo n # 0.
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Solucién. Primero consideremos la funcién f(z) = cot z — % que no esta definida en
0, pero como

COS z

lim zf(z) = lim(zcot z — 1) = lim = —-1=0,

z—0 z—0 z—0 Ssenz

la funcién f tiene una singularidad removible en 0, por lo que si definimos f(0) = 0,
la funcién f es analitica en 0. Ahora, nuestro trabajo es verificar que se cumplan
las condiciones del teorema de desarrollo en fracciones parciales para que podamos
aplicarlo. Entonces observemos que la funcién f(z) tiene polos en —m, 7, —2m, 27, - - -,
—nm, n7, .... Asi, nuestra sucesién de singularidades se puede ordenar de la siguiente
forma: a1 = —m,ay = w,a3 = —27, a4 = 27, ..., Qop_1 = —NT, A2, = NT,..., para
toda n # 0, y claramente se cumple la condicién

0<|arf <lag| <--- <an| < -+

Estos polos son simples, y denotemos por b,, a los residuos respectivos.

Sea C el cuadrado con vértices en m(N +1)(£1, +i) y sea Ry = m(N+3), entonces
2| > w(N + %), para toda z en Cl.

Por otro lado, sabemos que la longitud de Cy es 87 (N + %) por lo que la longitud
de Cny < SRy, si S = 8. Ya tenemos las dos primeras condiciones del teorema con
Ry =7(N+3), S = 8. Solo falta ver que la funcién |cot z| estd acotada, para toda
z en Cy, y para toda N; para ello vemos que

62’2 + e—z’z

|cot z| = |—= :
elz _ e—ZZ

eim—y 4 e—ix+y

elt—y _ g—ix+y

e Y| 4 [e7@ Y] eV 4 e¥ 1+ e

T ey — |eiety| T —emY eV —14 e

Para z en Cy, Im z =y, cumple que —7(N + %) <y<7(N+ %) Ahora, notemos
que si z es suficientemente grande, esto implica que y es muy grande, pero si y — 00,
la parte derecha de la dltima desigualdad tiene a 1; entonces para cualquier z en Cy
se tiene que | cot z| es acotada y podemos aplicar el teorema para tener que,

F(z) = £(0) +§jl (o) 3 )

n=1

En este caso, como dijimos al principio, ya que los polos son de la forma nm para
cualquier n # 0, entonces a,, = nm y los residuos b,, en nm cumplen que

cosnm
=1

b, = Res(cot z,nm) =
cos nm
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Por lo tanto, como f(z) = cotz — 1, concluimos que

1 1 2z
tr=— — ) == S
cors +Z <z—n7r mr> z+§_:1z2—n27r2

2.4.7. Demuestre que

LI S S LS

22 32 42 12
)n 1 71.2
Sol H b =
O UCIOH ay que probar que nz:l 12

Notemos que
(=)t 11 11 2 (=1)nt
n=1

donde Z/ denota a Z , excepto por el término cuando n = 0, y ademds

n=—oo

/(_1)71—1 0 (2n 1)—-1 /( 1)2n—1

Z n? - Z 2n —1)2 + Z _(271)2

T/ 1
- Z 2n—1 Zzﬁ

- 1 . 1 "
Para calcular n;w m considere f(z) = m la cual es analitica excepto
en z = % que no esta en los enteros.
Sea Q(z) = (22 — 1)? un polinomio de grado 2, entonces existe M; > 0 tal que
|Q(2)| > My|z|%, si |z| > R, para alguna R > 1 (vease la demostracién del Teorema
Fundamental del A/gebra 249 en [8]). Asi, sea M = MLl si |z| > R, entonces

M
Luego se cumplen las hlpote5|s deI teorema de la adicién, y por lo tanto
o
1 t 1
2. G s R (%5)
= (2n—1) (22 -1)
Sean g(z) = mcot(mz) y h(z) = (2z — 1)2, entonces g(3) = 0, ¢'(3) = —72,

h(2)=H(3) =0y R"(3) =8, por lo que 3 es un polo simple y

meot(nz) 1\ , 4d'(3) 72
e (2 tr3) i
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Por lo tanto
= (2n-1)2 0 47
: 1 11 11 =1
Ahora bien > 3= ---—i-?—i-?—l-l—kl—i-?—i-?—i---- ZQZm,ypor la
i1 72 2 "
proposicion 4.4.3 en [8], se tiene que ) 7= 2. 5= 3 luego
Z'ﬂ I
n2 4 4 3 6
Por lo que se concluye que
i(_l)n—l B 1 71.2 B 71.2
n? 2 6 12

n=1

Segunda solucién. De la solucién anterior, sabemos que

Ahora bien
o o o
1 1 1
N v B Sl BN w2
n=1 (2 1) n=1 n n=1 (271)
por lo que
o0 o0 (o] (o] o0 o0 o0
(—1)nt 1 1 1 1 11 11 1
Y i SapitE il st
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

. ) , . ) 2
Finalmente, usando que la suma de la serie harménica al cuadrado es igual a Z-, se
tiene que

i(—l)"‘l_l ™
n2 2 6 12

n=1



68 Calculo de Residuos

o0
1 2
Tercera solucion. Del hecho de que Z 172 = 7; , Y ya que
n=—oo n
00 0 00
1 1 1
> G T X ot T
L (@2n-1) S (2n—1)2 0 = (2n 1)
o o
1 1
= 2 +2
_ 2 )2
—(=2n+1)?  —(2n-1)
E=AC e

1 2
se sigue que g m = % Ahora, como
n=

=1 > 1 =1 > 1 1ex 1
PR B iR B e B e iR D Dt
—n —~ (2n—1) ~ (2n) vt (2n —1) 4 ~
se sigue que
3 i R 1 72
n 2 12 R
de=n? £~ (2n—1) 8
o0
1 72
lo tant —_ = —.
por lo tanto nz::l 2 5
Finalmente,
o o
(-1t (=1t 1 I 1
2 ~ 7 = A St - _Z il
> > 5 D G i w
n=1 n=-—oo

|
—~
w

|
—_
~—

I



Capitulo 3

Transformaciones Conformes

Una herramienta indispensable para el estudio de la geometria de las funciones analiti-
cas es el teorema de la transformacion de Riemann, del cual veremos varias aplicaciones
en este capitulo.

3.1. Transformaciones Conformes

En esta seccidon se da una breve discusion de algunos aspectos geométricos de las
funciones analiticas, y se enuncia el famoso teorema de la transformacién de Riemann.

Recordemos que una funcién f : A — B es conforme en A si para toda zg en A,
f rota a los vectores tangentes a curvas a través de zg, un angulo especifico 6 y los
alarga un factor definido 7.

La relacién entre las funciones analiticas y las funciones conformes estd dada por el
siguiente resultado, y de hecho, de ahora en adelante los dos conceptos en este libro
seran equivalentes.

Teorema de la transformacion conforme. [Capitulo I, [3]]. Sea f : U — V analitica
tal que f'(z) # 0, para toda z en U. Entonces f es conforme en U.

Un resultado bésico, pero mas sofisticado que el anterior, es el famoso teorema de la
transformacién de Riemann, el cual enunciamos a continuacién.
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Teorema de la transformacion de Riemann. [Capitulo VII, [3]]. Sea G una region
simplemente conexa distinta del vacio, tal que G # C. Entonces existe una transfor-
macién conforme biyectiva f : G — D, donde D = {z € C : |z| < 1}. Mds adn, para
cualquier zy € G fijo, se puede encontrar una f tal que f(z0) =0y f'(20) > 0, con
tal especificacion f es dnica.

Veamos algunas aplicaciones a los resultados anteriores.

3.1.1. Considere f(z) = u +iv, con u(z,y) = 22> + 32 y v(z,y) = y?/x. Muestre
que las curvas u = cte y v = cte se intersectan ortogonalmente, pero que f no es
analitica.

Solucion. Sean A = {z € C : u(z) =a} y B ={z¢€ C: v(z) = b} cona, b
constantes, es decir

2
A={z=x+iyecC: 22> +y*=a}, B:{z:w+iy€C:y—:b}.
x

Para mostrar que las curvas ©w = a y v = b se intersectan ortogonalmente, tenemos
que calcular sus vectores tangentes en un punto comdn, y calcular su producto punto,
si resulta que es cero, implicard que las curvas son ortogonales en el punto comun.
Calculando, obtenemos que

2
Y- 2y
VU: (41',22/), VU: <—P,?>

22 —4y? 4P
Vu'Vv:(4w,2y)'<—y—2,—y> :—y—ki:O.
2 x T x

Por lo tanto, las curvas se intersectan ortogonalmente.

Para mostrar que la funcién f no es analitica, mostremos que las ecuaciones de Cauchy-
Riemann no se cumplen (ya que la otra condicién de que existan las parciales si ocurre).
Las ecuaciones de Cauchy-Riemann estdn dadas por

ou Ov ou ov

oxr 9y’ oy Oz’
y en nuestro caso se tiene que

ou ov ou [

En este caso, las ecuaciones de Cauchy-Riemann implican que 4z = 2y/x y 2y =
y? /2%, de donde, 222 = y, es decir, las ecuaciones de Cauchy-Riemann son solo ciertas
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sobre puntos en esa pardbola, el cual no es un conjunto que contenga subconjuntos
abiertos del plano, luego f no es analitica en ninguna regién del plano complejo.

3.1.2. ;En qué puntos son conformes las siguientes transformaciones?

_sen (2)

a) f(z) =7 b) f(z) =

Solucion. a) f(z) =Z.

Dado que f(x,y) = x — iy, entonces u(z,y) = z y v(x,y) = —y, y de esta manera
ou

(% . . . .
— =1, — = —1, es decir, no se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, y por

Oz oy

ende, f no es analitica. Por lo tanto, en ninguna parte del plano complejo la funcién
f es conforme.

_ sen (2)

b) f(z) =

cos(z)

cos(z)

La funcién dada es analitica excepto cuando z = 2"2“71, con n € 7, los cuales son
puntos aislados y ademas
1 1 2 4e2P
f/(Z): 2 = 5 — 2% = 79 B} 7&07
cos?(z) (ezz‘z+1) ez +1 (e?* 4+ 1)
262'2

ya que 4e?% £ 0,y e?* +1 # 0 para z # %m con n € Z.
Por lo tanto, f es conforme en C\ {z = (n+ )7 : n € Z}.

3.1.3. Sean A y B regiones cuyas fronteras son arcos suaves. Sea f conforme en un
regién que incluye AUOA y que transforma A sobre B y OA sobre B. Sea u armdnica
en By u = h(z) para z en la frontera de B. Sea v = u o f de tal manera que v es
igual a ho f en la frontera de A. Demuestre que dv/On = 0 en zp, si Ou/On =0 en
f(20), donde zy esta en la frontera de A y 0/0n denota la derivada en la direccién
normal a la frontera.

Solucién. Como zj esta en la frontera de A se tiene que considerar v = ho f, de donde
por la regla de la cadena, como du/dn = 0 en f(zp), se tiene que

20 gy = 2000 ) = (o)) - £e0) = 225 o)) FCa0) = 0.

3.1.4. Sea f : A — B una funcién tal que, 0f/0x,0f /0y existen y son continuas. Su-
ponga que f es biyectiva y que preserva angulos dirigidos; demuestre que f es analitica
y conforme. jPuede la funcién en el ejercicio 3.1.1 preservar todos los dngulos?
Solucién. Para mostrar que f = u+1iv es analitica, vamos a demostrar que las parciales
Ou/dx, du/dy, Ov/dx, Ov/dy existen, son continuas y satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann.
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La hipétesis del problema, garantiza la existencia de las parciales de f con respecto a
x y con respecto a y, de las relaciones

of _ou v
or Oz ox
of _ou v
oy oy Oy

se garantiza que las parciales de la derecha existen y son continuas. Solo falta probar
que f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Sea c(t) = x(t) +1y(t) una curva tal que ¢(0) = z, y tal que ¢(t) existe y es diferente
de cero, y consideremos la curva d(t) = (foc)(t). Sea D f(c(t)) la matriz de derivadas
parciales de f en c(t), por la regla de la cadena, se tiene que

d(t) = Df(c(t) ()

_ % (et (1) + g_Z(c(t))y'(t) +i <%(e(t>)w’(t> + g—Z(c(t))y’(t)>

= (Geteton + igheen ) 0 + (Ghe) + 150 ele)) o0

= Ly + g—gw))y'(n

- % <%(c(t)) - ii—i(dt))) d(t) +% (%(c(t)) +ig—£(c(t))> (®)
of of

= () (1) + (e ).

Para la dltima igualdad recuerde que

of 1 (of of
51 (%)

of 1 [/of of
41

Luego

of / of ;
= 5-(c(0)(0) + ==(c(0))(0).

El hecho de que la funcién f conserve dngulos dirigidos, se refiere a que si rotamos
' (0) cierto dngulo alrededor de z, entonces d’(0) queda rotado (alrededor de f(z))
él mismo dngulo y en la misma direccidn, pero si esto sucede se tendrd que argd’'(0) —

d'(0)
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arg ¢’(0) es constante, pero como

argd' (0) —argc(0) = arg <i:((8))>
T (g—ﬁuo) v 8—§<zo>j§8)>

y como ¢/(0) puede variar, deberd ser necesario que %(zo) = 0, que es la ecuacién de

Cauchy - Riemann, pues recuerde que %(zo) =1 (%(zo) + ig—g(zo))

~—

Se ha mostrado que f es analitica, se tiene ademds que f/(zy) es diferente de cero
ya que f es biyectiva, entonces por el teorema de la transformacién conforme, f es
conforme.

Segunda solucién. Como en la primera solucién se tiene que la diferencial de df,, de
f en zy existe y se relaciona con la matriz

Df(z0) = <ux<zo) uy<zO>> |

vz(20)  vy(20)
de la siguiente manera,

A1) = D (20) () = 2L (zo)h + L ()

Notemos que cuando se dice que la funcién biyectiva f conserva dngulos dirigidos se
refiere a que T' = df,, : C — C los conserva para cada zp € A. Al ser f biyectiva se
tiene que df,, (o Df(zg)) es invertible. Ademds, si 6 es el dngulo entre dos niimeros
complejos w y z, la ley de los cosenos garantiza que

(w, 2)

cos (0) =
|wl|z]

donde (w, z) = Re(wz) es el producto interno en C.

El conservar dngulos para T invertible es equivalente a que para w, z € C se cumpla

que
[wllz|[(T'(w), T(2))| = [T (w)||T(z)|[{w, z)|

Lema. Una transformacién R-lineal T': C — C conserva angulos si y solo si existe
a € C\ {0} tal que T'(z) = az para toda z € C o T'(z) = aZz para toda z € C.

Demostracion del lema. Si T' conserva dngulos es invertible, entonces a = T'(1) # 0;
sea b = a~'T'(i), entonces

0= (i,1) = (T(i), T(1)) = (ab,a) = |a|2(b, 1) = |a|? Reb.
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Luego, Re(b) = 0, de donde b = ir para algiin r ndmero real.
Como T(z) = T(x + 1y) = 2T (1) + yT'(i) = ax + aby = a(x + iry), entonces
(T(1),T(2)) = (a,a(z+iry)) = |a|*>z. Ahora, como T conserva dngulos, se tiene que

@ +ayllalz = [1|(T(1), T(2)) = [TWIT @)1, 2) = lalla(z + iry)|e,

de donde |z + iy| = |z + iry| para todo z = x + iy, con = # 0, lo que implica que

r = =1, de donde T'(z2) = az 0 T'(z) = aZz.

Reciprocamente, si T'(z) = az (respectivamente, si T'(z) = aZ) se tiene que
[w|[z[(T(w), T(2)) = |wl|lz[{aw,az)

[wl|zllal*(w, z)

|aw||az[(w, 2)

= [TW)[[T(z)[{w, 2).

Esto termina la demostracién del lema.

El lema nos asegura que para cada zy € A, se tiene que df,, : C — C debe ser de
la forma df,,(h) = %(zo)h o de la forma df,,(h) = 8f(zo)h Desde luego ambas
conservan angulos, pero solamente la primera los conserva orientados. Luego, siempre
sucede que ﬂ(zo) = 0, es decir, f satisface las ecuaciones de Cauchy - Riemann y
entonces f es analitica en todo A y claramente conforme.

Con respecto a la funcién del ejercicio 3.1.1, si esta funcidén preservard todos los
angulos, entonces por lo que se acaba de mostrar, la funcién seria analitica, lo cual es
una contradiccién. Entonces no puede preservar todos los dngulos.

3.15.Sea f : C — C, z — az + b. Muestre que f puede ser escrita como una
rotacién, seguida de una amplificacién, seguida de una traslacién.

Solucion. Sean a,b € C, escribamos a a en su forma polar como a = re'?. Sea g(z) =
¢z, una rotacién de z por el dngulo 6 y sea h(z) = 7z, que es una amplificacién de z
con magnitud r, y sea t(z) = z+b, la traslacién por b. Es claro que f(z) = (tohog)(z),
asi obtenemos que f(z) es una rotacién, seguida de una amplificacién, seguida de una

traslacion.

3.1.6. Muestra que toda transformacién conforme biyectiva de C en C, es de la forma
az + b, para a,b nimeros complejos, con a # 0.

Solucién. Sea f : C — C una transformacién conforme. En particular, f es analitica
en cero, por lo cual f se puede expresar como su serie de Taylor alrededor del cero,
con radio de convergencia igual a infinito,

(o]
= E anz".
n=0
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Consideremos la funcién g(z) = f(1), la cual es analitica excepto en zy = 0, su serie
de Laurent alrededor de cero es
= a
n

9(z) = o
n=0
Si zp = 0 fuera una singularidad esencial para g, entonces por el Teorema de Picard (ver
[8]), para cualquier vecindad U de 0, y cualquier w € C, la ecuacién g(z) = w tiene
infinitas soluciones en U; es decir, existen al menos dos puntos distintos (y distintos

_ _ 1y _ (1

de cero) z1, 22 en U jciales que g(zl.) = g(ZQ) = w, pero entonces f(Z-) = f(5;), lo
cual es una contradiccién pues f es inyectiva.
Se puede concluir entonces que 0 es un polo de orden k para g, es decir, para toda
n > k, se tiene que a,, = 0,

k
Gnp,
g(Z) = Z Z_n7
n=0
de donde i
f(Z) = Z anznv
n=0

es un polinomio de grado k. Como f es biyectiva, entonces k = 1, por lo que se tiene
el resultado.

3.2. Transformaciones fraccionales lineales y de
Schwarz-Christoffel

Una transformacién fraccional lineal, también llamada transformaciéon de Mobius, es
una funcién de la forma

az +b

T(Z) = )

cz+d
donde a, b, ¢, d son nimeros complejos fijos, con ad — bc # 0, para garantizar que T'
no sea constante. Estas transformaciones son biyecciones conformes de la esfera de
Riemann, C = C U {oc}, en si misma, es decir, transformaciones analiticas salvo en
un punto, con inversa analitica en todo C menos un punto. Estas transformaciones
forman el grupo de automorfismos de la esfera de Riemann.

De la misma forma, podemos hablar de los automorfismos del disco unitario, es decir,
de las transformaciones conformes de D = {z € C : |z] < 1} en si mismo, éstas son
las transformaciones fraccionales lineales de la forma

T(z) =
() = 'L
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con 29 € Dy @ € [0, 2] fijos para una transformacién; pero al variar zy y 6 se obtienen
todas las transformaciones.

Una de las propiedades importantes de las transformaciones fraccionales lineales es
que si S es una linea recta o una circunferencia en el plano complejo, entonces la
imagen de S bajo una transformacién fraccional lineal vuelve a ser una recta o una
circunferencia en el plano complejo.

El grupo de transformaciones fraccionales lineales en C acttian de forma 3-transitiva
de manera Unica, y de hecho acttan de forma 4-transitiva en cuartetas de puntos que
tengan la misma razén cruzada. Esto es, dados dos juegos de tres (o cuatro puntos
con la misma razén cruzada), entonces existe una transformacién que envia un juego
de puntos al otro.

Para las demostraciones de los resultados anteriores y para conocer mas resultados
acerca de las transformaciones fraccionales lineales o transformaciones de Mobius, ver
el capitulo 2 de [6].

3.2.1. La férmula de Schwarz-Christoffel

La férmula de Schwarz-Christoffel da una expresién integral para transformar el semi-
plano superior o la circunferencia unitaria en el interior de un poligono dado. Para el
semiplano superior el resultado es el siguiente.

Férmula de Schwarz-Christoffel. [Capitulo 6, [1]]. Suponga P es un poligono en el
plano complejo, con vértices en wy,ws,...,w, y con angulos exteriores way;, donde
—1 < «a; < 1. Entonces las transformaciones conformes de A = {z € C: Im z > 0}
sobre el interior de P, tienen la forma

1) =a (/:« ) (- xn_n—“nldc) b,

0

donde a y b son constantes y la integracion es a lo largo de cualquier trayectoria en A
que une zy en A con z; se usa la rama principal para las potencias en el integrando.
Mads atin,

(i) Se pueden escoger arbitrariamente dos de los puntos x1,xa, ..., x,.
(73) a y b determinan el tamafio y la posicion de P.
(’LZZ) f(l‘l) = Wji+1, 1= 1,2, ey, — 1.

(tv) f manda el punto al infinito a wy.
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A continuacién damos una lista de las transformaciones conformes mas comunes entre
ciertas regiones del plano complejo. Consideremos las siguientes regiones del plano
complejo: A = {2z € C: Re z > 0, Im z > 0} el primer cuadrante; H" = {2z €
C : Im z > 0} el semiplano superior; D = {z € C : |z] < 1} el disco unitario;
B={2¢e€C:0<Imz < 27} una banda horizontal de ancho 27; DT = {2 € C :
|z| < 1, Im z > 0} la parte del disco unitario en el semiplano superior; C' = {z €
C : Re z > 0} el semiplano derecho; B~ = {z € C : 0 < Im z < 7} una banda
horizontal de ancho m; B! = {2 € C:0 <Im z <7, Re z < 0} una semi banda
de ancho m; D = {z € C : |z| > 1, Im 2z > 0} el complemento de D" en HT;
E={2cC:0<1Imz —% <Rez < §} una semi banda vertical de ancho T;

2
F={2€C:0<Imz, 0<Rez< %} unasemi banda vertical de ancho 7.

Lista de transformaciones conformes mas comunes:

— 22 es una transformacién conforme biyectiva entre A y H* con inversa

=z

(1) z — €* es una transformacién conforme biyectiva entre B'y C\{0} con inversa
— log z.

—~
~.

~
N

N

N

(tit) z — ew% es un automorfismo de D que manda el punto 2y en 0, con inversa

e’iez—i—zo
1+e— 9z "

(iv) z — % es una transformacién conforme biyectiva entre DT y A con inversa

z—1
zZ — 1=

— j_ﬁ es una transformacién conforme biyectiva entre C' y ID con inversa
_ 2+l
z — I-

z—

—~
<

SN—
IS

(vi) z — %= es una transformacién conforme biyectiva entre H* y ID con inversa

z+1 1
_j=t
zZ — Z—z—i—l'

(vii) z — €* es una transformacién conforme biyectiva entre B~ y H™ con inversa
z — log z.

(viii) z — €* es una transformacién conforme biyectiva entre B~ y D con inversa
z — log z.

(iz) z =z +% es una transformacién conforme biyectiva entre D y H* con inversa
z+vVz2-1
z — .

(z) z — 1 es una transformacién conforme biyectiva entre D y C\D cuya inversa
es ella misma.
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(zi) z — senz es una transformacién conforme biyectiva entre £ y H™ con inversa

zZ —r sen_lz.

(zii) z — senz es una transformacién conforme biyectiva entre F'y A con inversa

zZ —r sen_lz.

A continuacién presentamos varios problemas con ejemplos de transformaciones con-
formes.

3.2.1. Sea f(z) = (¢—1)/(2+1). { Cudl es la imagen bajo f de los siguientes conjuntos?
a) La recta real;

b) la circunferencia con centro en 0 y radio 2;

d

¢) la circunferencia con centro en 0 y radio 1;
) el eje imaginario.

Solucién. La funcién f es una transformacién fraccional lineal, por lo que envia circun-
ferencias en circunferencias, de hecho es un isomorfismo analitico entre el semiplano
superior y el disco unitario abierto (ver nimero (vi) de la lista de transformaciones
fraccionales comunes).

a) Para encontrar la imagen de la recta real bajo f, se tienen que tomar tres puntos
en la recta y ver sus imdgenes. En este caso consideremos oo, 0 y 1, para ver que
floo) =1, f(0) = -1, f(1) = %—;; = =2L = —j. Como estos tres puntos imagen
estan sobre la frontera del disco unitario, entonces la imagen bajo f de la recta real
es la frontera del disco unitario abierto.

b) Consideremos tres puntos en la circunferencia con centro en 0 y radio 2, digamos,
2, 24, —2i; sus imagenes son, respectivamente, f(2) = 3=, f(2i) = 2 y f(—2i) = 3.
Entonces la imagen de la circunferencia con centro en 0 y radio 2 es la circunferencia
que pasa por los tres puntos anteriores: 3_54i, % y 3.

Para encontrar el centro y radio de la circunferencia imagen, observemos que la cir-
cunferencia con centro en 0 y radio 2 es ortogonal al eje real, por lo que sus imdgenes
bajo f también son ortogonales. En el inciso anterior se vio que la imagen del eje real
es la circunferencia unitaria St, por lo cual se tiene que D es ortogonal a S!, de donde
el centro de D esta sobre el eje real. Es decir, el centro es el punto (3 + %)/2 = g
luego el radio es %.

c¢) Consideremos tres puntos en la circunferencia con centro en 0 y radio 1, digamos,
1, 4, —i; sus imagenes son, respectivamente, f(1) = —i, f(i) =0y f(—i) = co. Por
lo que la imagen de S! es una recta que pasa por esos tres puntos, luego f(S') es
igual al eje imaginario.
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d) Consideremos tres puntos en el eje imaginario, por ejemplo oo, i, —i, los cuales
bajo f son enviados a f(oco) =1, f(i) =0y f(—i) = oo, de donde la imagen del eje
imaginario es el eje real.

3.2.2. Encuentre las transformaciones fraccionales lineales f, que satisfagan que f(z;) =
w;, parat=1,2,3 si:

a) z1 =1i,20 =0,23 = —1; w; = 0,wy = —i, w3 = 00;
b) z1 =14,29 =0,23 = —1; wy = —i,we = 0, w3 = 0.

Solucién. a) Buscamos una transformacién fraccional lineal f(z) = ZZZIZ tal que
S\ _ . _ s at+b b _ . —a+b __

f(@) =0, f(0) = —i, f(—1) = o0, asi g =0,5=—i,=5; = oo

De la primer ecuacién se tiene que ai+b = 0, entonces a = ib; de |la segunda ecuacién
se tiene que d = ib; de la tercera ecuacién concluimos que —c+d = 0, entonces ¢ = d.
Luego, a = ¢ = d = ib, por lo que si hacemos a = 1, se obtiene

Z—1
z) = .
/) z+1
b) Buscamos una transformacién fraccional lineal f(z) = gjig que cumpla que f(i) =

—i, f(0) =0, f(~1) = 00, asi b = — b =0, =2 = o,

De la segunda ecuacién se tiene que b = 0; de la tercera ecuacidén se obtiene que
—c+d = 0, entonces ¢ = d. Sustituyendo en la primer ecuacién, se llega a que
sitte = —1, entonces a = (—1 —i)c. Luego, a = (=1 —i)ce = (-1 —i)dy b =0, si
hacemos ¢ = 1, se obtiene

(-1 —i)z.

f(z) = z+1

3.2.3. Encuentre una transformacion fraccional lineal, que mande al disco unitario en
el semiplano derecho, con f(0) = 3.

Solucién. Por (v) de la lista de transformaciones conformes mds comunes, la transfor-
macién fraccional lineal que envia el disco unitario en el semiplano derecho es

N z+1
z —
z—1

con 0 — 1. Entonces, si consideramos la transformacién w — 3w, que manda el
semiplano derecho en si mismo, con 1 — 3, entonces se tiene que

1o =-3(25)

es la transformacién que buscamos.
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3.2.4. Encuentre una transformacién conforme del disco unitario sobre si mismo tal
que envie % a —%.
Solucién. La forma general de un automorfismo del disco unitario es T'(z) = e

con zg € D. Si consideramos la transformacién

10 z—20
1—zpz"

1

T:D>D, T()=—1,
1 — ZZ
entonces 7'(1/4) = 0.
De la misma manera, consideremos
z+1
S:D—-D, S(z)= 13,
1 + 32

entonces S(—1/3) = 0, por lo que S~1(0) = —1/3. Luego, consideremos la transfor-

macién S~1 o T(z), la cual envia 1/4 en —1/3, donde S~1(z) = % Entonces

la transformacidn conforme buscada es

1
Z—7 132 -7
S7loT(z)=57" = | = :
°T(z) 1-12) 72413

3.2.5. Encuentre una transformacién conforme uno a uno, de la regién descrita por el
conjunto A = {z tal que |z — 1| < V2 y |z + 1| < v/2} sobre el semiplano superior.
Solucién. Consideremos la transformacién fraccional lineal f(z) = £, vemos que
la imagen de la circunferencia unitaria es la circunferencia que pasa por f(i) = oo,
f(=9)=0y f(1) = % = 1, es decir, es una recta, la cual es el eje imaginario.
Ahora bien, como la circunferencia unitaria solo corta a la frontera de A en i y —i,
y sus imagenes son f(i) = ooy f(—i) = 0, entonces las imdgenes de las fronteras
izquierda y derecha de A, son semirectas (pues pasan por oc), que salen del origen.
Ademds, dado que el dngulo que se forma en z = i, entre la parte izquierda de la
frontera de A y la circunferencia unitaria es de 7 y f es una transformacién fraccional
lineal, entonces la imagen de la parte izquierda de la frontera de A (una semirecta)
hard un dngulo de 7 con el eje imaginario.

Andlogamente, como la parte derecha de la frontera de A forma un dngulo de —7% con
la circunferencia unitaria, tenemos que la imagen de la parte derecha de la frontera de
A (una semirecta) hard un dngulo de —% con el eje imaginario.

Para ver el interior de la imagen, basta calcular f(0) = —1, y por lo tanto, la imagen de

; 4 _ 00 3 5w
A bajo f es la regién formada por los puntos de la forma z = re"”, con = <60 < °F.

: C e ~3m; L .
Ahora bien, si definimos g(z) = e™1 ‘f(z), se aplicard una rotacién extra, con la
que obtenemos el primer cuadrante; por dltimo, para duplicar los dngulos y obtener
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[==)

/
\

Figura 3.1: La Descripcién de la transformacion T'(z).

el semiplano superior basta con hacer h(z) = [g(2)]?, ver figura 3.1. De donde, la
transformaciéon que estamos buscando es

T(z) = e 5 [”ir.

zZ—1

3.2.6. Demuestre que si tanto 1" como R son transformaciones fraccionales lineales,
entonces también T o R lo es.
Solucién. Sean T'y R transformaciones fraccionales lineales,

az+b ez+ f

T = —
(2) cz+d’ E(z) gz+h

donde sabemos que estas transformaciones son biyectivas y conformes.
La composicién T o R esta dada por

(T o R)(2) = “(Zi—ii) +b _ (ae+bg)z + (af +bh)
C(Ziifz) 1q [(ce+dg)z+(cf +hd)
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la cual esta bien definida ya que (ae + bg)(cf + hd) — (af + bh)(ce + dg) = (ad —
be)(eh— fg) # 0. Ahora, para mostrar que esto es una transformacién fraccional lineal,
tenemos que probar que es biyectiva y conforme. Como las dos transformaciones 1" y
R son conformes, entonces la composicién es conforme y como Ty R son biyectivas,
la composicién es biyectiva.

Otra forma de mostrar que la composicién es biyectiva es encontrando la funcién
inversa de T' o R. Definamos la transformacién

—(ef + hd)w + (af + bh)
(ce +dg)w — (ae +bg)

S(w) =

Mostremos que S es la inversa de T o R. Hacemos (ae + bg) = k,(af + bh) =
I, (ce + dg) = m,(cf + hd) = n, entonces (T o R)(z) = 224l §(w) = Zmutk
entonces

nw+k
(T o R)(S(w)) = <m”; i

(Fpst) +n
~w(lm —kn)
- Ilm—kn v

Un célculo similar demuestra que S(T'(R(z))) = z. Otra forma para mostrar que la
composicién es conforme, es ver que (T o R)'(z) # 0. Notemos que

d d
(ST(R() = -2 =1

S(T(R(2)) - (T o RY () = L.

Por lo tanto (T o R)'(z) # 0, de donde T o R es conforme, y por lo tanto una
transformacién fraccional lineal.

3.2.7. Muestre que K(z) = z/(1 — 2)? envia, en forma inyectiva y sobre, al disco
unitario abierto en C\{z : Imz =0y Rez < —3
Solucién. Primero observemos que

z 1
KZ — = = s
(2) (1-2)2% 12+1-22) 2z4+1-2

de donde si se define h(z) = z +
gotoh(z).

Veamos primero cudl es la imagen de D bajo h. Si z € 9D = S', entonces z = €',
para 0 € [0,27]. Luego h(z) = 2cos@, de donde h envia la circunferencia unitaria
en el intervalo [—2,2]. Demostremos ahora que h envia D, de forma biyectiva, en
A = C\[~2,2]. Notemos que h(0) = co.

W=

Jt(z) = 2—2, g(z) = 1, se tiene que K(z) =
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Para ver la inyectividad, supongamos que h(z) = h(w), para z,w € D\{0}, entonces
z—i—% :w—i—%. Luego, z —w = %, o (z—w)(l—ﬁ) =0, de donde z = w o
zw = 1. Lo dltimo no puede pasar ya que |z| < 1y |w| < 1, por lo tanto z = w, de
donde h es inyectiva.

Sea w € C\[—2,2], y consideremos la ecuacién h(z) = w, la cual es equivalente a
22 — 2w+ 1 = 0. Sean r; y 75 las dos raices de la ecuacién cuadratica, entonces
riro = 1, por lo cual las raices cumplen que una esta dentro del disco unitario y otra
fuera; esto implica que h es sobre. Por lo tanto concluimos que h(D) = C\[-2,2] = A.
Ahora, la imagen de A bajo la traslacién t(z), que es biyectiva, esta dada por t(A) =
C\[-4,0] = B.

Finalmente, la imagen de B bajo g(z), la cual también es una funcién biyectiva, es
g(B) = C\(—o0, —1], de donde se tiene el resultado.

3.2.8. Establezca (7ii), (iv), (v) de la lista de transformaciones conformes mas comu-
nes.

Solucion.
(737) La transformacién es T'(z) = e“glz__—%’z, que por ser fraccional lineal es conforme
e inyectiva.

; _ _ 10 2—20 z—zo | _ 1 | z=20 | _ z—20
Si |z] = 1, entonces |T'(z)| = =5z | = |1o%0%| = To |15 =502
A = % = 1. Luego como T transforma discos en discos, 7'(0D) C 0D
y T(z) = ew% = 0, se tiene que T(D) C D. Como la inversa de T es
-1 _ e"Wwtsy _ _ —if _ wtzo
T Hw) = T Ty = SoR_g(w), donde R_g(w) = e “wy S(w) = 722,

tiene que 7! es una transformacién conforme del disco unitario en si mismo, por lo
que se concluye lo deseado.

iv) Buscamos una transformacién fraccional lineal T'(z) = ij:g tal que T'(—1) =

0,7(0) =1,T(1) = 00, T(i) = i, es decir, buscamos a, b, ¢, d tales que

—a—l—b_o b_1 a+b ai—l—b_z,

—c+d T d T e+d T ci+d
De la primera ecuaciéon —a + b = 0, entonces a = b. De la segunda ecuacién se tiene
que b = d. De la tercera ecuacién, ¢+ d = 0, entonces ¢ = —d.
Asi,a=b=—-c=d, ycona=b=d=1, c= —1, tenemos queT(z):}_iz.

Luego, verifiquemos que un punto dentro del semi disco superior, bajo la transforma-
cion, va al primer cuadrante

T<1’>:1+
2 1—-

el cudl si estd dentro del primer cuadrante.

NI
+
~.
w
o
-~

_ (5 14it R _

= = + —,
1—(4)2 1+1 3 5 5

SIS
|
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Por tltimo, como T es una transformacién fraccional lineal, T~ existe y estd dada

por

z—1

T_l(z) = )
z+1

por lo que se concluye lo deseado.

(v) Buscamos una transformacién fraccional lineal T'(z) = Zjig tal que T'(i) = 1,

T(0) = —1,T(—i) = —i,T(c0) = 1, es decir, buscamos a, b, ¢, d tales que

ai+b b —ai+b o
- =1 _ = — —_— = —1 —_ = .
ci+d T d " —ci+d ’
De la segunda ecuacién, se tiene que d = —b. De la cuarta ecuacién, a = c. Sustitu-
yendo ambas igualdades en la primer ecuacién Z;fg =1, ai + b= —a — bi, por lo que

(1+4)a = (—1—1)b, y finalmente a = —b.
Asi,a=—-b=c=d, ycona=c=d=1,b= -1, tenemosqueT(z):j%i.
Luego, verifiquemos que un punto dentro del plano Re(z) > 0, bajo la transformacién,

queda dentro del disco unitario. Observemos que 7'(1) = % = 0, el cudl si estd

dentro del disco unitario, por lo que se concluye lo deseado. Ademas, la inversa de T
_ z+1

es igual a T71(2) = £,

3.2.9. Suponga a,b,c,d € Ry que ad > bc; muestre que la transformacién T'(z) =
(az + b)/(cz + d) deja invariante el semiplano superior H*. Muestre que cualquier
transformacién fraccional lineal en el plano complejo, que envia el semiplano superior
en si mismo, es de esta forma.

Solucién. Tenemos que demostrar que H* se queda invariante bajo la transforma-
cién T(z). Veamos que si z que pertenece a HT, entonces su imagen T'(z), sigue
perteneciendo a H™.

Sea z € H, es decir, Im z > 0; se tiene que mostrar que Im(7'(z)) > 0, pero

ImT(z):i, az+b a_E—l—b _ Imz (ad — be) -0,
2i \cz+d cz+d lez + dJ?
la cual siempre es mayor que cero, ya que ad — bc > 0. Por lo tanto, T(H') C
H*. Como T (z) = _dczzjrba, sus coeficientes son reales y ad > (—b)(—c); luego

T~1(HT) C HT, y entonces T(HT) = H.

Para la otra parte del problema, primero notemos que si 1" es una transformacién
fraccional lineal que deja invariante a H™, entonces por continuidad debe dejar inva-
riante a la recta real. Veamos ahora que cualquier transformacién fraccional lineal que
deja invariante a la recta real tiene que ser una transformacién fraccional lineal con
coeficientes a, b, c,d € R y que su determinante cumple que ad — bc # 0.
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Sea S cualquier transformacién fraccional lineal que deja invariante al conjunto de los
ntimeros reales. Consideremos tres puntos distintos 21, 2o, z3 € R\{S7!(c0)}, y sea
w; = S(zj), es decir, w; € R. Entonces las transformaciones fraccionales lineales

(z —w1) (w2 — w3)
(w1 — wa)(ws — 2)

(Z — Zl)(ZQ — 23)

Ve = a2

y V(z) =

tienen coeficientes reales con determinante distinto de cero. Como V~1(U(z;)) =
w; = S(zj), para j = 1,2,3, y por la unicidad de la triple transitividad, podemos
concluir que S = V~1U, por lo tanto S tiene coeficientes reales y su determinante es
distinto de cero, es decir,

S(z) =

Si w = S(z), sabemos que

az+b
cz+d’

a,b,c,d € R y ad—be # 0.

(ad — be)

BT AR

Im (w)

de donde podemos concluir que ad — be > 0.

3.2.10. La razén cruzada de cuatro puntos distintos z1, 29, 23, 24, estd definida como

R4 — 21 R3— 22

[2’172’2;2372’4] = .
24— 22 23— 21

Muestre que cualquier transformacién fraccional lineal tiene la propiedad de que

[T(21), T(22); T (23), T'(24)] = [21, 22; 23, 24]-

az+b
cz+d’

Solucion. Primero notemos que si T(z) = con ad —bc # 0y ¢ # 0, entonces es
facil ver que

T(z)=Tyo0T30T50T(2),

con T1(2) = z+d/c, To(z) = 1/z, T3(2) = ((bc — ad)/c*)z y Ty(z) = z+a/c. En el
caso de que ¢ = 0, entonces T'(z) = (a/d)z + b/d, es decir es la composicién de una
traslacién y una homotecia.

Entonces, basta ver que las traslaciones t(z) = z + a, las homotecias h(z) = kz y la
funcién f(z) = 1/z preservan la razén cruzada. Observemos que para cuatro nimeros
complejos distintos z1, 22, 23, 24 Se tiene que

[t(21),t(22);t(23),t(24)] = [21 4+ a,22 +aj23+a,24 + d
Z4+a—2z1—a zz3+a—2z2—a

Z4+a—z29—a zz3+a—2z1—a

. Z4 — 21 R3 — 22 . . .
= . - [251,252723,24],
24 —R22 23— 21
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[h(z1),h(22); h(z3), h(z4)] = [kz1,kzo;kzs, kz4]
kZ4 — k;zl k23 — kZQ

kZ4 — kZQ . k23 — k;zl

R4 — R R3— 22

= : = [21, 225 23, 24];
Z4 — 22 23— 21

(), £ (225 F ) F20)] = [i,i-i i}

Al Z2’Z3’Z4
1 1 1 1

_ oz =z z
o1 _1 1 _ 1
ze 22 z3 oz

21 — k4 k2 —Z3
= : = [21722;2372’4]-
22— 24 21 —Z3

Por lo tanto, toda transformacién fraccional lineal preserva la razén cruzada.

Segunda solucion. Sea T'(z) una transformacién fraccional lineal y sean U(z) =
[21,29;23,2] y V(w) = [T(21),T(22); T(z3),w], que son transformaciones fraccio-
nales lineales. Como U(z1) = 0=V (T(z1)) =V oT(z1), U(z2) =00 = V(T (22)) =
VoT(z2), U(z3) =1=V(T(z3)) =V oT(z3), se tiene que U y V o T coinciden en
tres puntos, luego coinciden en todos los puntos de (@; en particular coinciden en z4,
U(z4) =V 0T(z4), es decir

21, 205 23, 24] = [T'(21), T(22); T (23),T'(24)]-

3.2.11. Muestre que [21, 22, 23, 24] es real si y solo si 2z, 29, 23, z4 estdn sobre una
recta o sobre una circunferencia. Use el ejercicio anterior 3.2.10, para demostrar que
una transformacidn fraccional lineal envia circunferencias o rectas en circunferencias o
rectas.

Solucién. Sea T'(z) = [z1,22,23,2] = Z=2L - 2222, la cual es una transformacién
fraccional lineal tal que T'(z1) = 0, T'(22) = 00, T'(23) = 1y T(z4) = [21, 22, 23, 24],
es decir, las imagenes de z1, 29, 23 y 24 bajo T, pertenecen a la recta real, por lo que
estos cuatro puntos deben pertenecer a una misma recta o a una misma circunferencia
L, ya que la inversa T~ también es una transformacién fraccional lineal que envia
rectas y circunferencias en rectas o circunferencias.

Reciprocamente, si 21, 29, 23 ¥ 24 estan en una misma circunferencia o recta, como
T(z) = [21,292; 23, 2] enviaa z1, 22y 23 a0, co y 1, respectivamente, es decir, los envia a
la recta real, entonces T'(z4) también esta en esta recta, es decir, T'(z4) = [21, 22; 23, 24]
es real.

Mostremos ahora que si T es una transformacion fraccional lineal y si L C C es una
linea recta y S C C es una circunferencia, entonces T'(L) es una linea recta o una
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circunferencia, y T'(S) es una linea recta o una circunferencia.
Sean z1,29,23,24 € L arbitrarios y wi,ws,ws,ws € S arbitrarios, entonces por el
problema 3.2.10 y por la primera parte de este problema, tenemos que

(21,29, 23, 24) = [T'(21),T(22),T(23), T(24)] E Ry

[wl,wg,wg,w4] = [T(wl),T(wg),T(wg),T(w4)] S R,

por lo tanto, T'(21),T(22),T(z3),T(z4) estdn sobre una recta o sobre una circunferen-
ciay T(wy), T(wa), T(ws), T(wy) también. Como z; € L'y w; € S fueron arbitrarias,
entonces T'(L) es una recta o una circunferencia y lo mismo para T'(S).

Segunda solucién de la primera parte, sin usar el problema 3.2.10.

_ _ 24=21 | 23=22 . _
Sea w = [z1, 22, 23, 24] = Z = - 2>=2* un ndmero real, entonces arg(w) = 0 o 7, es
decir,

S =arg <u>+ arg <23_22>:Oo7r.
24 — 29 23— 2

Luego, se tienen dos casos, cuando zj, z2, z3 son colineales o no (en este dltimo
caso, hay una circunferencia que pasa por los tres puntos). Si z1, z2, z3 son colineales,

entonces arg(%) =0 o m. Ahora, como S = 0 o T, se tiene que arg(—ii:%) =0

o 7, de donde los cuatro puntos son colineales.

Ahora, si existe una circunferencia que pasa por z1, z2 y z3, entonces se debe tener
que S = m, de donde z4 estd sobre la misma circunferencia que pasa por los otros tres
puntos.

Segunda solucién de la segunda parte. Si T es una transformacién fraccional lineal y

C es una circunferencia o una recta y si z1, 29, 23, 2 € C, entonces |z1, 29; 23, 2] € R,
) ? )

pero como T conserva la razén cruzada (problema 3.2.10), se tiene que

[T'21,Tz2;T23,T2] = |21, 20; 23, 2] € R;

por la primera parte del problema se tiene que T'z1,T 20, T z3, Tz estdn en una circun-
ferencia o una recta.

Como C queda determinada por z1, 29 y z3, y el punto z es un punto arbitrario de C,
su imagén Tz queda en C’, la circunferencia o recta determinada por T'z1, Tz, T 23,
es decir, T(C) esta contenida en C’, de hecho T'(C) = C’, pues si w € C’ podemos
aplicar lo anterior con 7! para segurar que T~!(w) € C y entonces T(T~}(w)) = w,
lo que garantiza que T'(C) =C'.

3.2.12. Muestre que una transformacién fraccional lineal T' que no es la identidad,
tiene a lo mds dos puntos fijos (esto es que T'(z) = z). Dé un ejemplo para mostrar que
T no necesariamente tiene puntos fijos. Encuentre los puntos fijos de T'(z) = z/(z+1).
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Solucién. Sea T'(z) = (az+b)/(cz + d) una transformacién fraccional lineal diferente
de la identidad. Buscamos los puntos z tales que T'(z) = z, es decir, az+b = z(cz+d),
lo cual es equivalente a cz? + (d — a)z — b = 0. Esta ecuacién cuadratica tiene a los
mas dos raices distintas

_(a—d)£+/(d—a)?+4cb
°T 2¢ ’

que son los puntos fijos de T'. Es importante sefialar que ¢ # 0, para que haya puntos
fijos en C (si hacemos ¢ = 0,d = a = 1,b # 0, obtenemos la transformacién T'(z) =
z+b (una traslacién), la cual no tiene puntos fijos en C). Se puede hacer la convencién
de que las transformaciones de la forma T'(z) = az + b tienen a co como punto fijo.

Encontremos los puntos fijos de T'(z) = z/(z + 1), para ello se tiene que resolver la

ecuacion
z

z—l—lz

z

de donde 22 = 0. Por lo tanto, el tinico punto fijo es z = 0.

3.2.13. Transforme de manera conforme el conjunto A ={z € C:|z—1| < 1} sobre
el conjunto B = {z € C: Rez > 1}.

Solucion. Sea T'(z) = z— 1, entonces T'(A) = D. Usando la transformacién de Cayley,
S(z) = z'_ZZ++11, tenemos que S(D) = H*; ahora apliquemos la rotacién R(z) = —iz,
la cual envia el semiplano superior en el semiplano derecho K. Finalmente, observe

que T‘l(z) = z+ 1, envia K en B. Luego, la transformacién

z . 2
—z+2 22—z

T'oRoSoT(z) =

transforma conformemente A en B.

3.2.14. Demuestre que las transformaciones conformes que mandan el disco unitario

abierto al interior de un poligono con vértices wi,...,wy, y a los puntos zi,..., 2,
en la circunferencia unitaria |z| = 1, a los puntos wy, ..., w,, respectivamente, estan
dadas por

Fo) =a| [ a4

donde las a; son como en la férmula de Schwarz-Christoffel.

Solucion. Por (vi) en la lista de transformaciones conformes mds comunes, podemos
transformar al disco unitario en el semiplano superior con la transformacién g(z) =
—i;—ﬂ; sean g; = g(z;), de aqui, por la férmula de Schwarz-Christoffel, con zp = 0 > 1,

ya que el 0 se puede conectar por medio de radios o segmentos de radios a cualquier
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punto en el disco unitario y ademds ¢ se puede conectar con cualquier punto del
semiplano superior, tenemos que

9(2)
f(z)=a [/ (C—g)™ " ... (C = gn)"mdC| + .

3.2.15. Verifique la parte (iz) de la lista de transformaciones conformes comunes.

Solucién. Para verificar (iz), tendremos que probar que la transformacién T'(z) =
z 4 1/z envia de forma biyectiva el semiplano superior, sin la parte del disco unitario
cerrado, en el semiplano superior.

Se tiene que mostrar que T': Ht \ D — H* de forma biyectiva. Primero veamos que
si Im(z) > 0, entonces ImT'(z) > 0,

() m(z)(eP - 1)
2i (2) |22 | 2|2

lo cual siempre es mayor que 0, ya que |z| > 1.

Para ver que es inyectiva, sean 21,22 € HT \ D, supongamos que T(z1) = T(z2),
21—2

asi z1 + % = 29 + % y se sigue que z; — 2o = Tz; que es equivalente a (21 —

29) (1 — 21122) =0, por lo tanto z; = 29 0 2122 = 1, pero esto ultimo no puede pasar,

ya que |z1| > 1y |z2] > 1, de donde z; = 2.

Para la sobreyectividad, sea w € H* y consideremos la ecuacién T'(z) = w, esto es
z—i—% = w. Resolviendo la ecuacién 22 —zw+1 = 0, sean ;1 y 72 |a raices de la ecuacién
cuadrdtica, sabemos que 7173 = 1, lo cual solo sucede si una de estas raices esta en
el interior del disco unitario, y otra fuera. Esto ultimo implica la sobreyectividad, por
lo que concluimos que T'(H* \ D) = H*.

3.2.16. Verifique, a partir de la férmula de Schwarz-Christoffel, que z — sen™'z es

una transformacién conforme del semiplano superior en la regién {z € C : Imz >
0Oy —7/2 < Rez < 7m/2}.

Solucién. Primero observemos que la derivada de la funcién sen™'z es \/11_7 Para
ver lo anterior hagamos 0 = sen~1z, de donde sen 6 = z, luego cos 0df = dz, es decir,

cosf ~ /1—sen20 = 1—22°
Para usar la férmula de Schwarz-Christoffel, consideremos dos puntos en el eje real,
x1 = —1, xo = 1, y angulos rectos para ambos puntos, luego para zy fijo en el

do = dz dz dz
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semiplano superior y para cualquier z ahi mismo, se tiene que

fz) = a(/:<<+1>‘1/2<<—1>—1/2d<>+b

0
z dC

a — | +b
20 /1 —¢2
Ly —sen7lz) +b

= a(sen”
es una transformacién que envia el semiplano superior al interior de un poligono con
tres lados, con dos dngulos rectos y tal que f(oo0) = oc.
Ya que a y b son constantes que se pueden ajustar, al tomar ¢ = 1y b = sen"!z,
se tiene que f(z) = sen~!z envia el semiplano superior en {z:Imz >0y — /2 <
Rez < m/2}, de manera conforme.

3.2.17. Suponga que Cy y Cs son dos circunferencias tangentes, con C5 en el interior
de C7. Muestre que se pueden colocar un numero infinito de circunferencias en la
regién comprendida entre C7 y Cy y cada una tangente a la siguiente. Muestre que
los puntos de tangencia de cada circunferencia con la siguiente estdn en un misma
circunferencia.

Solucion. Por el ejercicio 33 de la seccién 5.2 de [8], podemos considerar sin pérdida
de generalidada C; ={2€C : |z—1|=1}yaCy={2€C : |z—2| =2}. El drea
a rellenar con circunferencias, se puede transformar en la banda B={z € C |1 <
Re(z) < 2}, con la transformacién f(z) = 4/z, luego podemos definir circunferencias
delaforma S, ={z€C : |z— % +in| = %} con n € Z, los cuales se pueden colocar
en la banda B. Ahora bien, por ser f una transformacién fraccional lineal, transforma
circunferencias o rectas en circunferencias o rectas y preserva angulos, como las cir-
cunferencias 5, son tangentes entre ellas y también tangentes a las rectas que definen
a la banda B, entonces f~1(S,,) serdn todas circunferencias tangentes entre ellas y
también tangentes a las circunferencias C7 y Cs en la region deseada, y asi se muestra
la primera parte.

Los puntos de tangencia de las circunferencias S,, estan siempre en la recta Re(z) = %
y como f~! manda rectas en circunferencias, todos los puntos de tangencia de las
f7Y(S,) estardn también en una misma circunferencia.

3.2.18. Sea f(z) = a(z — b)/(z — d). Muestra lo siguiente.

a) Las circunferencias que pasan por los puntos b y d son transformadas en lineas
rectas que pasan por el origen.

b) Las circunferencias de Apolonio, con ecuacién |j%g = ﬁ son transformadas en
circunferencias centradas en 0 y radio r.
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Figura 3.2: La imagen de la funcién 4.

I3

c¢) Bosqueje y verifique que estas circunferencias tanto como sus imagenes se intersecan
ortogonalmente.

Solucién. a) Para circunferencias que pasan a través de by d, al aplicar la transforma-
cion del problema, tenemos

y f(d) = oo. Asi, las imdgenes de circunferencias que pasan por b y d, son circunfe-
rencias que pasan por el 0y el co, es decir, son lineas rectas que pasan por el origen.

b) Consideremos el médulo de la funcién f para ver como transforma la funcién f a
las circunferencias de Apolonio,

rl=|o(3=5)| =1

Por lo tanto, |f(z)| = r, esto afirma, que las circunferencias de Apolonio son trans-
formadas en circunferencias de radio r, centradas en el origen.

z —

b —\a!L—r
7= =7

z- lal

c¢) Para verificar que sus imdgenes se intersecan ortogonalmente es claro, ya que las
circunferencias en a) son transformadas en rectas que pasan por el origen, y las circun-
ferencias en b) son transformadas en circunferencias centradas en el origen, entonces,
una recta y una circunferencia centrada en el origen, siempre se intersecan ortogonal-
mente.
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Figura 3.3: La imagen bajo f de circunferencias que pasan por dos puntos fijos
byd.

Figura 3.4: La imagen bajo f de las circunferencias de Apolonio.

3.3.

Aplicaciones de transformaciones conformes
a la fisica

En esta seccién se veran aplicaciones de las dos secciones anteriores, 3.1 y 3.2, a
problemas de conduccién de calor, de potencial eléctrico y de hidrodindmica.

Los problemas de Dirichlet y de Neumann

Recordemos que una funcién u(z,y) : G — R es armdnica en una regién G si satisface
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la ecuacion de Laplace en A, esto es, para toda z en (G se tiene que

0u(z)  0%u(z)
V2u(z) = 522 + By =0.

Para los problemas de fisica, usualmente se afiaden condiciones en la frontera.

Al problema de encontrar una funcién arménica u, con du/On especificada en la
frontera, se le conoce como problema de Neumann. Un detalle importante a tomar en
cuenta, es que no podemos especificar & = Ju/dn arbitrariamente, ya que se puede

mostrar que siempre se cumple que
ou
[z~
o mn

donde v es la frontera de G. Cabe anadir que la solucién al problema de Neumann en
una regién acotada y simplemente conexa es (nica salvo por suma de constantes.

El problema de Dirichlet habla de encontrar una funcién arménica en una regién A
cuyos valores estén especificados en la frontera de G (véase el apartado del problema
de Dirichlet para el disco y la férmula de Poisson en la seccién 2.5 de [8]).

El método de solucién para ambos problemas es el siguiente. Consideremos el semiplano
superior y el problema de encontrar una funcién armédnica que tenga los siguientes

valores en la frontera: ¢y en (—o0,x1), ¢1 en (x1,x2), ... y ¢, en (x,,00), donde
r1 < x9 < ... < Ty, son puntos en el eje real. La solucién estd dada por
1
u(z,y) = cp + ;[(Cn—l —Cn)0n + -+ (co — c1)b1], (3.1)

donde 6; es el angulo que hace el segmento de recta que une a (x,y) con (z;,0) en
C, con el segmento (z;,¢;).

Conduccidn de calor

Un ejemplo sobre la conduccidn de calor, que estd relacionado con las ideas anteriores,
es considerar una regiéon bidimensional con temperatura T fija, por ejemplo, fijandola
en las paredes (digamos con un dispositivo de calefaccién o enfriamiento) o aisldndolas
(este dltimo caso quiere decir que la temperatura no fluye a través de la frontera), y
de ser el caso, entonces 1" es arménica.

Potencial eléctrico
Se sabe que si un potencial eléctrico ® estd determinado por cargas eléctricas estaticas,
entonces ¢ satisface la ecuacidén de Laplace, es decir, es armdnica, y junto con su
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conjugada ¥ cumplen que las lineas de flujo (lineas donde ® es constante) y las lineas
equipotenciales (lineas donde W es constante) se intersectan ortogonalmente.

Hidrodindamica

Dado un fluido viscoso e incomprensible, la aplicacién en esta seccién es analizar su
campo de velocidades V(x,y). Incomprensible quiere decir que div V' = 0, suponemos
también que V es de circulacién libre, y entonces su potencial de velocidad & cumple
que V = grad @, y por ende es arménica.

El conjugado ¥ de esta ¢ es llamada funcién de corriente, pues las lineas donde ¥ es
constante se interpretan como las lineas en las que se mueven las particulas del fluido.
En este caso, la condicidn sobre la frontera es que V' debe ser paralela a la frontera,
es decir, 9®/0n = 0, regresando asi al problema de Neumann, por lo que es natural
transformar la regién en el plano superior, y usar la solucién ®(z,y) = ax, con « real
y que representa la velocidad al infinito.

Ahora veamos los siguientes problemas.

3.3.1. Encuentre una férmula para determinar la temperatura en la regién ilustrada
en la figura 3.5. (Sugerencia: considere la funcién z — sen z.)

X T=0 T
Aislada

Figura 3.5: Regién considerada en problema 3.3.1.

Solucién. Por tener una porcién de la frontera donde 97/0n = 0 (aislada) y por
la sugerencia, transformemos la regién considerada en una semibanda con la funcién
sen~!(2). Por (xii) en la lista de transformaciones comunes, vemos que la regién se
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transforma en la banda 0 < Re(z) < § , Im(2z) > 0, y aqui, la semirecta Re(z) = 0,
Im(z) > 0 tiene temperatura 7" = 1, mientras que la semirecta Re(z) = 7, Im(z) > 0
tiene temperatura T' = 0, por lo que, tomando z = x + iy, por inspeccion, tenemos
que Ty(z,y) = 1 — —. Luego, nuestra respuesta es T'(z,y) = To(sen™'(z)) =
1 — 2Re(sen"'(2)).

Para encontrar Re(sen™!(z)) consideremos w = u + iv tal que w = sen~!(z), asf,
z = sen(w), es decir, z 4+ iy = sen(u + iv) = sen(u)cosh(v) + ¢cos(u)senh(v),
de donde obtenemos que la parte real y la parte imaginaria son x = sen(u)cosh(v),
y = cos(u)senh(v).

Ahora bien, de estas ecuaciones, tenemos que K = (z + 1)? + y? es igual a

K sen?(u)cosh? (v) 4 2sen(u)cosh(v) + 1 4 cos?(u)senh?(v)

)
sen?(u)cosh?(v) + 2sen(u)cosh(v) 4+ 1 + 11— Sen2(u)] senh?(v)

(u)
= sen?(u)cosh?(v) + 2sen(u)cosh(v) + 1 + senh?(v) — sen?(u)senh?(v)
= sen’(u) [coshz(u) - senh2(u)] + 2sen(u)cosh(v) + cosh?(v)
= sen’(u) + 2sen(u)cosh(v) 4 cosh?(v)

= [sen(u) + cosh(v)]?
y L= (x—1)?24y?esigual a
L = sen?(u)cosh?(v) — 2sen(u)cosh(v) + 1 + cos?(u)senh?(v)
= sen®(u)cosh?(v) — 2sen(u)cosh(v) + 1 + [1 — sen®(u)] senh?(v)
= sen?(u)cosh?(v) — 2sen(u)cosh(v) + 1 + senh?(v) — sen?(u)senh?(v)
= sen’(u) [coshz(u) - Senh2(u)] — 2sen(u)cosh(v) + cosh?(v)
= (u)

2

sen?(u) — 2sen(u)cosh(v) 4 cosh?(v)

= [sen(u) — cosh(v)]?.
De donde obtenemos que
sen(u) + cosh(v) = v/(z +1)2 + 32, sen(u) — cosh(v) = \/(z — 1)2 + y2.
Sumando estas lltimas 2 identidades, se obtiene que
sen(u) = /(o + D2+ 42 + /(@ — 2+ 472

Por tiltimo, despejando u = Re(sen™'(z)), se tiene que
1
w=sent [V DR+ ).

Concluimos que la temperatura en términos de x e y es

T(o,9) = 1= Zsen [/ F TP A+ V- P P)|.




96 Transformaciones Conformes

3.3.2. Encuentre el potencial eléctrico en la regién ilustrada en la figura 3.6.

p=0 o¢=1 =z

Figura 3.6: Encuentre ¢ para esta region.

Solucién. Usaremos el procedimiento general para resolver el problema de Dirichlet,
transformando la regién dada en la figura 2.6 en el semiplano superior. En este caso
podemos ocupar la transformacién z — z2. Ahora, de la férmula de la solucién al
problema de Dirichlet en el semiplano superior (3.1), tenemos que

$o(z,y) = c2 + %[(01 —¢2)02 + (co — ¢1)b1],

con ¢y = 1,¢1 = 0,c2 = 1, ya que la carga que va en la parte Re(z) < 0 es 1, la que
va en (0,1) es 0, y la correspodiente a 1 < Rez es igual a 1. Entonces

Gofw,y) =1+ = [=02+ 0y

=14+ %[—arg(z — 1) + arg(Z)]

1 1
:1+—tan_1<g>——tan_l< y >
s x s r—1

Por lo tanto, la solucién en la regién dada es ¢(z,y) = ¢o(f(x,y)), donde f(x,y) =

22 = 2% — y? + 22yi = (22 — %, 2zy), es decir

1 2 1 2
(z,y) =1+ —tan~! it L (P A
T 21

2 — 92 T 2 —y
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3.3.3. Suponga que una carga puntual de +1 se localiza en zy = 1—\;%’
ejes real positivo e imaginario positivo (las fronteras del primer cuadrante A = {z :
Re(z) > 0elm(z) > 0}) son conductores conectados a tierra, mantenidos a potencial
0. Encuentre el potencial en cualquier punto z # zg dentro de la regién A.

Solucién. Sabemos que la funcién u(z) = =log|z| es una funcién arménica que
representa el potencial en el disco unitario con carga puntual +1 en 0 y potencial 0
sobre la frontera del disco.

Sabemos que bajo 22, la regién A es enviada al semiplano superior H, y a su vez

y que los

H™, bajo la transformacién de Cayley, T(z) = ;—jrz es enviado al disco unitario con
. ., 2_, , . o
i — 0, por lo que la transformacién S(z) = §2+:. envia A en el disco unitario de forma

conforme y ademds, zg = 1—\;%2 — 0. De esta forma, la funcién buscada es

22—

22 4+

— log
T






Capitulo 4

Desarrollo adicional de la teoria

En este capitulo continuamos con el estudio de la teoria de las funciones analiticas,
donde las principales herramientas que usaremos son las series de Taylor y el teorema
del residuo.

4.1. Continuacion analitica

La motivacién principal de esta seccién es tratar de hacer el dominio de una funcién
analitica lo mds grande que sea posible, esto se conoce como continuacién analiti-
ca. Existen varios resultados acerca del tema, de los cuales aqui veremos dos de los
mds importantes: el teorema de identidad y el principio de reflexién de Schwarz. In-
vestigacion adicional en la teoria nos lleva al teorema de monodromia y al concepto
de superficie de Riemann. El primer resultado acerca de continuacién analitica es el
teorema de identidad.

Principio de continuacién analitica o teorema de identidad. [Capitulo 8, [9]]. Sean
f v g funciones analiticas en una regién G. Suponga que existe una sucesion zi, zo,
z3, ... de puntos distintos de G que converge a zy € G, tal que f(z,) = g(zn), para
todan=1,2,3,.... Entonces f = g en todo G.

La conclusién es vdlida, en particular, si f y g coinciden en alguna vecindad de algiin
punto de G.

El otro resultado importante acerca de continuacidn analitica es el siguiente.
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Principio de reflexion de Schwarz. [Capitulo IX, [3]]. Sea G una regidn en el semi-
plano superior cuya frontera, OG, intersecta al eje real en un intervalo [a,b] (o en la
unién finita de intervalos ajenos). Sea f analitica en G y continua en G U (a,b). Sea
G ={z: z2€ G}, la reflexién de G, y defina g en G como g(z) = f(2). Si ademds f
es real en (a,b), entonces, g es analitica y es la tnica continuacién analitica de f en

G U (a,b) UG.

Existen otros métodos de continuacién analitica, por ejemplo por continuidad usando
el teorema de Morera, o usando series de potencias a lo largo de curvas. Esta dltima
técnica nos lleva a lo que se enuncia a continuacién.

Principio de monodromia. [Capitulo 8, [1]]. Sea G una regidén simplemente conexa
y sea zg € G. Sea f analitica en una vecindad de zy. Suponga que f puede ser
continuada analiticamente a lo largo de cualquier arco que une a zy con cualquier
otro punto z € (. Entonces, esta continuacion define una continuacion analitica
(univaluada) de f en G.

Analizando la continuacién analitica en regiones que no son simplemente conexas,
por ejemplo de funciones com log, nos lleva al concepto de superficie de Riemann,
introducido por Bernhard Riemann en 1851, ver capitulo IX en [3].

En los ejercicios a continuacién, se aplicaran algunos métodos de continuacién analitica
mencionados en esta seccidn.

4.1.1. Sea h(z) una funcién de variable real x € R. Suponga que h se puede escribir
o

como h(x) = E anz"™, la cual converge para todo x en el intervalo (—n,n) alrededor
n:(] . . . . .
de 0. Demuestre que h es la restriccidon de alguna funcién analitica en una vecindad

de 0.

[e.e]
Solucién. Supongase que h(x) = Zanw" es convergente en (—7,7), entonces la

n=0
sucesion {anz"} — 0, luego {|anz™|} — 0 para cada = € (—n, 7).

o0
Sea f(z) = Zanz”, veremos que para 0 < r < 7, la serie converge absolutamente
n=0

en el disco |z| < r. Sea s tal que r < s < 7, como |a,s"| estd acotada, digamos por
M, entonces

n
an2"] < lanlr™ = lanls™ (Z)" < Mq",
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o0
, o o . n
con ¢ = £ < 1. Luego por el criterio de comparacién se tiene que f(z) = g anz" es
n=0
absolutamente convergente en |z| < r. Como r < 7 es arbitrario, entonces se tiene
[e.e]

que f(z) = Zanz" es convergente en |z| < 7, luego es una funcién analitica que
n=0

extiende a h(x).

4.1.2. Sea f analitica y no idénticamente 0 en una regién G. Muestre que si f(z) =

0, entonces existe un entero k tal que f(z0) = f'(z) = --- = f& V() =0y

F®) () # 0.

Solucién. Sea zy € G, como f es analitica en G, tiene un desarrollo en serie de Taylor

alrededor de zp y como f(zg) = 0, se tiene que el desarrollo es

© rn)(,,
foy =S L)

|
= nl
. o . S (20)
Ahora bien, dado que f no es idénticamente 0 en GG, no todos los coeficientes —
n!
. o F® ()
son iguales a 0, sea k£ el menor entero positivo tal que —a # 0, lo cual es
equivalente a tener f(¥)(zy) # 0, de donde tenemos por hipétesis que f(zg) = 0y por
la definicién de & que, f'(z0) = f"(z0) = --- = f*D(z) = 0.

4.1.3. Formule el principio de reflexién de Schwarz para funciones arménicas.
Solucién. Sea G una regién en H* tal que G N R = [a,b]. Sea w una funcién
arménica en G U [a,b]. Sea G la reflexién de G como en el principio de reflexién de
Schwarz, entonces definimos w : G U [a,b] U G' — R, como la funcién w(z) = u(z) si
z€ GUla,b]; w(z) =u(z)siz €G.

Notemos que si z € G U [a,b], w es armdnica por ser igual a la funcién arménica w.
Ahora, si z = x + iy € G, entonces w(z) = u(x, —y), de donde es facil ver que

A%w O%w Pu Pu

Por lo tanto, w es una extensién de la funcién arménica u al conjunto G U [a,b] UG.

4.1.4. Discuta la superficie de Riemann para v22 — 1.

Solucién. Consideremos las siguientes funciones fi(z) = 22 — 1, fa(2) = V2 y la
composicién de éstas es f(z) = fa(fi1(z)) = V22 —1. Sea w € C, consideremos
—y/w,/w € C, fijando la rama principal de log; por otro lado, existen puntos dife-
rentes ., b, € C, tales que son la solucién de la ecuacién fi(z) = 22 — 1 = w, es
decir, a2, — 1 =w, b2, — 1 = w.
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Denotemos a S 7 como la superficie de Riemann de /z. Ahora, como S /; consiste
de dos copias del plano complejo, unidos por el origen, entonces a a,, lo podemos
enviar a una de estas copias del plano, al punto w, y al punto b, lo enviamos a la
otra copia, al punto w’ = w. Posteriormente, la transformacién \/z, nos lleva esos dos
puntos a una sola copia de C, de hecho a los puntos —/w, vw. Asi f(ay) = Vw,
f(bw) = —y/w. Por lo tanto la superficie de Riemann para v/22 — 1 es una sola hoja,
es decir el plano complejo.

4.1.5. Discuta la relacién entre la proposicién 2.2.6. en [8] y el principio de mono-
dromia.

Solucién.

Proposiciéon 2.2.6. Sea GG una regién simplemente conexa tal que 0 ¢ G. Entonces
existe una funcién analitica F'(z), unica bajo la adicién de miiltiplos de 27i, tal que
eF'®) = 2.

Sea zp un punto en G, por ser G abierto, existe un r > 0 pequefio tal que D, (zy) =
{z € C : |z — 2| < r} esta contenido en G. Por el mismo argumento de la demostra-
cién de la proposicién 2.2.6 en [8], existe una funcién analitica f(z) definida en D, (o)
tal que e/(*) = 2, para toda z in D, ().

Por el principio de monodromia podemos extender f a todo GG, a una funcién analitica
y univaluada F que satisface que ¢/'(*) = z, para todo z en G.

4.1.6. Muestre que si f es una transformacién analitica, uno a uno y sobre de {z €
C:ri <|z| <R} en{z € C:ry<|z] < Ry}, el cual se extiende a una funcién
continua, uno a unoy sobre de {z € C: 7 < |z| < Ri}en {z € C:ry <|z] < Ra},
entonces Ry /r1 = Ry/ra. De una descripcién de tales funciones.
Solucién. Por el ejercicio resuelto 6.1.14 en [8], acerca de transformaciones conformes
entre anillos, tenemos quesi0 <r<1ly0< R<1lyg: A, — Ag es una funcién
biyectiva analitica, donde A; = {z € C: j < |z| < 1}, para j =r, R, la cual se puede
extender de manera continua y biyectiva a las fronteras de los dos conjuntos, entonces
se concluye que r = R y que g solo puede ser de dos tipos

g(z) =€z o g(z) =re?/z.
Para nuestro problema, consideremos las funciones g1(z) = z/R1 y g2(2) = z/Ra,
yseag: A, g — AR, dada por g = go o fogl_l, la cual cumple todas las
condiciones del ejercicio resuelto. Luego, se tiene entonces que 71 /Ry = r2/ Ry y que

92) =2 o g(z)= ez,
Ry
de donde

flz) = g—iewz o f(z) = Ryrie?/z.
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4.2. EIl teorema de Rouché y el principio del ar-
gumento

En esta seccién se presentan algunas propiedades de las funciones analiticas que nos
permitirdn, entre otras cosas, localizar raices de ecuaciones dentro de ciertas curvas
cerradas. La herramienta principal serd el teorema del residuo.

Empezamos con un resultado que nos permite contar las raices de una ecuacién en el
interior de una curva cerrada.

Teorema del conteo de raices y polos. [Capitulo 13, [9]]. Sea f una funcidn analitica
en una region G excepto para los polos by, b, ..., b,, y con ceros en ay, as, ..., ay,
contados con su multiplicidad (esto es, si b; es un polo de orden k, b; aparece en la
lista k veces y similarmente para los ceros a;). Sea vy una curva cerrada homotdpica a
un punto en G y que no pasa através de ninguno de los puntos a; o b;. Entonces

/ f/(z)dz = 2mi ZI(%aj) — Z[(%bi)
1 f(2) j=1 i=1

Cuando en la férmula anterior la curva es cerrada simple se obtiene la identidad sim-
plificada

f'(z) ,

dz =2mi(Z; — Py),
A f(z) e

donde Z; es el niimero de ceros de f dentro de vy Py es el niimero de polos de f

dentro de ~, cada uno contado con sus multiplicidad.

Una consecuencia (til del teorema de conteo de raices y polos es el Principio del
argumento. Para enunciarlo, necesitamos la siguiente definicién.

Definicion 4.2.1 Sea f una funcién analitica en una region G y sea v una curva
cerrada en G, homotdpica a un punto en G y sin pasar por ningtin cero de f. Entonces,
definimos el cambio de argumento de f(z), conforme z se mueve sobre todo las curva
v, como

Ayargf=2m-I(fo~,0).

Ahora si podemos enunciar el principio del argumento.
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Principio del argumento. [Capitulo V, [3]]. Sea f una funcién analitica en una region
G excepto para los polos by, bs, ..., b, v tal que f tiene ceros en a1, a3, ..., Gy,
contados con su multiplicidad. Si v es una curva cerrada homotdpica a un punto en
G y que no pasa através de ninguno de los puntos a; o b;, entonces

m

Ajargf =2m Zl(fy, aj) — ZI(’Y, bi)

j=1 i=1

Resaltamos la siguiente coneccién entre los dos resultados anteriores:

L j];((zz)) dz = iAarg f.

Una consecuencia del principio del argumento es el siguiente resultado que tiene varias
aplicaciones que se veran en el resto del capitulo.

Teorema de Rouché. [Capitulo 13, [9]]. Sean f y g funciones analiticas en una region
G excepto para un niimero finito de ceros y polos en G. Sea ~ una curva cerrada en
G homotdpica a un punto y que no pasa a través de ningtin cero o polo de f o g.
Suponga que en vy

[f(z) —9(2)| <|f(2)I.

Entonces

(1) Ayargf = A argy;

n
(it) Zy— Py = Zy— Py, donde Zy = ZI(’y,aj), y aj son los ceros de f, contados
j=1
con su multiplicidad, y Py, Z,, P, estan definidos similarmente.

Una de las aplicaciones del teorema de Rouché es el siguiente resultado.

Teorema de Hurwitz. [Capitulo VII, [3]]. Sea f,, una sucesion de funciones analiticas
en una region GG, que converge uniformemente a f en cualquier disco cerrado en G. Si
ademds f no es idénticamente cero y zy € G es tal que existe una sucesion {z,} con
limy, 002, = 2o y tal que para alguna N € N y paran > N, f,(z,) = 0, entonces
f(20) =0 (es decir, si zy es el limite de ceros de las funciones f,, entonces z, es cero

de f).

Como una consecuencia del teorema de Hurwitz, se tiene que el siguiente resultado.
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Corolario 4.2.2 Sea f,, una sucesion de funciones analiticas en una regién G, la cual
converge uniformemente a f en los discos cerrados en G. Si cada f, es inyectiva en
G y f no es constante, entonces f es inyectiva en G.

Otras de las aplicaciones del teorema de Rouché nos permite mostrar las siguientes
propiedades de las funciones analiticas inyectivas.

Proposicion 4.2.3 Si f : G — C es analitica e inyectiva localmente en una region G,
entonces f'(z9) # 0 para toda zy € G. Se sigue, por el teorema de la funcidn inversa,
que f(G) es abierto. Si ademds f es inyectiva en G, entonces f~' es una funcién
analitica de f(G) en G.

Teorema de la funcién inyectiva. Sea f una funcion analitica en una region G y
sea y una curva cerrada homotdpica a un punto en G. Suponga que I(,z) =0 o
1. Defina el conjunto B = {z € G : I(v,z) # 0} (el interior de ~y). Si f es tal que
cada punto de f(B) tiene indice 1 con respecto a la curva 4 = f o+, entonces f es
inyectiva en B.

Veamos a continuacién aplicaciones a los resultados anteriores en los siguientes pro-
blemas.

4.2.1. ;Cudntos ceros tiene 2* — 52+ 1 en el anillo {z € C: 1 < |2| < 2}?

Solucién. Sea f(z) = 2* — 5z +1, la cual es una funcién analitica en todo C. Veamos
primero cudntos ceros tiene f dentro de Dy, el disco de radio 2 con centro en 0.
Consideremos la funcién g(z) = 2*, la cual tiene 4 ceros (contados con multiplicidad)
dentro de Dy, ademas

[f(2) = g(2)] = [ =5z + 1] < [b2[ +1 =11 < 16 = [2"] = |g(=)],

para puntos z en la frontera de Ds. Por el teorema de Rouché, concluimos que f tiene
sus 4 ceros dentro del disco Ds.

Ahora veamos cudntos ceros tiene f dentro del disco unitario. Para ellos consideremos
la funcién h(z) = —bz, la cual tiene un cero dentro del disco unitario. Ademas

f(2) =h(z)| = 2" + 1 < [ +1=2 <5 =] = 52| = |h(2)],

para puntos z en la frontera del disco unitario (de hecho la desigualdad anterior también
implica que f no tiene ceros sobre la frontera del disco unitario). Por el teorema de
Rouché, f tiene un cero dentro del disco unitario, por lo cual podemos concluir que f
tiene tres ceros en el anillo {z € C: 1 < |z| < 2}.



106 Desarrollo adicional de la teoria

4.2.2. Muestre que si p(z) = 2" 4+ a,,_12" "' 4 - - - +ag, entonces debe haber al menos
un punto z con |z| = 1y [p(z)| > 1. (Sugerencia: si [p(z)| < 1 en todo punto del
conjunto {z : |z| =1}, jcudntos ceros tiene a,_12" "1 +--- + ag?)

Solucién. Supongamos que p(z) = 2™ + a,_12""1 + -+ + ag cumple que |p(z)| < 1
en {z : |z| =1}

Recordemos que el polinomio a,_12""' + --- + ag tiene n — 1 ceros contados con
multiplicidades. Consideremos ¢(z) = p(z) — 2" y f(z) = —z", entonces para z con
|z| =1 se tiene que

l4(2) = f(2)] = Ip(2) = 2" + 2"| = [p(2)| <1 =f(2)].

Por lo que, tenemos las condiciones del teorema de Rouché, que muestra que ¢(z)
tiene n ceros en el interior de {z : |z| = 1} pero esto no puede suceder, ya que ¢(z)
tiene a lo mas n — 1 ceros. Por lo tanto debe haber al menos un punto z con |z] =1

y [p()] > 1.

4.2.3. Muestre que la ecuacién e* = 522 — 1 tiene tres soluciones en el disco unitario
D={zeC: |z <1}

Solucién. Sean f(z) = e* —523+1, g(z) = —523 41, entonces g tiene 3 raices. Vamos
a probar que f y g tienen el mismo nimero de raices en el disco unitario D.

Para esto, bastard mostrar que |f(z) — g(z)| < |g(2)|, para |z| = 1. Notemos que

F(2) = g(2)] = |e*| = € < e, si 2 = 2+ iy, pues || < || = 1.

También
lg(2)| = | =523 + 1] = |52 — 1| >5[z — 1 =4, pues |z| = 1.
Por lo tanto
[f(z) —g(z)] _ e
———2 < - <1, dedonde |f(z)—g(z)| <l|g(z)|, para |z] = 1;
l9(2)] 4
luego, como las raices de g(z) = —5z3 + 1 cumplen que 5|z> = 1, es decir |z| =

3%/5 < 1, entonces sus 3 raices estdn dentro del disco unitario, y por el teorema de

Rouché, f tiene el mismo nimero de raices dentro del disco unitario que g, es decir,
e? = 5z3 — 1 tiene tres soluciones en el disco unitario.

n ok
4.2.4. Sean g,(2) = Z % y Dr(0) el disco de radio R > 0 con centro en 0. Muestre

k=0
que para n suficientemente grande, g, no tiene ceros en Dg(0).

Solucién. Es claro que g, es la suma parcial de orden n de la serie de Taylor de la
funcién e?, por lo cual g, converge uniformemente a e* en cualquier disco cerrado en
el plano complejo. Ademas, se tiene que la funcidén exponencial nunca se anula.
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Si v es la frontera de Dg(0), como la funcién exponencial e* no se anula en C, y
particularmente en v no se anula, por el teorema de Hurwitz, se tiene que existe una
N(v) € N, tal que si n > N(v), entonces g,, tiene el mismo nimero de ceros que €*
dentro de Dr(0), es decir, ninguno, lo cual muestra la afirmacién del problema.

Segunda solucion. Sea e =min {|e*| : |z| = R}, como e* # 0, entonces ¢ > 0. Como
los polinomios g, (z) son los polinomios de Taylor de la funcién exponencial, estos
convergen uniformemente a e* en |z| < R; en particular existe N ndmero natural tal
que |gn(z) — €*| < |€?|, para toda z con |z| = Ry para toda n > N.

Por el teorema de Rouché g,(z) y €* tienen el mismo nimero de ceros en el disco
Dg(0), pero como e* nunca se anula, no hay ceros de g,(z) con |z| < R.

4.2.5. Proporcione los detalles de la siguiente demostracién del teorema de Rouché:
Bajo las hipétesis del teorema de Rouché, la funcién H(s,t) = sg(~(t))+(1—s)f(~(t))
es una homotopia de curvas cerradas entre las curvas fo~vyy govyen C\ 0. Se sigue
que I(fov,0) =I(go~,0). La conclusién del teorema de Rouché se sigue de esto y
del principio del argumento.

Solucién. Sea «y una curva cerrada homotdpica a un punto. Por la definicién del cambio
de argumento 4.2.1 para f y g, puesto que estas funciones no tienen polos en ~,
tenemos que

d
iargf = 2mi-1(for0) = [
foy #
. . dz
iAyargg =2mi-1(go~,0) = —

9oy
Como la funcién H(s,t) = sg(y(t))+(1—s)f(7(t)) es una homotopia entre las curvas
fovyygo, esto implica por el teorema de deformacién 2.3.12 en [8] que,

/ dz_/ dz
foy # goy %

de aqui se sigue que A,argf = A,argg, esto termina la parte (i) del teorema de
Rouché.

Para la parte (i), el principio del argumento nos dice que

Aargf =2 [Z I(y,a) =Y I(v, bj)} =27 (Z; — Py),
y andlogamente para A,argg, por lo que Zy — Py = Z4 — P,.

4.2.6. Proporcione los detalles de la siguiente demostracién del teorema de Rouché
(debida a Caratheodory). La funcién

(MO0,
F) Lxg<z>+<1—x>f<z>d

T 2mi
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es una funcién continua de A, para 0 < A < 1. Pero su valor es siempre un entero vy,
por lo tanto,
Zy—Pr=F0)=F(1)=2,- P,
Solucién. Sean f, g funciones analiticas en una regién A salvo en un nimero finito de
polos y tales que f y g tienen un ndmero finito de ceros. Sea «y una curva cerrada en
A homotdpica a un punto que no pase por ceros o polos de f o de g.
Consideremos la funcién h(z) = Ag(z) + (1 — X) f(z) que es una funcién de variables
zen Ay Xen [0,1], la cual es analitica en A (para cada A fija). Ademads, para z en 7y
y Aen [0,1], h no se anula. Como funcién de A\, A\g(z) + (1 — A\) f(2) es continua en
[0,1], para cualquier z.
La funcién de (z, A)
W(z) _Ag(z) + (1 —-Nf(2)
h(z)  Aglz) + (1= N)f(2)
es continua en 7y x [0, 1], por lo que esta bien definida la integral
/ !/
2mi J, Ag(z) + (1 =N f(2)

que por el teorema de conteo de raices y polos es igual a Zp(y) — Pr(y)-
Pero F'(\) es una funcién continua en un conjunto conexo [0, 1] que toma valores

enteros, luego debe ser constante, en particular F(0) = 2m fy f(z dz = Zy — Py

1 g'(2)

deberd ser igual a F'(1) = 5~ ” g(z)

Zy— P,

dz = Z4 — P, Io que garantiza que Z;y — Py =

4.2.7. a) Sea f : U — V analitica, inyectiva y sobre. Sea w € V y sea v una
circunferencia pequena con centro en zy € U. Utilice el ejercicio 11 de la seccién 6.2
en [8]!, para demostrar que

-1 _ i f'(2)2 .
fow) = 27i L f(z) —wd

para w suficientemente cerca de f(zp).
b) Explique el significado de
f/
2mi / fz

LCon las mismas hipétesis para f en el teorema del conteo de raices y polos, si k es analitica
en la regién G, entonces

fl(z)h(z)dz = 2mi Z I(v,a;) Z h(bi)I(v,bk)
) 2

i=1
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Solucién. a) Aplicamos el ejercicio 11, de la seccién 6.2 en [8], a la funcién f(z) —w
y con h(z) = z. Como f es analitica, no tiene polos y como f es biyectiva, se tiene
que la funcién f(z) — w solo tiene un tnico cero, a saber, z = f~(w). Luego, para
w cerca de f(zp) se tiene que

R / @2 () = £ w),

2mi ), f(z) —w
b) En general, si f es una funcién como en el teorema del conteo de raices y polos,
recordando que d%(log (f(z) —w)) = f{z)(i)w, entonces la expresion
1 /
g L [_F&) .
2mi J, f(z) —w

se puede ver igual a
Aylog (f(2) —w) = Aylog|f(2) — w| + iAarg(f(z) — w),

para 7y un fragmento de curva lo suficientemente corta para que f(y) sea un segmento
de curva contenida en un semiplano y asi poder definir una rama de logaritmo. En ge-
neral S es el nimero de soluciones de la ecuacién f(z) = w, es decir, en lugar de medir
el nimero de ceros, ahora mide cudntos puntos tomar el valor w. Para v una curva
cerrada, podemos hacer lo anterior a lo largo de partes cortas y sucesivas de la curva,
usando apropiadas elecciones de la rama de logaritmo. Cuando regresamos al punto
inicial, las contribuciones para A, log|f(z) — w| tendrdn que ser todas canceladas,
pues sabemos que la integral tiene que ser igual a iA arg(f(z) — w).
n

4.2.8. Suponga que g,,(2) = Z 1/(k:!zk) y sea ¢ > 0. Para n suficientemente grande,

k=0
itodos los ceros de g, estan en el disco D (0) de radio € y centro en 07
Solucion. Sea g(z) = €'/ la cual sabemos que es analitica en C\ {0}. Ademds, la
serie de Laurent de g esta dada por

=1
g(Z) = Z W7
k=0

donde la convergencia es absoluta fuera de cualquier disco con centro en 0 y de radio
g; y la convergencia es uniforme en anillos cerrados con centro en 0 y fuera de D.(0).
Ademis, notamos que las funciones g,,(z) son la sumas parciales de |a serie de Laurent
de g.

Si v es la frontera de D.(0), tenemos que  no pasa por ningin cero de g(z) ya que
esta funcién nunca se anula. En virtud del teorema de Hurwitz, se tiene que existe una



110 Desarrollo adicional de la teoria

N:(v) € N tal que si n > N.(7y), entonces g, tiene el mismo nimero de ceros que g
en C\ D.(0), que es ninguno, por lo tanto para n grande,

=1
n(2) =2 g
k=0

tiene todos sus ceros, si es que existen, en D.(0).

Segunda solucién. Sean
1 D 2k
pn(z) =9n <;> = Z Ha
k=0
desde luego w es cero de p, si % es cero de g,. Dado € > 0 al hacer R = % el
problema 4.2.4 garantiza que existe ng € N tal que para n > ng, no hay ceros de p,

en Dp(0), es decir, si w es cero de p,, entonces |w| > R, luego |1 < £ = ¢, por lo
que para n > ng los ceros de g, estan en el disco D.(0).

4.2.9. Localice los ceros del polinomio 24 — z+5 = 0.

Solucion. Sean g(z) = z*, f(z) = 2* — 2+ 5y h(z) = 5, asi tenemos que

1f(2) —g(2) = | =2 +5] < [2[ +5 < |g(2)],

si |z| = 2%/4, ya que |z|+5 = 234 +5 < 8 = |2%/4|* = |g(2)|. Dado que g no se anula
en ninguna circunferencia de radio positivo, la desigualdad anterior muestra que f no
se anula en circunferencias con radio mayor a 2%/4. El teorema de Rouché muestra
entonces, que las 4 raices de f estan dentro del disco cerrado |z| < 23/4.

De la misma manera, si |z| = 2'/4, entonces

1f(z) = h(2)| < |2|* + |2] < 2+ 21 <5 = [h(2)].

Dado que h no se anula nunca, la desigualdad anterior muestra que f no se anula en
circunferencias con radio menor a 2/4. El teorema de Rouché muestra entonces, que
las 4 raices de f estdn fuera del disco de radio 21/4.

De las ecuaciones de Vieta (ver [2]), sabemos también que todas las raices de f suman
0, por no tener coeficiente cibico, y el producto de las raices es 5; ademads, dado que
los coeficientes del polinomio f son reales, sabemos que las raices vienen dadas en
pares de complejos conjugados. Digamos que las raices son wy, Wy, wg y Ws, entonces
wy + Wy + wa + wg = 0.

Si hacemos wy; = x + iy y we = a + b, entonces la identidad anterior nos lleva a que
r = —a,yentonces y = /22 — (1/4)x y b= /22 + (1/4)x. Adem3s, |w1 |*|w2|? = 5,
con |wi|? = 222 — (1/42) y |we|? = 222 + (1/4x).

Por todo lo anterior, se puede concluir que hay una raiz en cada cuadrante de C,
dos de estas raices estdn sobre la misma circunferencia y las otras dos sobre otra
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circunferencia diferente a la anterior. Ademads, del anilisis realizado con el teorema de
Rouché, sabemos también que estdn en el anillo R = {z € C: 21/% < || < 2%/4},

4.2.10. Sea f analitica dentro y sobre |z| = R tal que f(0) # 0. Considere M = max
|f(2)] sobre |z| = R. Muestre que el niimero de ceros de f dentro de |z| = R/3 no
excede a

1 1 M
-log :
log2 = [£(0)]
Solucién. Sean z1, z3, ..., zp los ceros de f, contados con multiplicidades, dentro del
disco con frontera |z| = R/3, es decir, se tiene que demostrar la desigualdad
< 1 1 M
n < -log .
log2 = [£(0)]
f(z)

Consideremos la funcién h(z) = 0

Py sy b e la cual es analitica ya que z; son

ceros de fy f es analitica sobre y dentro del disco con frontera |z| = R. Acotemos la
funcién h para |z| = R. Notemos que si |z| = R, entonces |z — z;| > 2R, luego
@) M

(3R)" ~ (3R

Luego, por el teorema del médulo méximo, se tiene que

fO M

~allzl -zl T GRS

h(z)] <

|7(0)]

Por otro lado como |z;| < % es claro que

£(0)[3" M
“hn < R0)] € 5%y
(3R)
de donde 2™ < %, luego aplicando la funcién logaritmo real de ambos lados de la

desigualdad, se obtiene el resultado.

4.2.11. jCual es el disco més grande alrededor de zy = 0 sobre el cual la funcién

f(2) = 22 + 3z es inyectiva?

Solucién. Dado que f’(z) = 2z+3, el dnico punto donde la derivada se anula es —3/2,

mostraremos que f es inyectiva en el disco Dz(0) con centro en 0 y radio R = 3/2.

Suponga que z; = Re' 2z = Re'® estan en la circunferencia frontera del disco, con

0<6,¢ < 2. Si f(Re') = f(Re™), entonces se tiene la siguiente identidad
(Re™)? + 3(Re™) = (Re™)? + 3(Re™)

9 90 2y 9 ie 9o

4(6 e“?) = —e 5¢

Z(eiﬁ + eiqb)(eie _ eiqb) — _(eiqb _ ei@)’
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por lo que €/ — ¢ =0 0 ¢ 4 ¢® = —2. En cada caso nos queda que 6 = ¢. Hemos
mostrado entonces que la funcidn es inyectiva en la frontera del disco D3/5(0), por lo
tanto, por el teorema de la funcién inyectiva, podemos concluir que f es inyectiva en

Ds/5(0).

Segunda solucién. Sea f(z) = 2? + 3z, entonces se tiene que f(z) = f(w) si y solo si
22 + 3z = w? + 3w, de donde se obtiene que (z —w)(z +w+3) =00 que z —w = 0
0 z+w+ 3 =0. La funcién dejard de ser inyectiva cuando existan z, w con z # w y
z+w+3=0.

Ahora si z esta en el disco D, (0) = {z € C : |z| < r}, la funcién w = —z — 3, lo
transforma en el disco D,.(—3), los dos discos son ajenos si r < % Sir> % entonces
z = —% +eyw= —% — € estdn en el disco D,(0), para algunae >0y z+w+3 =0,
por lo que f(z) = f(w) y entonces f deja de ser inyectiva.

4.2.12. Sea f analitica en C y sea |f(2)| < 51/]2| para toda |z| > 1. Demuestre que
f es constante.

Solucién. Como f es analitica en C, tiene serie de Taylor alrededor de z = 0 que
converge en todo el plano complejo

flz) = Zanz", donde a,, = fT(!O), para toda n > 0.

n=0

Por la férmula integral de Cauchy, con v = Re, R > 1, t € [0,27], se tiene que

fO0) 1)

n! 2w 7z"“

1 2T
el =5 |
27 0

21 21
1 5\/§Rdt 1 5 / gt — 5
0

> % 0 Rn+1 = % ’ Rn_%

de donde

_ Mot f(Re')
] = /

(Reit)n-i-l

f(z)

Zn—i—l

liRe'dt|

Rz
Asi pues, paran > 1
(0 5
lan| = f(0) < _
n! R 2

como R puede ser arbitrariamente grande, el coeficiente a,, se anula para n > 1, por
lo que f(z) = ayp, es decir, la funcién f es constante.
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4.3. Propiedades de las funciones analiticas co-
mo transformaciones

En esta seccion se estudian propiedades locales de las funciones analiticas, con las
cuales se pueden dar demostraciones adicionales del teorema de la funcién inversa, del
teorema del médulo maximo y del teorema de la transformacién abierta.

A grandes rasgos, el resultado principal de la seccidn es que si f es una funcién analitica
en zy, donde f(zp) = wy con multiplicidad k, en el sentido de que f(z) — wy tiene un
cero de orden k en zg, entonces f es una funcién k£ a uno en una vecindad de zj.

Teorema de la forma local de una transformacion. [Capitulo 6, [8]]. Sea f una
funcién analitica no constante en una region G y sea zy € G. Suponga que f(z) — wy
tiene un cero de orden k > 1 en zy. Entonces existe una n > 0 tal que para toda
e € (0,n], existe una § > 0 tal que si |lw — wgy| < J, entonces f(z) — w tiene
exactamente k raices (contadas con sus multiplicidades) en el disco |z — zy| < €. En
efecto, existe una A > 0 (probablemente menor que n) tal que para toda ¢ € (0, \],
existe una § > 0 tal que si 0 < |w —wy| < J, entonces f(z) — w tiene exactamente k
raices distintas en el disco 0 < |z — zp| < €.

Veamos algunas aplicaciones de este resultado.

4.3.1. ;Cudl es el disco mas grande alrededor de zyp = 1 en el cual f(z) = €® es
inyectiva?

Solucién. Dado que f'(1) = e # 0, por el teorema de la funcién inversa (ver por
ejemplo [8]), existe un disco Dy alrededor de zp = 1 en el cual f es inyectiva. Ahora
bien, sabemos que e* = €*t2™ para toda n € Z, asi, las partes imaginaria de dos
puntos z1, 2z € Dy, no deben diferir en mas de 27, esto quiere decir que |21 — 22| < 2,
y como z1 Yy z9 son arbitrarios, se pueden elegir lo mas alejados dentro del disco, es
decir, el didmetro de Dy es 2w, y por lo tanto su radio es 7, por lo tanto, Dy =
D(1)={z€C:|z—1| <7}

Para ver que es el disco mds grande, basta revisar la demostracién de que f es inyectiva
ahi. Sean 21,29 € D (1), tales que f(21) = f(22), es decir e*1 = 2 & 1722 = 1 &
21 — 29 = 2mki, con k € 7, pero como |z1 — z2| < 27, entonces k = 0, y por lo tanto
21 = 23, es decir, f es inyectiva en D, (1).

Segunda solucién. Sabemos que e* = e¥ si y solo si z = w + 2wk, para algun

nimero entero k, lo que lleva a que e? es inyectiva en bandas horizontales de la forma
B, ={2z € C : a< Imz < a-+2r}. El disco abierto mas grande con centro en
29 = 1 que se puede meter en una de tales bandas es de radio , y tal disco D, (1)
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estd contenidoen B, ={z€C : —7 < Imz < 7}.

4.3.2. jCual es el mayor disco centrado en zy = 1 en el cual la funcién f(z) = 22 es

inyectiva?

Solucién. Sean f(z) = 23 , zo = wo = 1y g(z) = f(2) —wg = 2> — 1. Los ceros de
23 — 1 son 1,e%™/3 ¢47i/3 | de éstos, solo uno pertenece a Dy (1) = {z: |z — 1| < 1},
queesel 1. f/(z) = 322 = 0 solo tiene al 0 como solucién y no esta en D. Sin embargo,
no podemos concluir que f es inyectiva en este disco, y en efecto no lo es, ya que
f(re'™/3) = f(re="/3) = —r3, para r suficientemente pequefia. Sin embargo vamos a
mostrar que la funcién serd inyectiva en cualquier disco centrado en 1, que pertenezca
al sector angular limitado por dos rectas que pasan por el origen y que hacen dngulos
de +60° con el semieje real positivo.

Siz = 116", 25 = roe’® estan en el disco de radio r alrededor de 1, con 0 < r < v/3/2,
entonces —7/3 < 6, ¢ < /3. Supongamos f(ri1e) = f(rqei?) = 2} = 23, entonces
r =1y y ¥ = 39 de donde ¢3(?=%) = 1, esta dltima ecuacién se da si y solo
si 3(0 — ¢) = 27n, pero por la restriccion de los dngulos esto no sucede dado que
0 — ¢ < 271/3, luego 3(6 — ¢) < 27, por lo tanto n = 0, por lo que § = ¢. Hemos
probado que la funcién es inyectiva en cualquier disco D,.(1), con 0 < r < /3/2.
Finalmente, podemos concluir entonces que el disco abierto mds grande donde f es
inyectiva es Dg(1), con R = v/3/2.

4.3.3. Sea u : G — R arménica y no constante en una regién G. Demuestre que u es
una transformacién abierta.

Solucion. Sea U C G un conjunto abierto, se tiene que demostrar que u(U) es un
conjunto abierto en R. Sea s € u(U), entonces veremos que existe ¢ > 0, tal que
(s —e€,s+¢€) Cu(U). Sea zy € U tal que u(zp) = s. Por ser U abierto y u arménica
en U, se tiene que existen r > 0y f : D,(z9) — C una funcién analitica, tales que
D, (20) CU y f =u+iv, es decir, u =Ref(z) en D, (zp).

Por ser f una funcién analitica, se tiene que es abierta, es decir, si hacemos p = /2,
entonces f(ID,(zp)) es un conjunto abierto que contiene a f(zp). Es decir, existe € > 0
tal que De(f(20)) C f(Dp(20)).

Ahora, recuerde que la funcién 7, : R? — R, la proyeccién en la primera variable, es
decir, m,(x,y) = x, es una funcién abierta. De donde, 7, (Dc(f(20))) = (s—€,s+€) C
u(U).

4.3.4. Sea f una funcién entera con la propiedad de que si B C C es cualquier
conjunto acotado, entonces f~!(B) es acotado (o tal vez vacio). Muestre que para
toda w € C, existe z € C tal que f(z) = w. Aplique este resultado a los polinomios
para deducir otra demostracién del teorema fundamental del algebra.

Solucién. Hay que mostrar que f(C) = C, y para esto basta probar que f(C) es abierto
y cerrado. Por ser f entera, también es abierta, por lo que f(C) es abierto.
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Para probar que f(C) es cerrado, consideremos la definicién de cerrado por sucesiones,
entonces sea {z,} una sucesién en f(C) tal que z, — w € C, el problema se reduce
a mostrar que w € f(C).

Sea B = {z, : n € N} U{w}, entonces B es un conjunto acotado, y por la hipdtesis
del problema f~1(B) también lo es, luego, K := f~1(B) es cerrado y acotado, por lo
que es compacto.

Ahora bien, consideremos los puntos w, := f~!(z,) € K, por ser K compacto,
existe un subsucesién {w,, } que converge a alguna ¢t € K. Luego, tenemos que
Zn, = f(wp,) — f(t), pero la sucesién {z,} converge a w, y por ser f continua
tenemos que f(¢t) = w, por la unicidad del limite de una sucesién, y por lo tanto,
w € f(C). De esta forma f(C) es cerrado, y por lo tanto, f(C) = C, de donde, para
cada w € C existe z € C, tal que f(z) = w.

Para la segunda parte del problema, primero mostremos que cualquier polinomio p
cumple que si B es acotado, entonces p~!(B) es acotado. Procedamos por contradic-
cién.

Supongamos que p~!(B) no es acotado, es decir, existe una sucesién de puntos {2}
en p~1(B), tal que zz — oco. Ahora bien, por ser p un polinomio, sabemos que
lim p(z) = oo, por lo que dado M > 0, existe K > 0 tal que |z| > K implica que

Z—00

Ip(z)| > M. Como z — oo, eventualmente |z,,| > K, de donde |p(z)| > M. Ahora
solo consideremos M suficientemente grande tal que |z| < M, para toda z € B, para
llegar a una contradiccion.

Usando la primera parte del problema, tenemos que para un polinomio p(z) de grado
n, para z = 0 existe zg € C tal que p(zp) = 0, lo que concluye la desmotracién.

4.3.5. Considere el ejemplo resuelto 6.3.7 en [8] y tome el caso donde k = 4. Visualice
la transformacién local en tres pasos como sigue:

zt=(2—20)Vo(2), trs=t! sw=s+ f(x).

Bosqueje esta transformacion.

Solucion.

Ejemplo resuelto 6.3.7. Si f es una funcién analitica cerca de zy € U y si f(z)— f(20)
tiene un 0 de orden k en zy, 1 < k < oo, entonces existe una funcion analitica h(z)
tal que f(z) = f(z0) + (h(2))F, para z cerca de zy, y h es localmente inyectiva.

Para k = 4, sea g(z) = (2 — 20) v/ &(2), p(z 4y T(2) = 2+ f(z0), entonces
Topog(z) =T(p((z —20)v/¢(z ))) T((= - zo)4 #(2)) = f(20) + (2 — 20)'$(2), de
donde h(z) = g(z), ver figura 4.1.

4.3.6. Sea f(z Zan ™ una serie de potencias con radio de convergencia R. Su-
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Figura 4.1: Solucién del problema 4.3.5.

o
ponga que |aj| > Zn\an\r”_l, para alguna 0 < r < R. Muestre que f es inyectiva
n=2
en el conjunto D,.(0) = {z € C: |z| < r}, a menos de que f sea constante.
Solucién. Supongamos que f no es constante, por lo que mostremos que es inyectiva
en D,.(0). Sea |zp| < r, mostremos que la ecuacién f(z) = f(zg) solo tiene una Ulnica
solucién en D,.(0) lo que implicard que f es inyectiva en ese conjunto.
Sea g(z) = a1(z—2p), la cual es analitica en D,.(0), y solo tiene un cero en tal dominio.
Sea

o o o0 (o @]
hz) = f(2) = f(20) =D _anz" =D anzf = Y _anz" =Y anag,
n=0 n=0 n=1 n=1
luego

h(z) —g(z) = Z anz" — Zanzg.
n=2 n=2

[e.e]
Sea ¢(z) = g anz". Entonces por el teorema del valor medio se tiene que
n=2

h(2) — g(2)| = [d(2) — d(20)| < max [¢'(n)l|z — 2|,
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donde el maximo se toma sobre los puntos 7 en el segmento que une z con zy5. Como
zp € D,(0), si |z| = r, entonces |n| < 7.
Ahora, observe que

19" (n)] =

o0
2 : nannn—l
n=2

donde la desigualdad estricta se debe a que |n| < r. Por lo tanto

(o]
< Zn!an\rn_l\ < |aq|,
n=2

[h(2) = g(2)] = |¢(2) — d(20)| < méx |¢'(n)l|z — 20| < |an]]z — 20| = |g(2)]

para |z| = r, de donde se tiene el resultado por el teorema de Rouché.






Capitulo 5

Métodos asintoticos

En este dltimo capitulo del libro se da una introduccién al estudio de funciones f(z)
alrededor de oo, es decir, se analizan algunos métodos asintdticos para funciones de
variable compleja. Nos enfocaremos en el estudio de los productos infinitos y al andlisis
de la funcién gamma.

5.1. Productos infinitos y la funcion gamma

Para estudiar la funcién gamma se necesita estudiar algunas propiedades bésicas de
los productos infinitos. Sea z1, 2o, ... una sucesién de niimeros complejos, deseamos
considerar el producto infinito

oo

[T +20) =@ +2)0+2) .

n=1

Se escribe 1 + z, porque si el producto converge, el término general (1 + z,,) se debe
aproximar a 1, esto es equivalente a que z, — 0.

[e.e]
Definicion 5.1.1 Se dice que el producto H(l + z,) converge si tinicamente un

n=1
ndmero finito de z, son iguales a —1, y si los productos finitos

TT O+ 20 = (04 zm) -+ (1+ 20),

k=m
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donde z, # —1 para k > m, convergen cuando n — 0o, a un nimero distinto de cero.

Con respecto a la convergencia de productos infinitos, se tienen los siguientes resulta-
dos.

Teorema 5.1.2 (Teorema de convergencia) [Capitulo VII, [3]].

o

(i) Si H(l + z,) converge, entonces z, — 0.
n=1
(i9) Suponga que |z,| < 1, para todan = 1,2,..., de tal manera que z, # —1.
(o @] o

Entonces H(l + z,) converge si y solo si Z log (1 + z,) converge (estamos
n=1 n=1
usando la rama principal de logartimo).

[e.e] o0 [e.e]
(13i) H (14 |zn|) converge siz |z | converge. En este caso decimos que H (14 2y)
n=1 n=1 n=1

converge absolutamente.

[e.e] [ee]
(w) Si H(l + |zn|) converge, entonces H(l + z,) converge.
n=1 n=1

[e.e] [e.e]
(v) En particular si |z,| < 1 ysiz log (1 + z,,) converge a S, entonces H(l + zn)

n=1 n=1

converge a GS.

La definicién de producto infinito de funciones se da de forma similar.

Definicion 5.1.3 E/ producto
[T+ ful2))
n=1

se dice que converge uniformemente en B si, para algunam, f,(z) # —1 paran >m
n

y para toda z € B, si la sucesion P,(z) = H (14 fx(z)) converge uniformemente
k=m

en B a alguna funcién P(z) y si P(z) # 0 para toda z € B.

Usando el teorema de convergencia analitica (ver capitulo 3 en [8]), se sigue el siguiente
resultado.
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Teorema 5.1.4 (Analiticidad de productos infinitos) Suponga que f,(z) es una

sucesion de funciones analiticas en una region Gy que H (14 fn(2)) converge unifor-
n=1
memente a f(z) en cualquier disco cerrado en G. Entonces f(z) es analitica en G. Tal

o
convergencia uniforme se satisface si |f,(z)| < 1 paran > m y si Z log (1 + fn(2))

n=m

o0

converge uniformement, o si g | fn(2)| converge uniformemente, en discos cerrados
n=1

en ambos casos.

El siguiente teorema construye la funcién analitica mas general, con un conjunto dado
de ceros.

Teorema 5.1.5 (Teorema sobre productos canénicos) Sea ai, ag, ... una suce-
sién de nimeros complejos distintos de cero (posiblemente finita y con elementos no
necesariamente distintos) tal que

S
n=1 |an|2 '

Entonces, si g(z) es cualquier funcion entera, la funcion

fz) = e9C)F ﬁ (1 - i) e*/on

a.
n=1 n

es entera. El producto converge uniformemente en los discos cerrados del plano, tiene
ceros en ai, as, ..., y tiene un cero de orden k en z = 0, pero no tiene otros ceros.
Mads atin, si f es cualquier funcién entera con estas propiedades, ésta puede ser escrita
en la misma forma. En particular, f es entera sin ceros si y solo si f tiene la forma
f(z) = e92) para alguna funcién entera g.

En el problema 5.1.5 se demostrard una versidn mas general de este teorema.
5.1.1. La funcién gamma

La funcién gamma entre otras cualidades da solucién a un problema de interpolacién
que ha sido estudiado desde finales del siglo XVIII. El problema es encontrar una
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funcién continua de variable real o compleja que coincida con la funcién factorial en
los enteros. Aqui daremos dos definiciones de la funcién gamma.

Definamos primero la funcién

6 =TI (1+2) e
n=1

la cual es entera con ceros simples en los enteros negativos —1, —2, —3, .... Ahora,
sea
=i 1+ 1 + L + + L I
7=t (g g —loen )

Definicion 5.1.6 La funcién gamma se define como

zeV* ﬁ (1 + %) e_z/”] h .

n=1

[(2) = (2¢7*G(2)) 7! =

Existen otras expresiones importantes para I'(z), por ejemplo como una integral, vélida
para z € C con Re (z) > 0 (ver capitulo VIl en [3]), la cual es

I'(z) = / t*~ e tdt,
0

o bien la férmula de Euler (ver capitulo 7 en [8]),

o= [(1+2) (1+2)7].

n=1

Veamos a continuacién varios problemas acerca de productos infinitos y acerca de la
funcién gamma.

5.1.1. Muestre que

1(-arm) s

n=2

Solucién. Notemos que los productos parciales del producto infinito son
ﬂ L2 _ILV[ n(n+1)—2 _ﬁ((n—i—Z)(n—l))
nin+1)) S5\ n(n+1) B oot n(n+1)

n=2
6 G- e

1 N+42

N

w
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Sabemos que si los productos parciales convergen cuando N — oo, el producto infinito
serd igual al limite anterior, esto es

ad 2 . N+4+2 1
II 1-—— )= lim — = =",
n(n+1) N—oo 3N 3

n=2

5.1.2. Complete la demostracién del teorema acerca de la analiticidad de productos
infinitos.

Solucién. Suponga que f,,(z) es una sucesién de funciones analiticas en una regién G
y que

10+ 2D
n=1

converge uniformemente a f(z) en cualquier disco cerrado en G. Entonces f(z) es
analitica en G. Tal convergencia uniforme se satisface si |f,(z)| < 1 paran > my si
Yon,1og[1 + fn(2)] converge uniformemente, o si > > |fn(2)| converge uniforme-
mente (en los discos cerrados en ambos casos).

Para verificar la validez de esto, uno debe comprobar que la demostracién del teore-
ma de convergencia para productos funciona para la convergencia uniforme. Es decir,
veamos la validez de los siguientes enunciados.

(i) Si T[>, (1+4 fn(2)) converge uniformemente, entonces f,,(z) — 0 uniformemente.
(74) Suponga que |f,(2)| < 1 para toda n = 1,2,..., de tal manera que f,(z) #
—1. Entonces [[72,(1 + fun(2)) converge uniformemente si y solo si > > log(1 +
fn(2)) converge uniformemente. (log es la rama principal; |f,(z)| < 1 implica que
log (14 fn(2)) esta definido.)

(ii7) [1o21(1 + | fu(2)]) converge uniformemente si Y o, |f,(2)| converge uniforme-
mente. (En este caso decimos que [[77 (1 + fn(2)) converge uniformemente absolu-
tamente.)

(iv) Si [1,21(1 + |fn(2)|) converge uniformemente, entonces [[>2 (1 + fn(z)) con-
verge uniformemente.

Demostracién:

(¢) Podemos suponer que f,,(z) # —1, para toda n. Sea P, = [[}_,(1 + fx(2)); por
hipétesis, P,, — P uniformemente para alguna P # 0. Asi P,,/P,,—1 — 1 uniforme-
mente. Pero P,/P,—1 =1+ f,(z). En consecuencia, f,(z) — 0 uniformemente.

(ii) Sea Sp = > p_, log(1+ fx(2)) y sea P, = [[i_;(1+ fx(2)). Entonces P, = e°".
Es claro que si S,, converge uniformemente en compactos, entonces también P, con-
verge uniformemente en compactos, pues e® es uniformemente continua en cualquier
conjunto compacto K C C.

Reciprocamente, suponga que P, — P # 0 uniformemente en compactos. Para de-
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mostrar que .S, converge uniformemente, es suficiente mostrar que para n suficiente-
mente grande, toda S,, estd en una banda infinita de ancho 27 (en la cual e* tiene
una inversa continua).

No podemos escribir log >"p2 (1 + fx(2)) = log P, porque P, podria estar en el eje
real negativo. En vez de eso, para los fines de esta demostracién, vamos a escoger la ra-
ma del log tal que P esté en el dominio A de tal rama. Ahora P, — P uniformemente,
asi que P, € A, sin es grandey, por lo tanto, podemos escribir S,, = log P, +27i-ky,
para un entero k,. Asi

(kn—i-l - kn) - 2mi = Iog(l + fn-i—l(z)) - (Ioan-i-l - |Oan)'
Puesto que el lado derecho de la ecuacidn es imaginario puro,
(kns1 — kn) - 2mi = ilarg (1 + fny1(2)) — arg Py + arg BPy).

Por (i), fn+1(z) — 0 uniformemente y en consecuencia, arg (1+ f,+1(z)) — 0 unifor-
memente. También, arg P, — arg P vy, por lo tanto, k,+1 — k, — 0 uniformemente.
Ya que las k,, son enteros, deben ser iguales a un entero fijo k, para n grande. En
consecuencia, S, = log P, + k- 21, asi, conforme n — 00,5, =+ S =log P+ k- 2w
uniformemente.

(iii) Como Y7 (1 +|fn(2)|) converge uniformemente, en particular converge, y por
lo tanto [[72;(1 + |fn(2)]) también converge por el teorema de convergencia para
productos, inciso (7ii), entonces, para toda z € G y para toda n € N estdn definidas
las funciones R (z) := [],—,+1(1 + [fn(2)]) y tenemos que mostrar que la sucesién
{R}(2)} converge uniformemente hacia 1 en G

Para todo € > 0, existe § > 0 tal que 0 < e —1 < e. Porla convergencia uniforme
de la suma, existe ns € N tal que para toda n > ngs y para toda z € G, se verifica que

> hens1 | fr(2)] < 6. Usando que

[T+ -1 <exp ( >+ |fk(z)|)> -1
k=1

k=n+1

tenemos que para toda n > ngy z € G, se cumple

0< J] Q+1fe(2)l) =1 <exp (Z (1+\fk(z)])>—1<65—1<€

y pasando al limite cuando m — oo, se llega a que para todan > nsy z € G, se
verifica que 0 < R} (z) — 1 < ¢, y por lo tanto, R} (z) — 1 uniformemente sobre G.

(iv) Suponga que [[(1+|fn(z)|) converge uniformemente. Entonces, por (ii) se tiene
que > log (14 fn(z)) converge uniformemente. (Debemos empezar con términos tales



5.1 Productos infinitos y la funcién gamma 125

que se satisfagan las condiciones de (ii).) En efecto, el argumento en (iii) muestra que
> log (1 + fn(2)) converge uniformemente absolutamente y, por lo tanto, converge
uniformemente. Asi, por (ii), [[(1 4 |fn(2)|) converge uniformemente.

n3—1

()
n3+1) 3
n=2
= y factorizando se tiene

Solucién. Primero notemos que 1+ z, = 1 — n32+1 m
quend—1=(Mn—-1)n*+n+1)yn*+1=m+1)(n*-n+1).

Para mostrar la convergencia del producto infinito, se necesita mostrar la convergencia
de la serie

ni;log(l—l—zn Zlog( ) Zlog( "fZiB)

Recordando que

5.1.3. Muestre que

(n—1Dm*+n+1)\
log <(n+1)(n2 —n+1)> N

log (n — 1) —log (n + 1) 4 log (n* + n + 1) — log (n* — n + 1),

analicemos las sumas parciales de la serie por separado, considerando la primera dife-
rencia de los logaritmos y después la segunda diferencia.
Notemos que para k > 3, se tiene que

k
Z(log (n—1)—log(n+1)) =logl+log2 —logk —log (k+ 1),

n=2
mientras que, notando que (n + 1) — (n + 1) + 1 =n? 4+ n + 1, se tiene que

k
Z(log(n2+n+1)—log(nz—n—l—l)) = —log3+log (k* +k+1).

n=2

Entonces
k
Zlog(l +2,) = log2—logk —log (k+ 1) —log3 +log (k* + k + 1)

>+ k+1
= log2—log3+log<i>,

k2 +k

lo cual tiende a log (2/3), cuando k — oc.
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Como -
> log(1+ 2,) =1log (2/3) = S,
n=2
entonces
ad 2 s 2
l———— ) =¢e” =-.
g ( n3 + 1) © 73

o)
5.1.4. Muestre que H(l—i—zn) converge (suponiendo que z, # —1) si para todo
n=1

g > 0, existe una N tal que sin > N y paratodap=0,1,2,... se cumple que,
|1+ 2p) - (14 zp4p) — 1] <e.

(Sugerencia: use el criterio de Cauchy para sucesiones).

Solucién. Sea
n

an = H(l +Zn)

k=1
los productos parciales del producto infinito, luego

|antp —an| =1+ 21) - (L+2n) - (L4 2p4p) — (L 21) -+ (L + 20)],

entonces
|an+p — an

|an|

luego para n > N y para toda p=10,1,2,... se cumple que

= ‘(1 +Zn+1)"' (1 +Zn+p) - 1’7

lan+p — an| < €lag).

Mostremos que la sucesién a,, es acotada, como la ¢ es arbitraria, podemos tomar
e =1/2, luego existe N, tal que si n > N;

1
|1+ 20) - (1+ 2nap) — 1] < 2
para toda p =0,1,2,.... Definimos los siguientes productos parciales

n

Sp = H(l + 2N +i),
=0

luego So =1+ 2n,51 = (1 + 2n)(1 + zn41), etc., entonces por hipétesis

1

(A +2n)(d 4 2n41) - (L zagp) — 1 < 5,
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para toda p = 0,1,2,..., luego |S,| — 1 < |5, — 1] < % de aqui se tiene que
|Sp| < 3/2.

Si denotamos a (1+21)(1+22) -+ (14+2ny-1) por Ty, entonces a,, = T -S,— N para
n > N, de donde

3 3
lan| = |TN||Sn-nN]| < §|TN| =M,

donde |T| = M también estd acotado, por ser un producto finito fijo. Asi a,, es una
sucesion que estd acotada y que cumple que para todo € > 0, existe una N tal que
n > N implica que |aptp — an| < - %M para toda p=0,1,2,..., es decir, es una
sucesion de Cauchy, por lo tanto el producto infinito converge.

5.1.5. Sean aq,as,... puntos en C, con a; # 0, para toda 1, tal que

=1
> <
n=1 ’an’1+h ’

para un entero fijo h > 1. Muestre que la funcidén entera mas general que tiene ceros
en ai,asz,... y un cero de orden k en 0 es

f(z) = eg(z)zk H |:<1 _ ai) ez/an+(2/a7l)2/2+...+(z/an)h/h ‘
n=1 n

(Cada uno de los puntos a; debe ser repetido un nimero finito de veces.)
(Sugerencia: Demuestre el siguiente lema. Si 1+ w = (1 — a)ea+e’/2+-+a"/h pars
la] < 1, entonces |w| < |a|"*1/(1 — |a|).)

Solucién. Para cada R > 0, sea Ap = {z € C : |z] < R}, puesto que a, — o0,
Gnicamente un numero finito de a, estdn dentro de Ap, digamos a1,...,any_1. Por
lo tanto, para z € Ag, dnicamente un ndmero finito de términos (1 — ﬁ) se anulan.
Para efectuar la demostracién, mostremos el siguiente lema.

Lema. Si1+w = (1 — a)eate?/2++a"/h para |a| < 1, entonces

[w] < la]"*/(1 — la]).

Demostracion: El caso h = 1 es el lema 7.1.7. en [8]. Para h > 2, usando el desarrollo
en serie de potencias de Ej,(z) = (1 — 2)e*t="/2F+2"/h se tiene que

o o
En(2) = ER(0) + Z apz® =1+ Zakzk.
k=1 k=1

Si derivamos, tenemos que

(o]
Bh(z) =) kapz"
k=1
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por otro lado, usando la notacién exp(z) = €7, se tiene que

E, (z) = —exp <§h: Z—:> + (1 — z)exp <Z ) (Zz ) —

k=1 k=1

h 2k h 2\ 11— 20 h h 2k
—exp Z? + (1 — z)exp Z? T, = 7 exp Z? .
k=1 k=1 k=1

Luego, se observa que Ej (z) tiene un cero de orden hen z =0, y por lo tanto, a; = 0
para 1 < k < h. Para los demds coeficientes, analicemos la funcién

E;;SLZ) = —exp(p(2)),

Sk
donde p(z) = S F_, = es un polinomio con coeficientes positivos.

Usando el desarrollo en serie de potencias de la exponencial, tenemos que

o0
—exp(p Z

como p tenia coeficientes positivos, p(z)™ también los tiene, y por lo tanto, en la

expansion
o
—exp(p E

los b,, > 0, pero habiamos visto que

—exp(p g naz""

asi que igualando los coeficientes, obtenemos que (n+ h + 1)ay1p11 = —by, y por lo
tanto, a, < 0.
Ahora bien, evaluando en 1, tenemos que

0=Ep1 —1+Zan—1—2|an|

por lo que |a,| < 1. Para finalizar, si |z| < 1, usando esta Ultima igualdad

1 Bz ' Zakz S Jagllelt < oS ot =

k=h+1 k=0

n

’h+1

— [z’
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y con el cambio de variable a = z y w como en el problema, tenemos que
‘a’h-i-l

=1-F < .
’w’ ‘ h(a) = 1—‘&’

El siguiente paso es mostrar que la serie

an(’z) = Z |:<]. — ai> ez/a7l+(z/an)2/2+~~~+(z/an)h/h
n=1 n

n=1
converge uniformemente y absolutamente en Ay /. Esto mostrard que

2 s -y
T2, | (1= =) ex/ant(z/an)?/244(z/an)’ /h] es entera por el teorema de analitici-
Gnp,

dad de productos infinitos.
En efecto, paran > N, | =] <1, si [2| < R/2, por el lema anterior, tenemos que

< . — . =
fon(2)] < 1—|zfan] = 1-1/2 Jant 1~ 20 Jan|h +1

h+1 h+1 h+1
2] _ (B/2) 1 R 1 v

Por suposicion, fozl M,, converge, y en consecuencia, por el criterio M de Weiers-
trass, > .-, wy(z) converge uniformemente y absolutamente, asi,

fl(Z) = zk H |:<1 — ai> ez/a7l+(2/an)2/2+...+(z/an)h/h:|
n=1 n

es entera. A partir de la definicidon del producto es claro que f; tiene el nimero de
ceros requeridos. Por lo tanto, la funcién €9 fi también los tiene. Luego, por el teorema
sobre productos canénicos, tenemos que la funcién entera mds general que tiene ceros
en aj,as,... y un cero de orden k en Q es

f(z) = 6g(z)zk H |:<1 _ i) ez/a”+(Z/an)2/2+'“+(Z/an)h/h:| .
Qn
n=1

5.1.6. Utilice la férmula de Euler para demostrar que I'(z + 1) = 2I'(2).
Solucién. La férmula de Euler nos dice que

T(z) = % ﬁ {<1+%>2 (1+§>_1} .

n=1

Usando esta férmula, se tiene que

oT(z) = ﬁ [<1+ %)Z <1+%>_1] = ﬁn%
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Ahora, observemos que

N
+ | =
—
—3

S
I
—_

Nz+1) =

I
N
+ |~
—
3

3

Il

—
r

3

Il

—
r

Il
N
4+ |~
—_
—3
7 N\ /}_‘\I 7 N /—\I
+
S|~

S

I

—_
r

I
o

_|_
2I'(z

donde la pendltima igualdad se sigue de que si el [[°7 ; anby, es convergente y b, — 1,
entonces b1 [ 72 anbnt1 = [[72 anby,. Esto es inmediato de la siguiente identidad

b1 Hn 10nbni1 = (Hg:1 anbp)bN 1.

5.1.7. a) Sea E(z,h) = (1 — z)e=t=*/2++="/h Muestre que la funcién mas general
que tiene ceros en aq, as, ..., cada uno de ellos repetido de acuerdo a su multiplicidad,

donde
Z \an, |1+h

y an, — 00, y que tiene un cero de orden k en 0, es

n=1 an
Esta resultado es conocido como el teorema de factorizacién de Weierstrass.
b) Concluya que toda funcién meromorfa es el cociente de dos funciones enteras.
Solucién. a) Primero demostramos que [[;2; E(;=,n) es entera. Para R > 0, sea
= {z : |z| < R}. Ya que a, — o0, Gnicamente un ndmero finito de a,, estdn en
Apg. Por lo tanto para z € Ag, un ndmero finito de términos (1 — z/ay) se anulan.

Para probar que es entera, usaremos el lema usado en el problema 5.1.5.
Lema. Si 1 +w = (1 — a)e®™*/2+-+a"/" para |a| < 1, entonces

|a|h+1

1— |al

jw| <
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Ahora, mostremos que la serie

0o 00 B
= 1—— z/an+2% /202 ++2" /nall _ 1
nzz:lwn(z) Z [( an> e

n=1

converge uniforme y absolutamente en Ag/(;4.1). Esto probard que

0
H <1 - i) ez/an+22/a%2+---+z”/naﬁ
Gnp,

n=1

es entera, por el teorema de analiticidad de productos infinitos.
Asi, paran > N, | =[ < 1si [z] < R/(h+1), y usando el lema anterior,

N
oy < &1 )
wp(2)] < < :
T 1 g PR
ya que |z| < R/(h+ 1)y |an| > R, luego
Rh+l 1

n < : = My;
|wn (2)] < h(h+ D)L Ja,|p

sabemos que Y M,, converge, ya que

=1
> <o
n=1 |an|1+h ’

y en consecuencia por el criterio de M-Weierstrass, > wy,(z) converge uniforme y
absolutamente. Por lo tanto,

o0
fim) =] (1 _ i) 2+ 22 [ 22" fna
(7%
n=1

es entera y tiene un cero de orden k en 0.

Para la parte b), veamos que f; tiene k ceros, por lo tanto, también f, = e £
ya que la exponencial nunca se anula. Si f5 tiene el nimero dado de ceros, entonces
f = fa/f1 es meromorfa y es cociente de funciones enteras.

Segunda solucién para la parte b). Si f(z) tiene ceros en ag = 0 de orden k y en ay,
az, - .., repetidos de acuerdo a su multiplicidad y polos en by = 0 de orden [ y en by,
b, ..., repetidos de acuerdo a su orden, entonces

F(2) T EG o n)
2 Hzozl E(é,n)




132 Métodos asintéticos

solamente tiene singularidades removibles, luego es de la forma ¢9(*) con g(z) entera,
por lo que

e/ s B m)
2! H;L.Ozl E(ivn)

f(z) =

es cociente de dos funciones enteras.

5.1.8. Demuestre que para Re(z) > 0,

Sugerencia: Si Rez > 0, entonces 1/(z+n) = [} et =+ dt. Utilice que la constante
de Euler v = limy, yoo(1 +1/2 4 ---+ 1/n —log n) y el ejemplo resuelto 7.1.11. en

[8]

Solucién. Para Re (z) > 0,

0o —t(z+n 0
/ et gy g [T e 1
0 t=oo \ —(z+n) —(z2+n) zZ4+n

[e.e]

n
1
Asi, con esta férmula, ademas usando que v = lim [ E T log n] y la férmula del
n
k=1

ejercicio resuelto 7.1.11 en [8]
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I'(z) 1 "1 1
= -4+ 1f -
T(2) T3 +n5¥}o; (k z—l—k)

1 1 1
——+J:%Z<E—z+k>

M n
, 1
= nh_{go —g_lk—i—logn

, 1
<t | X s S-Sy -

n

, 1
= nh_)llolo Iogn—kzzlm_—k

= nh_)IEO log n — Z/ tetk)gr| — /000 e At
= nh_)ngo log n — Z/ Hztk) g
- nlingo log n — / Z e =tk g
= nh_)IEO log n — / iz Z e tkdt]

00 —t(n+1) _ 1
= lim |logn— / e_tzeidt]
0 1

n—oo e_t —

1

z

0 ,—t(z+n+1) 0tz
= lim |logn — / ———dt| — / dt.
n—00 0 et —1 0 1— et

De la misma primera férmula, sabemos que

1 o
- = / e tdt,
S 0

luego, integrando con respecto a s, de 1 a n, tenemos que

/%ds = // _tsdtds—/ / e B dsdt
1
e e~tn et
— t — _ -
[ )= ()
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donde, por otro lado
n
1
/ —ds =logn —log 1 = log n.
1 S

Sustituyendo, obtenemos que

T/ ) —tn —t 0o ,—t(z+n+1) 00 —tz
©) _ i / L+ dt—/ S —/ C _at
I'(z) n—=oo| )y t t o e t—1 g 1—et

oo ,—tn oo —t(z+n+1) 00 —t —tz
— lfm —/ ¢ dt—/ C +/ c . C a
n—00 0 t 0 e t—1 0 t 1—et

e~ tn e—t(z—i—n—i—l)
Para finalizar, notemos que conforme n — oo, tanto como — 1

t
e —
a la funcién constante 0, por lo que sus integrales también lo hacen, de donde el
resultado deseado.

convergen

5.1.9. Establezca la convergencia uniforme, para Re (z) > 0, de

F(z):/ t*~le~tat.
0

Solucién. La demostracién se sigue del siguiente lema.
Lema 1. La integral impropia

fo(z) = /01 e tt*Ldt

converge uniformemente sobre compactos del semiplano Re(z) > 0, por lo que fy(2)
es una funcién analitica en tal semiplano.
La integral impropia

filz) = /100 e 't*Ldt

converge uniformemente sobre compactos de C, luego f1(z) es una funcién entera.

Demostracion del Lema 1. Mostremos primero la convergencia de fy(z). Sea K C
{z € C: Re(z) > 0} compacto, es claro que 6 =max{Re(z) : z € K} > 0, ya que la
funcién parte real es continua y K es compacto. Luego, para toda z € K y t € [0,1],

se cumple que

1
/lt‘s‘ldt: i 1!
0 5,0

y la integral
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es finita pues 0 > 0, luego la convergencia es uniforme.
Para f1(z) la demostracién es similar. Sea K un subconjunto compacto de C, y sea
A =max{Re(z) : z € K} < 0o, por ser la funcién parte real continua y K compacto.
Entonces para toda z € K y t € [1,00) se cumple que

|€_ttz_1| _ e_ttRC(Z)_l < e—ttA—l _ (e_ttA+1)t_2.

La funcién e~ t¢tA+1
Por lo tanto, podemos considerar C' =sup{e

obtiene

estd acotada en [1,00) pues es continua con limite 0 en el infinito.
A+l .t > 1} < oo, con lo que se

/°° dt [ 1]00
== |77 =!
1t tly

es finita, se tiene el resultado.

Para finalizar simplemente observamos que

y como la integral impropia

M) = [ et = o)+ A(a)

0

5.1.10. Demuestre la férmula de Hankel

[(z) = _71/0(4)2—15%,

 2isen(mz)
donde C' es el contorno ilustrado en la figura 5.1. jPara qué z es vélida la férmula?
Utilice I'(2)I'(1 — z) = m/sen(7z), para concluir que

1 i -z —t
02 :%/C(—t) e "dt.

Solucién. Observamos que el contorno de Hankel es una curva que llega desde oo por
la recta y = ie hasta tocar a la circunferencia de radio r con centro en 0, da casi una
vuelta completa al origen y regresa por la recta y = —ie al infinito. Tal curva consta
de 3 curvas definidas de la siguiente manera: —Lg que es la curva recorrida en sentido
inverso de la curva Ly parametrizada por Ls(z) = z 4 ig, con z € [rcosn,00), donde
7 es el dngulo del punto en el que se encuentra con la circunferencia parametrizada por
v(2) = 1€, con z € [n,21m —1]; y L; es la recta parametrizada por L;(z) = z — ie
con z € [rcosn, 00).
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=Y

Figura 5.1: El contorno para la férmula de Hankel

Del problema 2.3.9 de la seccién 2.3, sabemos a qué converge la integral en cada una
de las curvas que componen a C, conforme r,& — 0

/ (—t)* e tdt — 0,

T

0 00
/ (—t)z_le_tdt—>/ (—t)z_le_tdt:—/ (—t)* te~tat
—Lg e’} 0

/(—t)z_le_tdt—)/ e27r(z—1)i(_t)z—le—tdt:e27rzi/ (—t)z_le_tdt.
Li 0 0
Luego, conforme r,e — 0, se tiene
/ () le~tdt — (27 _ 1) / (=) Le~tdt
c 0
= 2ie”isen(7rz)/ (—t)* e tdt
0
= —2i(—1)z_1sen(7rz)/ (—t)*"Le tdt
0

o
= —2isen(7rz)/ t* e tdt
0

= —2isen(m2)(2).
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Despejando a I'(z), obtenemos que

Ple)= — L /C (—t)"letdt

 2isen(nmz)

que es el resultado deseado.
Ahora bien, para la segunda parte del problema, sabemos que

M-z = 2isen(7:(11 —2)) /C(_t)(l_Z)_le_tdt

-1
—— [ (—t)Fe " at.
2isen(7z) /C( )T
Luego, por la identidad T'(z)I'(1 — 2) = 7/sen(wz), y tomando en cuenta que la
funcién gamma nunca se anula, tenemos que

1 sen(mz)

rzra-z o’

multiplicando ambos lados por I'(1 — z) obtenemos que

1 sen(mz) -1 et i o
I(z)  © 2isen(w2) /C( B remdt = o /C( t)"Fe'dt

que es el resultado deseado.
5.1.11. Defina I'(z) = [ t* te~"dt, para Re(z) > 0.

a) Demuestre directamente que I'(z) es una funcién analitica en Re(z) > 0, para
mostrar que fon t*—le—tdt converge uniformemente en discos cerrados, conforme n —
0.

b) Muestre que I'(z + 1) = 2I'(z), Re(z) > 0.

¢) Utilice b) y la continuacién analitica para demostrar que I'(z) puede ser extendida

a una funcién meromorfa que tiene polos simples en 0,—1,—2,.... (Sugerencia: el
procedimiento es andlogo al que se utilizd al demostrar el principio de reflexiéon de
Schwarz).

Solucion. a) Para mostrar que la funcién gamma es analitica, tenemos que ver que
se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Escribimos I'(z) = I'(x + iy) =
u(z,y) + iv(x,y), luego por definicién se tiene que

or _ou o
dr Oz Zaw
107 B ov Ou

idy Oy Zay'
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Entonces
g_gz / %t@—l)“ye—tdt: / t@E=DF W et 100 (t)dt
0 0
or :/ gt(w—l)ﬁye—tdt:z‘/ tE= D+ et og (£)dt.
Jy 0o Oy 0
Por lo tanto,
or _1or
or 0y

de donde las ecuaciones de Cauchy-Riemann se cumplen, y esto implica que I'(2) es
analitica.
Para probar la otra parte del inciso a), veamos que si tenemos la sucesién de funciones

Fn(Z):/o t*~le7tdt,

todas estas son analiticas, la demostracidn es andloga a la dada en la primera parte.
Ahora, supongamos que no convergen uniformemente a la funcién I'(z), en virtud del
teorema de convergencia analitica, y con el resultado de que la funcién I' es analitica,
esto no puede ocurrir. Por lo tanto, I';, — I' uniformemente en discos cerrados.

b) Sea
I(z+1) :/ t*etdt,
0

podemos aplicar las propiedades de la integral, tomar el limite cuando n — oo, e
integrar por partes

I'(z+1)= lim (/ tze_tdt>
n—oo 0
. z —tn " z—1_-—t
:nlggo<[—te ]0+/0 2t e dt>

n
= lim <—nze_”+/ ztz_le_tdt>
n—oo 0

n
=2z lim e tat
n—oo 0

=zI'(2)

c) Sea I'(z) = (1/2)I'(2 + 1), la cual es una funcién analitica en el conjunto definido
como A = {z : Re(z) > 0}. Definamos la funcién ¢g(z) = I'(z) en el conjunto A,
que es la reflexion de A con respecto al eje imaginario. Ahora, I'(z) = g(z) en un

conjunto |a,b[, que es la interseccién de A y su reflexién, y ademds contiene una
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sucesion convergente de puntos, tal sucesién es I',,(z); de aqui tenemos que f = g en
todo el eje real positivo, ya que aqui 2=z y I' =T (asumimos a I" real, en el eje real
positivo).

Vemos que g(z) = (1/z)T'(z) cumple con las ecuaciones de Cauchy-Riemann por el
inciso a), entonces g es analitica. Sea h la funcién definida en AU]a, b[UA; al hacer
h(z) = T'(z) en este conjunto, entonces h es continua, ya que I' = g (tiene polos en
0,—1,—2,...) en el eje real positivo. Asi h es analitica en Ay A, continua en ]a, b],
entonces por el teorema de Morera, es analitica en todo el conjunto AU]a, b[UA. Por lo
tanto, I'(z) puede ser extendida a una funcién meromorfa con polos en 0, —1,—2,. ...

o0 o0

eV’ dy = /7 y que / y2e Y dy = /7 /2, utilizando la

—00

5.1.12. Muestre que /
—o
funciéon gamma.

Solucién. Recordemos que

r <1> :/ =12 tqt = /7.
2 0

2 ., .
Ahora, por ser e7¥" una funcién par, se tiene que

o0 2 o0 2
/ e Vdy = 2/ e ¥ dy,
—00 0

al hacer el cambio de variable t = y2, se obtiene que

] oo ,—t 1 o)
/ eV dy = / C _at= _/ 267t gt = ﬁj
0 0 2\/% 2 0 2

de donde se obtiene la primera integral.
Para calcular la segunda integral, notemos primero que

o 2 2 o 2 5
/ ye Y dy:2/ ye Y dy,
—00 0

ahora, integremos por partes, considerando u =y y dv = ye‘dey, para obtener

0o 2 oo
20V qy = 1§ _te 1/ v Jy — 1 ﬁ
/O ye " ay A%E([ 2 | Ty e =055 )

de donde se obtiene la segunda integral.
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