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Introducción

La variable compleja es un área de las matemáticas que tiene algo para todos los
gustos. Además de tener aplicaciones a otras partes del análisis, se puede decir
que es un ancestro de otras áreas de las matématicas, (por ejemplo, teoŕıa de ho-
motoṕıa, geometŕıa hiperbólica, dinámica holomorfa, etc.). De hecho, la variable
compleja ha sido considerada como el área de introducción a las matemáticas.

Este libro incluye algunos temas introductorios de variable compleja, que se han
enseñado en la Facultad de Ciencias de la UAEM en la última decada, usualmente
durante el cuarto semestre de la Licenciatura en Ciencias, en las áreas terminales
de Matemáticas y F́ısica.

Dentro de la bibliograf́ıa para impartir el curso de variable compleja, se encuen-
tra el libro de Análisis Básico de Variable Compleja, de J. E. Marsden y M. J.
Hoffman, en su versión en español. En este libro, se pueden encontrar al final del
mismo, las soluciones de los ejercicios con numeración impar, presentados a lo
largo del libro. El resolver la mayor cantidad de problemas y ejercicios es parte
importante del aprendizaje del área de variable compleja para el alumno, aśı que
nos hemos propuesto en este libro presentar todas las soluciones a los ejercicios
con número par que aparecen en los primeros tres caṕıtulos del libro de Análisis
Básico de Variable Compleja.

Las soluciones de los problemas aqúı mostradas, están escritas con el estudiante
en mente. La mayoŕıa de las soluciones se presentan en detalle, y cuando no es el
caso, se le indica al lector lo que falta y se le pide que termine el problema como
un ejercicio. El grado de dificultad de los problemas es muy variado. Algunos pro-
blemas tienen la motivación de fijar las ideas de la sección correspondiente, en
la mente del estudiante, y otros se utilizan para extender la teoŕıa. Cabe señalar,
que la mayor parte de las soluciones a los problemas aqúı presentadas son origi-
nales, en el sentido de que fueron escritas por los autores, aunque las soluciones
de algunos de los problemas siguen un camino estándar. Por ello mismo, el lector
seguramente podrá encontrar soluciones más creativas y más cortas a varios de
los problemas.
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Nuestra motivación principal, es el hecho de que este libro sirva como un apoyo
adicional para el curso de variable compleja y que el alumno tenga un material de
primera mano que le sirva de apoyo para resolver problemas que se le presenten
durante el curso.

Nuestra presentación sigue el orden del libro [6], durante los primeros tres caṕıtu-
los, que corresponden a un curso estándar de variable compleja en una licenciatura
en matemáticas. En cada sección, se presenta de manera breve, la teoŕıa necesaria
para resolver los problemas correspondientes a la sección.

En el caṕıtulo 1, se presentan problemas que introducen las ideas básicas de
los números complejos y de las funciones anaĺıticas. Se introducen las funciones
elementales de variable compleja como son los polinomios, la función exponencial,
la función logaritmo y las funciones trigonométricas. Se da un breve repaso a los
conceptos de ĺımite y continuidad, aśı como a las definiciones topológicas básicas
del plano complejo. Al final, se hace enfásis en el estudio de la analiticidad de las
funciones elementales y de la importancia de las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

En el caṕıtulo 2, se estudia uno de los teoremas más importantes del área,
el teorema de Cauchy y algunas de sus consecuencias. Para ello, se hace una
revisión del concepto de integral de contorno y sus propiedades. Se estudian
varias consecuencias importantes del teorema de Cauchy, como son la fórmula
integral de Cauchy y el teorema del módulo máximo, entre otras. También se
hace mención de la importancia de las funciones armónicas.

En el caṕıtulo 3, se hace un estudio del concepto de convergencia de sucesiones
y de series de funciones anaĺıticas, con la finalidad de estudiar las series de
potencias y la representación de una función anaĺıtica en serie de Taylor. Al final,
se estudia la representación en serie de una función que tiene singularidades en
ciertos puntos, estas series son conocidas como series de Laurent.

La idea de hacer un libro como éste surgió de las distintas veces que se ha
impartido la materia a lo largo de varios años, por lo que nos gustaŕıa agradecer
a los estudiantes que han tomado el curso de variable compleja durante este
tiempo. También, deseamos expresar nuestro agradecimiento a la Facultad de
Ciencias de la UAEM, por su apoyo a través del PIFI, para la elaboración de este
material.



Contenido

Introducción III

1. Funciones Anaĺıticas 1
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Caṕıtulo 1

Funciones Anaĺıticas

1.1. Introducción a los números complejos

El objeto de estudio a lo largo de este libro son los números complejos, por lo
que empezamos con la definición formal de ellos.

Definición 1.1.1 El sistema de los números complejos, denotado por C, es el
conjunto R

2 = {(x, y) | x, y ∈ R} junto con las reglas usuales de la adición de
vectores y la multiplicación escalar por un número real, es decir,

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2)

a(x, y) = (ax, ay)

y con la operación de multiplicación compleja, definida como

(x1, y1) · (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + y1x2).

Es posible mostrar sin mucha dificultad, que con estas operaciones, el conjunto
C satisface todas las propiedades para ser un campo algebraico.
Al conjunto de los números reales R, lo podemos ver como un subconjunto de
los números complejos, bajo la identificación x �→ (x, 0). Si se define i = (0, 1),
entonces se tiene que i2 = −1, por lo que cualquier número complejo (x, y)
puede ser escrito de la siguiente forma

(x, y) = (x, 0) + (0, y) = (x, 0) + (0, 1) · (y, 0) = x+ iy.
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Entonces, si escribimos z = x+ iy, la parte real del número complejo z, la cual
se denota como Re z, es el número x y la parte imaginaria de z, la cual se
denota como Im z, es el número y.

Una de las primeras ventajas de usar números complejos, es que se pueden calcular
ráıces cuadradas de números reales negativos, de hecho es posible calcular estas
ráıces para cualquier número complejo.

Proposición 1.1.2 Sea z ∈ C, entonces existe un w ∈ C tal que w2 = z.

De hecho, si z = a + ib entonces w = ±(α + iµβ), donde µ = 1 si b ≥ 0,
µ = −1 si b < 0, y

α =

√
a+

√
a2 + b2

2
y β =

√
−a +

√
a2 + b2

2
. (1.1)

A continuación, presentamos ejercicios y problemas relacionados con las ope-
raciones aritméticas elementales de los números complejos, donde se incluyen
problemas de ráıces cuadradas complejas, aśı como una caracterización de la
multiplicación compleja por medio de una transformación lineal.

1. Exprese los siguientes números complejos en la forma a+ ib.

a) (2 + 3i)(4 + i).

b) (8 + 6i)2.

c)
(
1 + 3

1+i

)2
.

Solución.

a) (2 + 3i)(4 + i) = (2 · 4− 3 · 1) + (3 · 4 + 2 · 1)i = 5 + 14i.

b) (8 + 6i)2 = (8 · 8− 6 · 6) + (2 · 8 · 6)i = (64− 36) + 96i = 28+ 96i.

c)
(
1 + 3

1+i

)2
=

(
4+i
1+i

)2
= 15+8i

2i
= 4− 15

2
i.

2. Encuentre las soluciones de las ecuaciones:

a) (z + 1)2 = 3 + 4i.

b) z4 − i = 0.
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Solución.

a) Sea w = z + 1, entonces se debe resolver la ecuación w2 = 3 + 4i.
Sustituyendo en la fórmula (1.1), se obtiene que si a = 3 y b = 4,

α =

√
3 +

√
32 + 42

2
= 2 y β =

√
−3 +

√
32 + 42

2
= 1,

por lo que w = z +1 = ±(2 + i), de donde z = ±(2 + i)− 1. Por lo
tanto, z1 = 1 + i y z2 = −3− i son las soluciones buscadas.

b) Sea w2 = z4 = i. Sustituyendo en la fórmula (1.1), a = 0 y b = 1,

se obtiene que α =
√

0+
√
02+12

2
= 1√

2
y β =

√
−0+

√
02+12

2
= 1√

2
, de

donde

w = ±
(

1√
2
+ i

1√
2

)
= ± 1√

2
(1 + i) .

Considere la ecuación z2 = ± 1√
2
(1 + i). Otra vez sustituya en la

fórmula (1.1), ahora con a = 1√
2
y b = 1√

2
, con lo cual se tienen las

soluciones

z = ±
(√

1

2

(
1 +

1√
2

)
+ i

√
1

2

(
1− 1√

2

))
.

Del otro valor para w se obtienen dos soluciones más,

z = ±
(√

1

2

(
1− 1√

2

)
− i

√
1

2

(
1 +

1√
2

))
.

3. Encuentre las partes real e imaginaria de los siguientes números complejos,
donde z = x+ iy:

a)
z + 1

2z − 5
.

b) z3.

Solución.
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a) Sea z = x+ iy, entonces se puede escribir

z + 1

2z − 5
=

(x+ iy) + 1

2(x+ iy)− 5
=

(x+ 1) + iy

(2x− 5) + 2iy

=
(x+ 1) + iy

(2x− 5) + 2iy
· (2x− 5)− 2iy

(2x− 5)− 2iy

=
(x+ 1)(2x− 5) + 2y2

(2x− 5)2 + 4y2

+i
(2x− 5)y − 2y(x+ 1)

(2x− 5)2 + 4y2
.

Luego,

Re

(
z + 1

2z − 5

)
=

2y2 + 2x2 − 3x− 5

4y2 + 4x2 − 20x+ 25
,

Im

(
z + 1

2z − 5

)
=

(2x− 5)y − 2y(x+ 1)

(2x− 5)2 + 4y2
.

b) Como z3 = (x+ iy)3 = x3 + i3x2y − 3xy2 − iy3, entonces

Re
(
z3
)
= x3 − 3xy2 e Im

(
z3
)
= 3x2y − y3.

4. ¿Es cierto que Re(z · w) = Re(z)Re(w)?

Solución. Sea z = w = i. Entonces z ·w = i2 = −1 de donde Re(z ·w) =
−1 y Re(z)Re(w) = 0, por lo que la igualdad no es necesariamente cierta.

5. Si a es un número real y z es un número complejo, demuestre que Re(az) =
aRe(z) y que Im(az) = a, Im(z). En general, muestre que Re : C → R

es una transformación lineal real, es decir, que Re(az + bw) = aRe(z) +
bRe(w) para a, b ∈ R y z, w ∈ C.

Solución. Sea z = x+ iy, entonces az = ax+aiy por lo que Re(az) = ax,
por otro lado aRe(z) = ax. Por lo tanto, Re(az) = aRe(z).
Ahora, se tiene que mostrar que Re(z + w) = Re(z) + Re(w); sean z =
x + iy y w = c + id, entonces z + w = (x + c) + i(y + d), por lo tanto
Re(z + w) = x + c = Re(z) + Re(w). Por lo anterior, se puede concluir
que

Re(az + bw) = aRe(z) + bRe(w).
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6. Demuestre que Re(zi) = −Im(z) y que Im(zi) = Re(z) para cualquier
número complejo z.

Solución. Sea z = x+ iy, entonces Re(zi) = Re(xi− y) = −y = −Im(z)
y para el otro caso, Im(zi) = Im(xi− y) = x = Re(z).

7. a) Dado un número complejo z = x+iy fijo, considere la transformación
lineal Φz : R

2 → R2 (es decir, de C → C) definida por Φz(w) = z ·w
(es decir, la multiplicación por z). Muestre que la matriz de Φz en la
base canónica (1, 0), (0, 1) de R2, está dada por

(
x −y
y x

)
.

b) Demuestre que Φz1·z2 = Φz1 ◦ Φz2 .

Solución.

a) Sea z = x+ iy, de la definición de Φz se tiene que

Φz(1, 0) = z · (1, 0) = (x, y)(1, 0)

= (x+ iy)(1 + i0) = x+ iy = (x, y),

de donde Φz(1, 0) = x(1, 0) + y(0, 1). Por otro lado

Φz(0, 1) = z · (0, 1) = (x, y)(0, 1)

= (x+ iy)(0 + i1) = −y + ix = (−y, x),

luego Φz(0, 1) = −y(1, 0) + x(0, 1). Por lo tanto la matriz de Φz es

(
x −y
y x

)
.

b) Sean z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 y w = a + ib, entonces z1z2 =
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x1x2 − y1y2 + i(x1y2 + y1x2). Luego

Φz1·z2(w) = Φ(x1x2−y1y2+i(x1y2+y1x2))(w)

= ((x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2)) (a+ ib)

= [(x1x2 − y1y2)a− (x1y2 + y1x2)b]

+i [(x1x2 − y1y2)b+ (x1y2 + y1x2)a]

= (x1x2a− y1y2a− x1y2b− y1x2b)

+i (x1x2b− y1y2b+ x1y2a+ y1x2a)

= [x1(x2a− y2b)− y1(x2b+ y2a)]

+i [x1(x2b+ y2a) + y1(x2a− y2b)]

= (x1 + iy1) [(x2a− y2b) + i(x2b+ y2a)]

= z1 [(x2 + iy2)(a + ib)] = z1 (z2 · w)
= z1 (Ψz2(w)) = Ψz1 ◦Ψz2(w).

Por lo tanto, Φz1·z2 = Φz1 ◦ Φz2 .

8. Use únicamente los axiomas de campo, para dar una demostración formal
de las siguientes igualdades:

a) 1
z1z2

= 1
z1

· 1
z2
.

b) 1
z1

+ 1
z2

= z1+z2
z1z2

.

Solución.

a) Se tiene que (z1z2)(z1z2)
−1 = 1, multiplicando por z−1

1 en ambos
lados se obtiene z−1

1 [(z1z2)(z1z2)
−1] = z−1

1 (1); asociando términos
se tiene que (z−1

1 z1)z2(z1z2)
−1 = z−1

1 .

Aplicando el inverso y el neutro multiplicativo, (1)z2(z1z2)
−1 = z−1

1 ,
y multiplicando por z−1

2 en ambos lados, z−1
2 z2(z1z2)

−1 = z−1
2 z−1

1 .

Usando el inverso y el neutro multiplicativo, se tiene que (1)(z1z2)
−1 =

z−1
2 z−1

1 ; por la conmutatividad en el lado derecho, (z1z2)
−1 = z−1

1 z−1
2 ,

por lo tanto,
1

z1z2
=

1

z1
· 1

z2
.
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b) Inicie con la igualdad z1 + z2 = z1 + z2, multiplicando por 1 = z1z2
z1z2

de lado derecho, se tiene que z1 + z2 = (z1 + z2)
(

z1z2
z1z2

)
; multi-

plicando por z−1
2 de lado derecho se tiene que, (z1 + z2)z

−1
2 =

(z1 + z2)
(

z1z2
z1z2

)
z−1
2 .

Distribuyendo en el lado izquierdo y asociando en el lado derecho,

z1z
−1
2 + z2z

−1
2 = (z1 + z2)

(
z1

z1z2

)
z2z

−1
2 .

Tomando el inverso multiplicativo, z1z
−1
2 + 1 = (z1 + z2)

(
z1

z1z2

)
(1),

y por la conmutatividad en el lado derecho,

z1z
−1
2 + 1 = z1 (z1 + z2)

(
1

z1z2

)
.

Multiplicando por z−1
1 de ambos lados, se tiene que

z−1
1 (z1z

−1
2 + 1) = z−1

1 z1 (z1 + z2)

(
1

z1z2

)
,

y distribuyendo en el lado izquierdo,

z−1
1 z1z

−1
2 + z−1

1 (1) = (z−1
1 z1) (z1 + z2)

(
1

z1z2

)
.

Nuevamente usando el inverso multiplicativo

(1)z−1
2 + z−1

1 (1) = (1) (z1 + z2)

(
1

z1z2

)
,

para obtener
1

z1
+

1

z2
=

z1 + z2
z1z2

.

9. Sea x−iy

x+iy
= a+ ib, muestre que a2 + b2 = 1.

Solución. Observe que

x− iy

x+ iy
=

x− iy

x+ iy
· x− iy

x− iy

=
x2 − y2 − 2ixy

x2 + y2

= a+ ib,
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por lo que a = x2−y2

x2+y2
y b = −2xy

x2+y2
. Por lo tanto,

a2 + b2 =
(x2 − y2)2

(x2 + y2)2
+

4x2y2

(x2 + y2)2
=

x4 + 2x2y2 + y4

x4 + 2x2y2 + y4
= 1.

10. Demuestre el teorema del binomio para números complejos, esto es, si z,
w son números complejos y n es un entero positivo, se cumple que

(z + w)n = zn +

(
n

1

)
zn−1w +

(
n

2

)
zn−2w2 + · · ·+

(
n

n

)
wn,

donde
(
n

r

)
= n!

r!(n−r)!
.

Solución. Proceda por inducción sobre n. Para n = 1, se cumple

(z + w)1 = z1 +

(
1

1

)
z1−1w = z + w.

Supongase que el resultado es cierto para n− 1, es decir

(z + w)n−1 = zn−1 +

(
n− 1

1

)
zn−2w + · · ·+

(
n− 1

n− 1

)
wn−1.

Para demostrar el resultado para n, multiplique por z +w en ambos lados
de la igualdad

(z + w)n =

[
zn−1 +

(
n− 1

1

)
zn−2w + · · ·+

(
n− 1

n− 1

)
wn−1

]
(z + w)

= zn−1z +

(
n− 1

1

)
zn−2wz + · · ·+

(
n− 1

n− 1

)
wn−1z

+zn−1w +

(
n− 1

1

)
zn−2ww + · · ·+

(
n− 1

n− 1

)
wn−1w

= zn +

(
n− 1

1

)
zn−1w + · · ·+

(
n− 1

n− 1

)
zwn−1

+zn−1w +

(
n− 1

1

)
zn−2w2 + · · ·+

(
n− 1

n− 1

)
wn

= zn +

((
n− 1

1

)
+

(
n− 1

0

))
zn−1w +

· · ·+
((

n− 1

n− 1

)
+

(
n− 1

n− 2

))
zwn−1 + wn.
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Usando el hecho de que
(
n

i

)
=

(
n−1
i

)
+
(
n−1
i−1

)
, se puede concluir que,

(z + w)n = zn +

(
n

1

)
zn−1w +

(
n

2

)
zn−2w2 + · · ·+

(
n

n

)
wn.

11. Muestre que para cualquier entero positivo k, se tiene que

i4k = 1, i4k+1 = i, i4k+2 = −1, i4k+3 = −i.

Muestre cómo este resultado proporciona una fórmula para in, para todo
entero positivo n, si escribimos n = 4k + j, 0 ≤ j ≤ 3.

Solución. Primero, i4k = (i2)2k = (−1)2k = 1k = 1, a continuación
i4k+1 = i4k ·i = 1·i = i; en el siguiente caso, i4k+2 = i4k ·i2 = 1·−1 = −1,
y finalmente i4k+3 = i4k · i3 = 1 · −i = −i. En general, se tiene que
in = i4k+j = i4k · ij = 1 · ij = ij , para j ∈ {0, 1, 2, 3}.

12. Simplifique las siguientes expresiones:

a) (1− i)−1.

b)
1 + i

1− i
.

c)
√
1 +

√
i.

d)
√
1 + i.

e)
√√

−i.

Solución.

a) (1− i)−1 = 1
1−i

=
(

1
1−i

) (
1+i
1+i

)
= 1

2
+ i

2
.

b) 1+i
1−i

=
(
1+i
1−i

) (
1+i
1+i

)
= 2i

2
= i.

c) Sea z =
√
1 +

√
i, de donde z2 = 1+

√
i, es decir, z2 − 1 =

√
i por

lo que (z2 − 1)2 = i. Si se hace µ = z2, se tiene que (µ − 1)2 = i,
y si ν = µ − 1, se tiene la ecuación ν2 = i, la cual tiene soluciones
ν1 =

1√
2
+ i 1√

2
y ν2 = − 1√

2
− i 1√

2
.

Por lo que, µ1 =
1+

√
2√

2
+ i 1√

2
y µ2 =

−1+
√
2√

2
− i 1√

2
son soluciones de

la ecuación ν = µ− 1.
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Si z2 = µ1, entonces

z = ±




�
1 +

√
2 +

�
4 + 2

√
2

2
3
4

+ i

�
−1−

√
2 +

�
4 + 2

√
2

2
3
4


 .

Ahora, si z2 = µ2 entonces

z = ±




�
−1 +

√
2 +

�
4− 2

√
2

2
3
4

− i

�
1−

√
2 +

�
4− 2

√
2

2
3
4


 .

d) Sea z =
√
1 + i, z2 = 1 + i, luego a = 1, b = 1 en la fórmula (1.1),

entonces

z = ±



�

1 +
√
2

2
+ i

�
−1 +

√
2

2


 .

e) Sea z =
�√

−i, elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad,
se obtiene z2 =

√
−i por lo que z4 = −i; después haciendo µ = z2,

µ2 = −i y tomando a = 0, b = −1 en la fórmula (1.1), se concluye
que µ1 =

1√
2
− i 1√

2
y µ2 = − 1√

2
+ i 1√

2
.

Recordando que µ = z2, si z2 = µ1 se tiene que

z = ±



�

1 +
√
2

2
√
2

− i

�
−1 +

√
2

2
√
2


 .

Ahora, si z2 = µ2 entonces

z = ±



�

−1 +
√
2

2
√
2

+ i

�
1 +

√
2

2
√
2


 .

13. Demuestre que las siguientes reglas determinan en forma única la multipli-
cación compleja en C = R2.

a) (z1 + z2)w = z1w + z2w

b) z1z2 = z2z1
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c) i · i = −1

d) z1(z2z3) = (z1z2)z3

e) Si z1 y z2 son reales, z1 · z2 es el producto usual de números reales.

Solución. Sea z1 = a ∈ R, z2 = ib ∈ C y w = x + iy ∈ C, entonces
(a+ ib)(x + iy) es igual a

a(x+ iy) + ib(x+ iy) aplicando a)
= (x+ iy)a+ (x+ iy)ib aplicando b)
= xa + (iy)a+ x(ib) + (iy)(ib) aplicando a)
= ax+ a(iy) + x(ib) + (ib)iy aplicando b)
= ax+ i(ay) + i(xb) + i((ib)y) aplicando d)
= ax+ i(ay) + i(bx) + i(y(ib)) aplicando b)
= ax+ i(ay) + i(bx) + i(i(yb)) aplicando b)
= ax+ i(ay) + i(bx) + i(i(by)) aplicando b)
= ax+ i(ay) + i(bx) + (ii)(by) aplicando d)
= ax+ i(ay) + i(bx) + (−1)(by) aplicando c)
= ax− (by) + i(ay) + i(bx)
= (ax− by) + i(ay + bx) aplicando a)

en donde varias veces se uso la regla e). Por lo tanto, las reglas anteriores
determinan de manera única la multiplicación compleja.

1.2. Propiedades de los números complejos

Para trabajar con los números complejos, necesitamos los siguientes tres con-
ceptos: el conjugado complejo de z = x + iy, denotado por z̄, es el número
complejo x− iy; el módulo o la norma de z, denotado por |z|, es el número real√

x2 + y2, el cual mide la distancia del origen al punto (x, y) que representa a
z. Finalmente, el argumento de z es el ángulo formado entre el eje real positivo
y la recta que une 0 con z, medido en el sentido contrario a las manecillas del
reloj. El argumento de z se denota por arg z y generalmente se le asigna un valor
entre 0 y 2π.

Una relación importante entre la norma de un complejo z y su conjugado es
el hecho de que zz̄ = |z|2. Para ver esto note que si z = x + iy entonces
zz̄ = (x+ iy)(x− iy) = x2 + y2 = |z|2.
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x

y

z = x+ iy

z̄ = x− iy

r
=
|z|

θ

ejeY

ejeX

Existe otra manera de escribir un número complejo z, la cual se conoce como la
forma polar del complejo z. Llamemos r a la norma de z, r = |z|, y θ = arg z,
entonces z = r(cos θ + isen θ).
La multiplicación compleja, usando la representación en coordenadas polares, nos
conduce a una fórmula que nos permite encontrar las ráıces n-ésimas de cualquier
complejo.
Si z = r(cos θ + isen θ), entonces se tiene la fórmula de De Moivre, donde
para cualquier entero n,

(cos θ + i sen θ)n = cosnθ + i sennθ.

Sea w un número complejo, usando la fórmula de De Moivre podemos resolver
la ecuación zn = w. Supongamos que w = r(cos θ + isen θ), entonces se tiene
que las soluciones de la ecuación estan dadas por

zk = n
√
r

(
cos

(
θ

n
+

2πk

n

)
+ i sen

(
θ

n
+

2πk

n

))
. (1.2)

Cada uno de los valores de k = 0, 1, . . . , n− 1 da un valor diferente de z.

A continuación, presentamos problemas acerca de las propiedades de los números
complejos, como la norma, la conjugación y el argumento. También se presentan
problemas relacionados con las ráıces n-ésimas y con funciones trigonométricas.

1. Resuelva las siguientes ecuaciones:
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a) z6 + 8 = 0.

b) z3 − 4 = 0.

Solución.

a) Para z6 = −8, se tiene que n = 6, r = 8 y θ = π en la fórmula (1.2),
es decir,

zk =
6
√
8

(
cos

(
π

6
+

2πk

6

)
+ i sen

(
π

6
+

2πk

6

))

para k = 0, 1, . . . , 5. Entonces

z0 =
√
2
(
cos(π

6
) + i sen(π

6
)
)
=

√
2
(√

3
2
+ i1

2

)
=

√
6
2
+ i

√
2
2

z1 =
√
2
(
cos(π

2
) + i sen(π

2
)
)
= i

√
2

z2 =
√
2
(
cos(5π

6
) + i sen(5π

6
)
)
=

√
2
(
−

√
3
2
+ i1

2

)
= −

√
6
2
+ i

√
2
2

z3 =
√
2
(
cos(7π

6
) + i sen(7π

6
)
)
=

√
2
(
−

√
3
2
− i1

2

)
= −

√
6
2
− i

√
2
2

z4 =
√
2
(
cos(3π

2
) + i sen(3π

2
)
)
= −i

√
2

z5 =
√
2
(
cos(11π

6
) + i sen(11π

6
)
)
=

√
2
(√

3
2
− i1

2

)
=

√
6
2
− i

√
2
2
.

b) Para z3 = 4, se tiene que n = 3, r = 4, θ = 0, entonces

z0 =
3
√
4(cos(0) + i sen(0)) = 3

√
4

z1 =
3
√
4
(
cos(2π

3
) + i sen(2π

3
)
)
= 3

√
4
(
−1

2
+ i

√
3
2

)
= − 1

3√2
+ i

√
3

3√2

z2 =
3
√
4
(
cos(4π

3
) + i sen(4π

3
)
)
= 3

√
4
(
−1

2
− i

√
3
2

)
= − 1

3√2
− i

√
3

3√2
.

2. ¿Cuál es el conjugado complejo de
(8− 2i)10

(4 + 6i)5
?

Solución. Sea z = (8−2i)10

(4+6i)5
, entonces

z =

(
(8− 2i)10

(4 + 6i)5

)
=

(8− 2i)10

(4 + 6i)5
=

(8 + 2i)10

(4− 6i)5
.

3. Exprese cos 6x y sen 6x en términos de cosx y sen x.
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Solución. Utilizando la fórmula de De Moivre para r = 1 y n = 6 se obtiene
la identidad

(cosx+ i sen x)6 = cos 6x+ i sen 6x.

Cuando se expande el lado izquierdo, utilizando el teorema del binomio, se
obtiene que

cos6 x+ 6i cos5 x sen x− 15 cos4 x sen2 x− 20i cos3 x sen3 x

+15 cos2 x sen4 x+ 6i cosx sen5 x− sen6 x.

Al igualar las partes reales e imaginarias se llega a que

cos 6x = cos6 x− 15 cos4 x sen2 x+ 15 cos2 x sen4 x− sen6 x

sen 6x = 6 cos5 x sen x− 20 cos3 x sen3 x+ 6 cosx sen5 x.

4. Encuentre el valor absoluto de
(2− 3i)2

(8 + 6i)2
.

Solución. Aplicando las propiedades de la norma de los números complejos,
se tiene que

∣∣∣∣
(2− 3i)2

(8 + 6i)2

∣∣∣∣ =
|(2− 3i)|2
|(8 + 6i)|2 =

( |(2− 3i)|
|(8 + 6i)|

)2

=

( √
13√
100

)2

=
13

100
.

5. Sea w una ráız n-ésima de la unidad, con w �= 1. Demuestre que

1 + w + w2 + · · ·+ wn−1 = 0.

Solución. Sea S = 1+w+w2+ · · ·+wn−1, multiplicando por w en ambos
lados de la igualdad se obtiene

w + w2 + · · ·+ wn−1 + wn = Sw,

y restando a 1 + w + w2 + · · · + wn−1 la igualdad anterior, se obtiene
1− wn = S − Sw, por lo tanto S = 1−wn

1−w
= 0.
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6. Sea w una ráız n−ésima de la unidad, con w �= 1. Evalúe

1 + 2w + 3w2 + · · ·+ nwn−1.

Solución. Sea S = 1 + 2w + 3w2 + · · ·+ nwn−1, multiplicando por w, se
obtiene

Sw = w + 2w2 + 3w3 + · · ·+ nwn.

Entonces,

S − Sw = 1 + w + w2 + w3 + · · ·+ wn−1 − nwn = −nwn,

ya que por el problema anterior (5), 1 + w + w2 + w3 + · · ·+ wn−1 = 0.
Por lo tanto, S = −nwn

1−w
, de donde 1 + 2w + 3w2 + · · ·+ nwn−1 = −n

1−w
.

7. Demuestre que las ráıces de un polinomio con coeficientes reales ocurren
en parejas conjugadas.

Solución. Sea P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z
1 + a0 = 0, donde an,

an−1, . . . , a1, a0 ∈ R. Sea α ∈ C una ráız de P , entonces

anα
n + an−1α

n−1 + · · ·+ a1α
1 + a0 = 0.

Tomando el conjugado de la ecuación anterior, se obtiene

anαn + an−1αn−1 + · · ·+ a1α1 + a0 = 0,

y aplicando propiedades de la conjugación se tiene que

anαn + an−1αn−1 + · · ·+ a1α1 + a0 = 0

anαn + an−1αn−1 + · · ·+ a1α1 + a0 = 0

anα
n + an−1α

n−1 + · · ·+ a1α
1 + a0 = 0.

Se concluye que si α ∈ C es una ráız del polinomio P , entonces también
α es una ráız del polinomio P .

8. Si a, b ∈ C, muestre la identidad del paralelogramo

|a− b|2 + |a+ b|2 = 2(|a|2 + |b|2).
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Solución. Observe que

|a− b|2 + |a+ b|2 = (a− b)(a− b) + (a+ b)(a + b)

= (a− b)(a− b) + (a+ b)(a + b)

= |a|2 − ab− ba + |b|2 + |a|2 + ab+ ba + |b|2.
Por lo tanto, |a− b|2 + |a+ b|2 = 2(|a|2 + |b|2).

9. Interprete geométricamente la identidad del ejercicio anterior.

Solución. Note que a − b y a + b son los vectores que forman las diago-
nales de un paralelogramo generado por los vectores a y b, ver figura 1.1.
Luego, la identidad del paralelogramo se puede interpretar aśı: la suma de
los cuadrados de las longitudes de las diagonales de un paralelogramo es
igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los cuatro lados del
paralelogramo.

a+ b

a− b

x

b

a

y

Figura 1.1: Identidad del paralelogramo.

10. Suponga que |z| = 1 o |w| = 1 y que z̄w �= 1. Demuestre que
∣∣∣∣
z − w

1− z̄w

∣∣∣∣ = 1.
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Solución. Se tienen dos casos:
Si |z| = 1, entonces zz̄ = |z|2 = 1. Luego,

∣∣∣∣
z − w

1− z̄w

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
z − w

1− z̄w

∣∣∣∣
∣∣∣∣
1

z

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
z − w

z − zz̄w

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
z − w

z − w

∣∣∣∣ = 1.

Si |w| = 1, se tiene que ww̄ = |w|2 = 1, w = 1
w̄
. Entonces

∣∣∣∣
z − w

1− z̄w

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
z − w

1− z̄w

∣∣∣∣
∣∣∣∣
1

w̄

∣∣∣∣
∣∣∣∣

z − w

w̄ − w̄z̄w

∣∣∣∣
∣∣∣∣
z − w

w̄ − z̄

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
z − w

z − w

∣∣∣∣ = 1.

11. Si z = x+ iy, muestre que |x|+ |y| ≤
√
2|z|.

Solución. Como z = x + iy, entonces |z| =
√
x2 + y2. Por otra parte, se

tiene que

0 ≤ (|x| − |y|)2

0 ≤ x2 − 2|x||y|+ y2

2|x||y| ≤ x2 + y2

x2 + 2|x||y|+ y2 ≤ 2
(
x2 + y2

)

(|x|+ |y|)2 ≤ 2
(
x2 + y2

)

|x|+ |y| ≤
√

2 (x2 + y2).

Por lo tanto, |x|+ |y| ≤
√
2|z|.

12. Muestre lo siguiente:

a) arg z̄ = −arg z (mod 2π).

b) arg z
w
= arg z − arg w (mod 2π).

c) |z| = 0 si y sólo si z = 0.

Solución.

a) Sea z = x+ iy, entonces z̄ = x− iy y

arg z̄ = tan−1

(−y

x

)
= − tan−1

(y
x

)
(mod 2π),

por lo tanto arg z̄ = −arg z (mod 2π).
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b) Recuerde que

arg (z1z2) = arg z1 + arg z2 (mod 2π),

y que z−1 = z̄
|z|2 , por lo que usando la observación y el inciso anterior,

se tiene que

arg
z

w
= arg

(
z · w̄

|w|2
)

= arg z − arg

(
w

|w|2
)

(mod 2π).

Como arg w = arg w
|w|2 , entonces arg

z
w
= arg z − arg w (mod 2π).

c) Sea z = x + iy tal que
√

x2 + y2 = 0, luego x = 0 y y = 0, por lo
tanto z = 0.

Rećıprocamente, si z = 0, entonces x = 0 y y = 0, por lo tanto
|z| = 0.

13. Usando la fórmula z−1 =
z̄

|z|2 , muestre como construir geométricamente

z−1.

Solución. Sea z = x + iy, siguiendo la fórmula z−1 = z̄
|z|2 , para calcular

z̄ tiene que reflejar z con respecto al eje x y entonces z−1 = 1
|z|2 (x,−y),

ver figura 1.2. La fórmula lo único que hace es reducir o alargar el vector
(x,−y) dependiendo de la magnitud de 1

|z|2 ∈ R.

14. Muestre la identidad de Lagrange

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

zkwk

∣∣∣∣∣

2

=

(
n∑

k=1

|zk|2
)(

n∑

k=1

|wk|2
)

−
∑

k<j

|zkw̄j − zjw̄k|2 .

Deduzca la desigualdad de Cauchy-Schwarz a partir de su demostra-
ción.

Solución. Utilice la identidad |z|2 = zz̄. Sea S igual al lado derecho de
la identidad. Entonces, desarrollando el lado derecho de la igualdad, se
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y

x

z

z
|z|2 , |z|2 > 1

z

z
|z|2 , |z|2 < 1

Figura 1.2: Construcción de z−1.

obtiene

S = (z1z̄1 + z2z̄2 + · · ·+ znz̄n) (w1w̄1 + w2w̄2 + · · ·+ wnw̄n)

−
∑

1≤k<j≤n

(zkw̄j − zjw̄k) (z̄kwj − z̄jwk)

= (z1z̄1 + z2z̄2 + · · ·+ znz̄n) (w1w̄1 + w2w̄2 + · · ·+ wnw̄n)

−
∑

1≤k<j≤n

zkz̄kwjw̄j −
∑

1≤k<j≤n

zj z̄jwkw̄k

−
∑

1≤k<j≤n

zkz̄jwkw̄j +
∑

1≤k<j≤n

zj z̄kwjw̄k.

Observe que

∑

1≤k<j≤n

akbj +
∑

1≤k<j≤n

ajbk =

n∑

k,j=1,k �=j

akbj .
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Entonces, se tiene que

S =

n∑

k,j=1

zkz̄kwjw̄j −
n∑

k,j=1,k �=j

zkz̄kwjw̄j +

n∑

k,j=1,k �=j

zkz̄jwkw̄j

=

n∑

k,j=1,

zkz̄kwjw̄j +

n∑

k,j=1,k �=j

zkz̄jwkw̄j =

n∑

k,j=1

zkz̄jwkw̄j

=
n∑

k,j=1

(zkwk) (z̄jw̄j) =
n∑

k,j=1

(zkwk) (zjwj)

= (z1w1 + z2w2 + · · ·+ znwn) (z1w1 + z2w2 + · · ·+ znwn)

=

(
n∑

k=1

zkwk

)(
n∑

k=1

zkwk

)
=

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

zkwk

∣∣∣∣∣

2

,

lo cual completa la prueba.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz está dada por

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

zkwk

∣∣∣∣∣

2

≤
(

n∑

k=1

|zk|2
)(

n∑

k=1

|wk|2
)
.

Si z ∈ C, entonces |z|2 ∈ R y |z|2 ≥ 0, por lo que

∑

k<j

|zkw̄j − zjw̄k|2 ≥ 0.

Aśı, se tiene que

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

zkwk

∣∣∣∣∣

2

=

(
n∑

k=1

|zk|2
)(

n∑

k=1

|wk|2
)

−
∑

k<j

|zkw̄j − zjw̄k|2

≤
(

n∑

k=1

|zk|2
)(

n∑

k=1

|wk|2
)
.

15. Calcule la ḿınima cota superior (esto es, el supremo) del subconjunto de
números reales

A = {Re(iz3 + 1) | |z| < 2}.
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Solución. Sea z = x + iy, entonces z3 = (x3 − 3xy2) + i(3x2y − y3),
aśı que Re(iz3 + 1) = y3 − 3x2y + 1 y además

√
x2 + y2 < 2. Si y = 0,

entonces Re(z3i+1) = 1, pero si x = 0, se tiene que Re(iz3+1) = y3+1
y como −2 < y < 2, entonces Re(iz3 + 1) está acotada por y3 + 1 < 9.
Por lo tanto, sup A = 9.

16. Muestre la identidad trigonométrica de Lagrange:

1 + cos(θ) + cos(2θ) + · · ·+ cos(nθ) =
1

2
+

sen
(
(n + 1

2
)θ
)

2 sen
(
θ
2

) ,

donde sen
(
θ
2

)
�= 0.

Solución. Sea S = 1+cos(θ)+ cos(2θ)+ · · ·+cos(nθ), multiplicando por
sen

(
θ
2

)
en ambos lados de la igualdad se obtiene

sen

(
θ

2

)
S = sen

(
θ

2

)
+ sen

(
θ

2

)
cos(θ) + · · ·+ sen

(
θ

2

)
cos(nθ).

Utilizando la identidad trigonométrica

sen(θ) cos(β) =
1

2
[sen(θ − β) + sen(θ + β)] ,

se puede reescribir lo anterior como

sen

(
θ

2

)
S = sen

(
θ

2

)
+

1

2

(
sen

(−θ

2

)
+ sen

(
3θ

2

))
+

+
1

2

(
sen

(−3θ

2

)
+ sen

(
5θ

2

))
+ · · ·+

1

2

(
sen

((
1

2
− n

)
θ

)
+ sen

((
1

2
+ n

)
θ

))

de donde

sen

(
θ

2

)
S =

sen
(
θ
2

)

2
+

sen
((
n− 1

2

)
θ
)

2
.

Por lo tanto,

S =
1

2
+

sen
((
n+ 1

2

)
θ
)

2 sen
(
θ
2

) .
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17. Suponga que los números complejos z1, z2, z3 satisfacen la ecuación

z2 − z1
z3 − z1

=
z1 − z3
z2 − z3

.

Muestre que |z2 − z1| = |z3 − z1| = |z2 − z3|.
Solución. Es fácil ver que la condición z2−z1

z3−z1
= z1−z3

z2−z3
es equivalente a

z21 + z22 + z23 = z1z2 + z2z3 + z3z1.

La última igualdad es equivalente a que el determinante siguiente es cero

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
z1 z2 z3
z2 z3 z1

∣∣∣∣∣∣
= 0.

El hecho de que el determinante sea cero, implica que el triángulo con
vértices en z1, z2, z3 es semejante al triángulo con vértices en z2, z3, z1. Por
lo tanto el triángulo debe ser equilátero, ver [2].

18. Muestre la identidad

sen
(π
n

)
sen

(
2π

n

)
· · · sen

(
(n− 1)π

n

)
=

n

2n−1
.

Solución. Considere la ecuación zn − 1 = 0 y sus n soluciones

1, ei
2π
n , ei

4π
n , . . . , ei

2(n−1)π
n .

Se puede escribir

zn − 1 = (z − 1)
(
z − ei

2π
n

)(
z − ei

4π
n

)
· · ·

(
z − ei

2(n−1)π
n

)
,

y dividiendo la ecuación entre z − 1 se obtiene

zn − 1

z − 1
=

(
z − ei

2π
n

)(
z − ei

4π
n

)
· · ·

(
z − ei

2(n−1)π
n

)
.

Ahora, utilice el hecho de que

zn − 1

z − 1
= 1 + z + z2 + · · ·+ zn−1,
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entonces

1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 =
(
z − ei

2π
n

)
· · ·

(
z − ei

2(n−1)π
n

)
;

si z = 1, se tiene que

n =
(
1− ei

2π
n

)(
1− ei

4π
n

)
· · ·

(
1− ei

2(n−1)π
n

)
.

El conjugado de la ecuación anterior es

n =
(
1− e−i 2π

n

)(
1− e−i 4π

n

)
· · ·

(
1− e−i

2(n−1)π
n

)
.

Multiplique las dos ecuaciones anteriores y use la identidad

(
1− e−i 2kπ

n

)(
1− e−i 2kπ

n

)
= 2− 2 cos

(
2kπ

n

)
,

para obtener

n2 = 2n−1

(
1− cos

(
2π

n

))
· · ·

(
1− cos

(
2(n− 1)π

n

))
.

Finalmente, sustituyendo la siguiente identidad en la ecuación anterior,

1− cos

(
2kπ

n

)
= 2 sen2

(
kπ

n

)
,

se obtiene

n2 = 22(n−1) sen2
(π
n

)
sen2

(
2π

n

)
· · · sen2

(
(n− 1)π

n

)

que es equivalente a

n = 2n−1 sen
(π
n

)
sen

(
2π

n

)
· · · sen

(
(n− 1)π

n

)
.

Por lo tanto,

n

2n−1
= sen

(π
n

)
sen

(
2π

n

)
· · · sen

(
(n− 1)π

n

)
.
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Segunda solución. Considere el polinomio p(z) = (1 − z)n − 1, el cual
puede ser escrito como wn − 1, donde w = 1 − z. Las ráıces de wn = 1
son las ráıces n-ésimas de la unidad, wk = cos 2π

n
+ isen 2π

n
, para k =

0, 1, . . . , n− 1. Entonces las ráıces de p(z) son zk = 1− wk.

Analizando el polinomio p(z), observe que puede escribirse como p(z) =
z(−n + q(z)) donde q(z) es un polinomio de grado n− 1. Entonces si se
hace, p(z) = 0, se tiene que las ráıces deben cumplir, por las fórmulas de
Vieta, que (−1)nn =

∏n−1
i=1 zi, por lo que n =

∏n−1
i=1 |zi|.

Calcule ahora |zi|.

|zi| = |1− wi| =
√(

1− cos

(
2πk

n

))2

+

(
sen

(
2πk

n

))2

=

√

1− 2 cos

(
2πk

n

)
+ cos2

(
2πk

n

)
+ sen2

(
2πk

n

)

=

√

2− 2 cos

(
2πk

n

)
=

√

4 sen2

(
πk

n

)
= 2 sen

(
πk

n

)
,

donde se utilizó que cos2 x+sen2x = 1 y 1−cos(2x) = 2 sen2 x. De donde
se obtiene la identidad pedida.

19. La correspondencia del número complejo z = a+ ib con la matriz

(
a −b
b a

)
= Ψz

dá otra manera de representar a los números complejos. Demuestre que:

a) Ψzω = ΨzΨω.

b) Ψz+ω = Ψz +Ψω.

c) Ψ1 =

(
1 0
0 1

)
.

d) λΨz = Ψλz, si λ es real.

e) Ψz = (Ψz)
t (la matriz transpuesta).

f ) Ψ 1
z
= (Ψz)

−1.
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g) z es real si y sólo si Ψz = (Ψz)
t.

h) |z| = 1 si y sólo si Ψz es una matriz ortogonal.

Solución. Sean z = a + ib y w = c+ id.

a) Como zw = (ac− bd) + i(ad+ cb), se tiene que

Ψzw =

(
ac− db −ad− cb
ad+ cb ac− db

)

ΨzΨw =

(
a −b
b a

)(
c −d
d c

)
=

(
ac− db −ad − cb
ad+ cb ac− db

)
.

Por lo tanto, Ψzω = ΨzΨω.

b)

Ψz+w =

(
a+ c −d− b
d+ b a+ c

)
=

(
a −b
b a

)
+

(
c −d
d c

)

= Ψz +Ψw.

c) Sea z = 1 + i0

Ψ1 =

(
1 0
0 1

)

donde a = 1, b = 0.

d)

λΨz = λ

(
a −b
b a

)
=

(
λa −λb
λb λa

)
= Ψλz.

e) Como z̄ = a− ib

Ψz =

(
a b
−b a

)
=

(
a −b
b a

)t

= (Ψz)
t.

f ) Tenemos que z−1 = a
a2+b2

− i b
a2+b2

, luego

(Ψz)
−1 =

(
a −b
b a

)−1

=
1

a2 + b2

(
a b
−b a

)

=

(
a

a2+b2
b

a2+b2
−b

a2+b2
a

a2+b2

)
= Ψ 1

z
.
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g) Si z ∈ R entonces z = a+ i0, por lo que

Ψz =

(
a 0
0 a

)
y (Ψz)

t =

(
a 0
0 a

)
,

por lo tanto Ψz = (Ψz)
t.

Rećıprocamente, si Ψz = (Ψz)
t donde z = a+ ib, entonces

(
a −b
b a

)
=

(
a b
−b a

)
.

Dos matrices son iguales si sus entradas respectivas son iguales

a = a −b = b
b = −b a = a.

Para que b = −b entonces b = 0, por lo tanto z ∈ R.

h) Si |z| = 1, muestre que (Ψz)
−1 = (Ψz)

t,

(Ψz)
t =

(
a −b
b a

)t

=

(
a b
−b a

)
.

Por otro lado

(Ψz)
−1 =

1

det(Ψz)

(
a b
−b a

)
=

1

a2 + b2

(
a b
−b a

)

=

(
a b
−b a

)
,

por lo tanto (Ψz)
−1 = (Ψz)

t, lo cual es equivalente a que Ψz sea
ortogonal.

Rećıprocamente, si (Ψz)
−1 = (Ψz)

t, entonces

1

a2 + b2

(
a b
−b a

)
=

(
a b
−b a

)
,

por lo que a
a2+b2

= a, de donde a2+ b2 = 1. Entonces
√
a2 + b2 = 1,

luego |z| = 1.
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1.3. Algunas funciones elementales

Por funciones elementales complejas nos referimos a la función exponencial, a
las funciones trigonométricas y a la función logaritmo, las cuales serán definidas
a continuación.

Definición 1.3.1 Si z = x+ iy, entonces se define ez como ex(cos y+ i sen y).
Esta función se conoce como la función exponencial compleja.

Una vez definida la función exponencial, es posible definir las funciones trigo-
nométricas complejas.

Definición 1.3.2 Para cualquier número complejo z, se definen

sen z =
eiz − e−iz

2i
y cos z =

eiz + e−iz

2
.

Definir la función logaritmo es un poco más complicado, pues su dominio de
definición no es todo el plano complejo C y su rango es una banda de longitud
2π.

Definición 1.3.3 La función log : C\{0} → C, con rango y0 ≤ Im log z <
y0 + 2π, está definida como

log z = log |z|+ iarg z,

donde arg z toma valores en el intervalo [y0, y0 + 2π) y log |z| es el logaritmo
usual del número real positivo |z|.

La elección del intervalo [y0, y0 + 2π), es llamada la elección de una rama de
logaritmo. Notemos que podemos elegir cualquier intervalo de longitud 2π.

Una vez que se ha definido la función log, es posible definir ab para cualesquiera
a, b ∈ C, donde a �= 0.

Definición 1.3.4 Dados a, b ∈ C con a �= 0, se define ab = eb log a, donde se ha
elegido una rama de log.

Un caso particular importante de la definición anterior es cuando b = 1
n
, para

n ∈ N.
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Definición 1.3.5 La función ráız n-ésima se define como

n
√
z = z

1
n = e

log z

n

para una elección espećıfica de una rama de log; con esta elección, n
√
z = e

log z

n

es llamada una rama de la función ráız n-ésima.

A continuación presentamos varios problemas acerca de las funciones elementales
definidas en los números complejos, aśı como la geometŕıa de algunas funciones
simples.

1. Exprese en la forma a+ ib:

a) e3−i.

b) cos(2 + 3i).

Solución.

a) Si z = x + iy, entonces como ez = ex(cos y + i sen y), se tiene que
e3−i = e3(cos(−1) + i sen(−1)) = e3(cos 1− i sen 1).

b) Por la definción de la función coseno tenemos que cos z = eiz+e−iz

2
,

por lo que

cos(2 + 3i) =
ei(2+3i) + e−i(2+3i)

2
=

e2i−3 + e−2i+3

2

=
e−3(cos 2 + i sen 2) + e3(cos(−2) + i sen(−2))

2

=
e−3 cos 2 + e3 cos (−2)

2
+ i

e−3 sen 2 + e3 sen (−2)

2

=
(e−3 + e3) cos 2

2
+ i

(e3 − e−3) sen 2

2
= cosh 3 cos 2 + i senh 3 sen 2.

2. Resuelva

a) sen z = 3
4
+ i

4
.

b) sen z = 4.
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Solución.

a) Por definición, sen z = eiz−e−iz

2i
, entonces eiz−e−iz

2i
= 3

4
+ i

4
, multipli-

cando por 4i en ambos de la igualdad se tiene

2eiz − 2e−iz = −1 + 3i.

Sean w = −1 + 3i y t = eiz, por lo que 2t − 2t−1 = w, aśı que
2t2 − wt − 2 = 0, y usando la fórmula general se obtiene que

t =
w±

√
(−w)2+16

4
. Ahora, es necesario calcular

�
(−w)2 + 16 = r,

entonces

r =

�
(−1 + 3i)2 + 16 =

�
(−8 − 6i) + 16 =

√
8− 6i.

Para calcular la última ráız, se tiene que a = 8 y b = −6 en la fórmula
(1.1), luego

α =

�
8 +

�
82 + (−6)2

2
= 3 y β =

�
−8 +

�
82 + (−6)2

2
= 1,

dado que b < 0 se tiene que r = ±(3 − i). Por lo tanto t = w±r
4

=
(−1+3i)±(3−i)

4
, luego las dos ráıces son t1 = 2+2i

4
= 1

2
+ i

2
y t2 =

−4+4i
4

= −1 + i.

Para t1 =
1
2
+ i

2
, se desea resolver eiz = t1 =

1
2
+ i

2
, luego

iz = log



��

1

2

�2

+

�
1

2

�2

+ i

�
arg

�
1

2
+

i

2

�
+ 2πn

�

= log

��
1

2

�
+ i

�π
4
+ 2πn

�
.

Haciendo uso de las propiedades de la función logaritmo real, se
concluye que iz = −1

2
log(2) + i

�
π
4
+ 2πn

�
. Por lo tanto z1 =

−π
4
+ 2πn+ i

2
log(2).

Ahora se considera t2 = −1+i, entonces iz = log(
√
2)+i

�
3π
4
+ 2πn

�
.

Por lo tanto z2 = −3π
4
+2πn+ i

2
log 2, luego z1 = −π

4
+2πn+ i

2
log 2

y z2 = −3π
4
+ 2πn + i

2
log 2, son las soluciones buscadas.
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b) Como sen z = eiz−e−iz

2i
= 4, entonces eiz − e−iz = 8i. Sea t = eiz,

entonces t2−8it−1 = 0, calculando t se tiene que t =
8i±

√
(−8i)2+4

2
=

8i±
√
−60

2
= 4i±

√
−15 = i

(
4±

√
15
)
.

Por lo que log t = iz, entonces iz = log |t|+i(arg(t)+2πn) = log(4±√
15)+ i

(
π
2
+ 2πn

)
. Por lo tanto z = −

(
π
2
+ 2πn

)
+ i log(4±

√
15).

3. Encuentre todos los valores de

a) log (−i).

b) log (1 + i).

Solución.

a) log (−i) = log |1|+ iarg(−i) + i2πn = i
(
3π
2
+ 2πn

)
, para n ∈ Z.

b) log(1 + i) = log |
√
2|+ iarg(i) + i2πn = log

√
2 + i

(
π
2
+ 2πn

)
para

n ∈ Z.

4. Encuentre todos los valores de

a) (−1)i.

b) 2i.

Solución.

a) (−1)i = ei log(−1) = ei(log |1|+iπ+2iπn) = e−π−2πn, para n ∈ Z.

b) 2i = ei log(2) = ei(log |2|+i2πn) = e−2πn+i log |2|, para n ∈ Z.

5. Denótese por
√·, la ráız cuadrada particular definida por

√
r(cos θ + i sin θ) = r

1
2

[
cos

(
θ

2

)
+ i sin

(
θ

2

)]
, 0 ≤ θ ≤ 2π.

La otra ráız es r
1
2

[
cos

(
θ+2π

2

)
+ i sin

(
θ+2π
2

)]
. ¿Para qué valores de z se

cumple la ecuación
√
z2 = z?

Solución. Se tiene que si z = r(cos θ + i sen θ), entonces

√
z = r

1
2

(
cos

θ

2
+ i sen

θ

2

)
para 0 ≤ θ ≤ 2π.
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Luego, si z2 = r2(cos 2θ+ i sen 2θ), se tiene que
√
z2 = r(cos θ+ i sen θ)

si 0 ≤ 2θ < 2π, es decir, 0 ≤ θ < π. Por lo tanto, las z que satisfacen la
propiedad pedida son las que estan en el semi-plano superior, incluyendo
los reales positivos.

6. Muestre que

z = tan

[
1

i
log

(
1 + zi

1− zi

) 1
2

]
.

Solución.

tan

[
1

i
log

(
1 + zi

1− zi

) 1
2

]
=

sen
[
1
i
log

(
1+zi
1−zi

) 1
2

]

cos
[
1
i
log

(
1+zi
1−zi

) 1
2

]

=
e
i1
i
log( 1+zi

1−zi)
1
2

−e
−i 1

i
log( 1+zi

1−zi)
1
2

2i

e
i1
i
log( 1+zi

1−zi)
1
2

+e
−i 1

i
log( 1+zi

1−zi)
1
2

2

=
ei

1
i
log( 1+zi

1−zi)
1
2 − e−i 1

i
log( 1+zi

1−zi)
1
2

i

(
ei

1
i
log( 1+zi

1−zi)
1
2

+ e−i 1
i
log( 1+zi

1−zi)
1
2

)

=
elog(

1+zi
1−zi)

1
2 − e− log( 1+zi

1−zi)
1
2

i

(
elog(

1+zi
1−zi)

1
2

+ e− log( 1+zi
1−zi)

1
2

)

=
1

i
·
(
1+zi
1−zi

) 1
2 −

(
1+zi
1−zi

)− 1
2

(
1+zi
1−zi

) 1
2 +

(
1+zi
1−zi

)− 1
2

=
1

i
·
(
1+zi
1−zi

)
− 1

(
1+zi
1−zi

)
+ 1

=
1

i
· (1 + zi)− (1− zi)

(1 + zi) + (1− zi)

=
1

i
· 2zi

2
= z.

7. Examine el comportamiento de ex+iy cuando x → ±∞ y cuando y → ±∞.

Solución. Se tiene que ex+iy = exeiy, luego cuando x → ±∞, el término eiy

permanece constante, entonces ex+iy → ∞ cuando x → ∞ y ex+iy → 0
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cuando x → −∞. Ahora, si y → ±∞, ex permanece constante, entonces
ex+iy pertenece a la circunferencia de radio ex cuando y → ±∞, pero no
existe el ĺımite.

8. Defina las funciones senh y cosh en todo C por senh z = ez−e−z

2
y cosh z =

ez+e−z

2
. Muestre que:

a) cosh2 z − senh2 z = 1.

b) senh(z1 + z2) = senh z1 cosh z2 + cosh z1 senh z2.

c) cosh(z1 + z2) = cosh z1 cosh z2 + senh z1 senh z2.

d) senh(x+ iy) = senh x cos y + i cosh x sen y.

e) cosh(x+ iy) = cosh x cos y + i senh x sen y.

Solución.

a)

cosh2 z − senh2 z =

(
ez + e−z

2

)2

−
(
ez − e−z

2

)2

=
e2z + 2 + e−2z

4
− e2z − 2 + e−2z

4

=
4

4
= 1.

b) Sea A = senh (z1 + z2), entonces

A =
ez1+z2 − e−(z1+z2)

2
=

2ez1+z2 − 2e−(z1+z2)

2 · 2
=

ez1+z2 − e−z1+z2 + ez1−z2 − e−(z1+z2)

4
+

ez1+z2 + e−z1+z2 − ez1−z2 − e−(z1+z2)

4

=
ez1+z2 − e−z1+z2 + ez1−z2 − e−(z1+z2)

4
+

ez1+z2 + e−z1+z2 − ez1−z2 − e−(z1+z2)

4

=

(
ez1 − e−z1

2

)(
ez2 + e−z2

2

)
+

(
ez1 + e−z1

2

)(
ez2 − e−z2

2

)

= senh z1 cosh z2 + cosh z1 senh z2.
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c) Sea B = cosh(z1 + z2), entonces

B =
ez1+z2 + e−(z1+z2)

2
=

2ez1+z2 + 2e−(z1+z2)

2 · 2
=

ez1+z2 + e−z1+z2 + ez1−z2 + e−(z1+z2)

4
+

ez1+z2 − e−z1+z2 − ez1−z2 + e−(z1+z2)

4

=
ez1+z2 + e−z1+z2 + ez1−z2 + e−(z1+z2)

4
+

ez1+z2 − e−z1+z2 − ez1−z2 + e−(z1+z2)

4

=

(
ez1 + e−z1

2

)(
ez2 + e−z2

2

)
+

(
ez1 − e−z1

2

)(
ez2 − e−z2

2

)

= cosh z1 cosh z2 + senh z1 senh z2.

d) Usando la parte b), se tiene que senh(x + iy) = senh x cosh iy +
cosh x senh iy y utilizando que cosh iy = cos y y senh iy = i sen y se
puede concluir que senh(x+ iy) = senh x cos y + i cosh x sen y.

e) Usando la parte c), se tiene que cosh(x + iy) = cosh x cosh iy +
senh x senh iy, entonces cosh(x+ iy) = cosh x cos y + i sen x sen y.

9. Si b es un número real y a es un número complejo, muestre que |ab| = |a|b.
Solución. Recuerde que si z = x+ iy, entonces |ez| = |ex+iy| = ex = eRe z.

Por definición, ab = eb log(a), entonces

|ab| = |eb log(a)| =
∣∣eb(log |a|+i(arg(a)+2πn))

∣∣

= eb log |a| = |a|b.

10. a) Para números complejos a, b, c, muestre que abac = ab+c, usando
una rama fija del logaritmo.

b) Demuestre que (ab)c = acbc, si escogemos ramas de log tales que
log(ab) = log a+ log b.

Solución.
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a) Fije una rama de logaritmo, entonces

abac = eb log(a)ec log(a)

= eb(log |a|+iarg(a))ec(log |a|+iarg(a))

= eb(log |a|+iarg(a))+c(log |a|+iarg(a))

= e(b+c)(log |a|+iarg(a))

= e(b+c) log a

= ab+c.

b) Por definición (ab)c = ec log(ab), luego en la rama donde log(ab) =
log a + log b, se tiene que (ab)c = ec(log a+log b) = ec log a+c log b =
ec log aec log b = acbc. Por lo tanto, (ab)c = acbc.

11. a) ¿Cuál es la imagen, bajo la función z → z3, del primer cuadrante?

b) Discuta la geometŕıa de z → 3
√
z.

Solución.

a) Sea z = reiθ, donde r ∈ R+ y el ángulo θ ∈ [0, π/2], entonces

z3 =
(
reiθ

)3
= r3ei3θ, donde r3 ∈ R+ y θ ∈

[
0, 3π

2

]
. Por lo tanto la

función transforma el primer cuadrante a los tres primeros cuadrantes.

b) Sea z = reiθ, donde r ∈ R+ y 0 ≤ θ ≤ π, entonces 3
√
z =

(
reiθ

) 1
3 =

r
1
3 ei

θ
3 , luego r

1
3 ∈ R+ y θ ∈

[
0, π

3

]
. Por lo tanto la función reduce el

ángulo a un tercio del original y expande o reduce la norma.

12. ¿Cuál es la imagen de ĺıneas horizontales y verticales bajo z → cos z?

Solución. Se tiene que

cos z = cos(x+ iy) = cos(x) cos(iy)− sen(x) sen(iy)

= cos(x) cosh(y)− sen(x)i senh(y)

= cos(x) cosh(y)− i sen(x) senh(y).

Suponga que y = y0 es constante, entonces si cos z = u + iv donde
u = cos(x) cosh(y) y v = − sen(x) senh(y) se tiene que

u2

cosh2(y0)
+

v2

senh2(y0)
= 1,
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ya que sen2(x)+cos2(x) = 1, y por lo tanto las coordenadas u, v satisfacen
la ecuación de una elipse.

Similarmente, si x = x0 es constante, de la ecuación cosh
2(y)−senh2(y) =

1 se obtiene
u2

cos2(x0)
− v2

sen2(x0)
= 1

la cual es una hipérbola.

13. a) Demuestre que bajo la función z → z2, ĺıneas paralelas al eje real son
transformadas en parábolas.

b) Demuestre que bajo (una rama) z → √
z, ĺıneas paralelas al eje real

son transformadas en hipérbolas.

Solución.

a) Sea z = x + iy, entonces z2 = (x2 − y2) + i2xy, como se quiere
transformar las ĺıneas paralelas el eje real, sea y = y0 fijo donde
y0 ∈ R. Ahora, si z2 = u(x, y0) + iv(x, y0) entonces u(x, y0) =
x2 − y20 y v(x, y0) = 2xy0, aśı que x2 = u(x, y0) + y20 y elevando
v(x, y0) al cuadrado se obtiene v2(x, y0) = 4x2y20. Sustituyendo x2

en v2(x, y), se obtiene que v2(x, y) = 4(u(x, y)+y20)y
2
0. Por lo tanto,

v2(x, y) = 4y20(u(x, y) + y20) es la ecuación de una párabola.

b) Sea
√
z = e

1
2
log z con 0 ≤ arg z < 2π. Calculando la parte real e

imaginaria de
√
z, se tiene que

X = Re
(√

z
)
= |z| 12 cos

(
1

2
arg z

)
,

Y = Im
(√

z
)
= |z| 12 sen

(
1

2
arg z

)
.

Una recta paralela al eje real puede ser descrita como x+ iy0, donde

y0 es fijo y x ∈ R. Entonces para z = x + iy0, |z|
1
2 = (x2 + y20)

1
4 ,

arg z = tan−1
(
y0
x

)
. Luego,

XY = |z| cos
(
1

2
arg z

)
sen

(
1

2
arg z

)
=

|z|
2

cos ( arg z) .

Sea m = arg z = tan−1
(
y0
x

)
, entonces tanm = senm

cosm
= y0

x
. Como

cosm =
√
1− sen2m, haciendo u = senm, se tiene la ecuación
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u√
1−u2 = y0

x
, es decir, u2x2 = y20(1 − u2), de donde u2 =

y20
x2+y20

, o

u = |y0|
|z| . Por lo tanto, XY = |z|

2
· y0|

|z| =
|y0|
2
, es decir, la imagen de

una recta paralela el eje x es una hipérbola.

14. Demuestre que las identidades trigonométricas de suma de ángulos para las
funciones seno y coseno, pueden deducirse si se supone ei(x1+x2) = eix1eix2.

Solución. Por una parte se tiene que

ei(x1+x2) = cos(x1 + x2) + i sen(x1 + x2)

y por otra

eix1 = cosx1 + i sen x1, eix2 = cosx2 + i sen x2.

Entonces

eix1eix2 = (cosx1 + i sen x1)(cosx2 + i sen x2)

= (cosx1 cos x2 − sen x1 sen x2)

+i(cosx1 sen x2 + sen x1 cos x2).

Dado que ei(x1+x2) = eix1eix2 , se puede concluir

cos(x1 + x2) = cos x1 cosx2 − sen x1 sen x2

sen(x1 + x2) = cos x1 sen x2 + sen x1 cosx2.

15. Demuestre que el seno y el coseno son funciones periódicas con periodo
ḿınimo 2π, esto es, que:

a) sen(z + 2π) = sen z para toda z.

b) cos(z + 2π) = cos z para toda z.

c) sen(z + ω) = sen z para toda z, implica que ω = 2πn para algún
entero n.

d) cos(z + ω) = cos z para toda z, implica que ω = 2πn para algún
entero n.

Solución.
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a) Utilizando la identidad trigonométrica

sen(A+ B) = senA cosB + cosA senB

se obtiene

sen(z + 2π) = sen z cos 2π + cos z sen 2π

donde cos 2π = 1 y sen 2π = 0, por lo tanto sen(z + 2π) = sen z
para toda z.

b) Recordando la identidad trigonométrica

cos(A+ B) = cosA cosB − senA senB

se obtiene

cos(z + 2π) = cos z cos 2π − sen z sen 2π,

entonces cos(z + 2π) = cos z para toda z.

c) Como sen(z + ω) = sen z cosω + cos z senω = sen z, entonces
cos z senω = 0 y cosω = 1, por lo tanto ω = 2πn, donde n ∈ Z.

d) Como cos(z + ω) = cos z cosω − sen z senω = cos z, entonces
sen z senω = 0 y cosω = 1, por lo tanto ω = 2πn para todo n ∈ Z.

16. Demuestre que log z = 0 si z = 1, usando la rama −π < arg(z) ≤ π.

Solución. Se tiene que

log z = log |z|+ iarg(z) = log 1 + i0 = 0

por lo tanto log z = 0.

17. Muestre que sen z transforma la banda A = {z | − π
2
< Re z < π

2
} sobre

B = C \ {z | Im z = 0 y |Re z| ≥ 1}.
Solución. Sea z = x + iy, entonces sen z = sen x cosh y + i senh y cosx.
Sea C = {z | Re z = π

2
}, por lo que en C se tiene que sen z = cosh y, por

lo tanto, el conjunto C es enviado al conjunto {z | Re z ≥ 1, y = 0}.
De la misma manera, sea D = {z | Re z = −π

2
}, por lo que en D se tiene

que sen z = − cosh y, por lo tanto, el conjunto D es enviado al conjunto
{z | Re z ≤ −1, y = 0}.
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Luego, la frontera de A bajo sen z se transforma en la frontera de B. De
la misma manera, se puede ver que el eje imaginario se transforma en el
eje imaginario.

Ahora, cualquier recta paralela al eje y se transforma en una hipérbola.
Para ver esto, considere la recta z = x0 + iy donde x0 ∈

(
−π

2
, π
2

)
, luego

sen z = sen x0 cosh y + i senh y cos x0 = u+ iv, satisface la ecuación

u2

sen2 x0
− v2

cos2 x0
= 1.

Como el conjunto B se puede descomponer en este tipo de hipérbolas, se
termina la demostración.

1.4. Funciones continuas

Los conceptos topológicos en el plano complejo son los mismos que los del plano
real. Aśı mismo, los conceptos de ĺımite, continuidad y convergencia de sucesiones
son los mismos que los del cálculo real.

Aqúı presentamos problemas acerca de estas nociones, pero en los números com-
plejos. Al final se pide considerar una métrica en la esfera de Riemann, es decir,
Ĉ = C ∪∞.

1. a) Para cualesquiera dos números complejos z1 y z2, muestre que

|Re(z1)−Re(z2)| ≤ |z1−z2| ≤ |Re(z1)−Re(z2)|+ |Im(z1)− Im(z2)|.

b) Si f(z) = u(x, y) + iv(x, y), demuestre que

ĺım
z→z0

f(z) = ĺım
x→x0,y→y0

u(x, y) + i ĺım
x→x0,y→y0

v(x, y)

existe si ambos ĺımites en el lado derecho de la ecuación existen.
Rećıprocamente, si el ĺımite de la izquierda existe, demuestre que
ambos ĺımites de la derecha también existen y que la igualdad se
cumple. Demuestre que f(z) es continua si u y v lo son.

Solución.
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a) Se tiene que si w ∈ C, entonces |Re(w)| ≤ |w|, |Im(w) ≤ |w| y
|w| ≤ |Re(w)|+ |Im(w)|. Sea w = z1 − z2, entonces

|Re(z1 − z2)| ≤ |z1 − z2| ≤ |Re(z1 − z2)|+ |Im(z1 − z2)|.
Por lo tanto,

|Re(z1)−Re(z2)| ≤ |z1−z2| ≤ |Re(z1)−Re(z2)|+ |Im(z1)− Im(z2)|.

b) Primero suponga que

ĺım
x→x0,y→y0

u(x, y) = u0 y ĺım
x→x0,y→y0

v(x, y) = v0,

entonces para cada ǫ > 0 existen δ1 > 0 y δ2 > 0 tales que

|u(x, y)− u0| <
ǫ

2
∀(x, y) ∈ Dδ1(z0)

|v(x, y)− v0| <
ǫ

2
∀(x, y) ∈ Dδ2(z0),

donde Dδi(z0) = {z ∈ C | |z−z0|} < δi. Sea δ = ḿın (δ1, δ2), enton-
ces las dos desigualdades se satisfacen para toda z tal que z ∈ Dδ(z0).
Sea w0 = u0 + iv0, entonces usando la desigualdad del triángulo

|f(z)− w0| = |u(x, y)− u0 + i(v(x, y)− v0)|
≤ |u(x, y)− u0|+ |v(x, y)− v0|
≤ ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ

para todo z ∈ Dδ(z0). Por lo tanto, ĺımz→z0 f(z) existe y es w0.

Ahora suponga que ĺımz→z0 f(z) = w0. Entonces se tiene que ∀ ǫ >
0, ∃ δ > 0 tal que |f(z)− w0| < ǫ para toda z ∈ Dδ(z0). Ya que

|u(x, y)− u0| = |Re(f(z)− w0)| ≤ |f(z)− w0|
|v(x, y)− v0| = |Im(f(z)− w0)| ≤ |f(z)− w0|,

entonces
|u(x, y)− u0| < ǫ ∀(x, y) ∈ Dδ(z0)

|v(x, y)− v0| < ǫ ∀(x, y) ∈ Dδ(z0).

Por lo tanto,

ĺım
x→x0,y→y0

u(x, y) y ĺım
x→x0,y→y0

v(x, y)

existen y son iguales a u0 y v0, respectivamente.
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2. Si z0 ∈ C, demuestre que el conjunto {z0} es cerrado.

Solución. Mostrar que el conjunto {z0} es cerrado es lo mismo que mostrar
que su complemento es abierto, es decir, A = C\{z0} es abierto. Sea z ∈ A
y sea δ = 1

2
|z − z0|, entonces z0 no puede estar en D(z, δ). Por lo que

D(z, δ) ⊂ A, de donde A es abierto y por lo tanto {z0} es cerrado.

3. Use el hecho de que una función es continua si y sólo si la imagen inversa
de todo conjunto abierto es abierta, para demostrar que la composición de
dos funciones es continua.

Solución. Sean f : A → B y g : B → C funciones continuas, se tiene que
mostrar que g◦f : A → C es continua. Sea V ⊂ C un subconjunto abierto,
se debe ver que (g ◦f)−1(V ) es abierto en A. Se tiene que (g ◦f)−1(V ) =
f−1 (g−1(V )) es abierto en A ya que g−1(V ) es abierto en B, por ser una
función continua y f−1 (g−1(V )) es abierto en A ya que f es continua. Por
lo tanto g ◦ f es continua.

4. Muestre que f(z) = |z| es continua.
Solución. Sea z0 ∈ C y sea ǫ > 0, se tiene que mostrar que existe δ > 0
tal que si |z − z0| < δ implica que |f(z)− f(z0)| < ǫ.

Se tiene que |f(z) − f(z0)| = ||z| − |z0|| ≤ |z − z0| < δ, por lo que se
puede tomar δ = ǫ. Por lo tanto, ĺımz→z0 f(z) = f(z0), de donde f es
continua.

5. Demuestre o dé un ejemplo si es falso: Si ĺımz→z0 f(z) = a, h está definida
en los puntos f(z), ĺımw→a h(w) = c, entonces ĺımz→z0 h(f(z)) = c.

Solución. Dada ǫ > 0 se tiene que existe δ1 > 0, tal que si |w − a| < δ1,
entonces |h(w)−c| < ǫ. Para esta δ1, existe δ2 > 0, tal que si |z−z0| < δ2,
entonces |f(z)− a| < δ1.

Por lo tanto, si |z − z0| < δ2, entonces |f(z) − a| < δ1, pero entonces
|h(f(z))− c| < ǫ, lo que demuestra el resultado.

6. Sea f : C → C definida como f(0) = 0 y f(r[cos θ + i sen θ]) = sen θ si
r > 0. Muestre que f es discontinua en 0 pero es continua en cualquier
otro punto.

Solución. Como f(0) = 0, para ver que f es discontinua en 0, es suficiente
mostrar que ĺımz→0 f(z) �= 0. Para esto, considere z = r

(
cos π

2
+ i sen π

2

)
,
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r > 0, es decir, puntos en el eje imaginario positivo, y haga r → 0. En-
tonces, ĺımr→0 f

(
r
(
cos π

2
+ i sen π

2

))
= ĺımr→0 sen

π
2
= 1. Por lo tanto,

f no es continua en 0.

Para ver que f es continua en puntos z �= 0, note que sen θ es una función
continua en θ.

7. Para cada uno de los siguientes conjuntos, establezca si es o no abierto y
si es o no es cerrado.

a) A = {z ∈ C | Im(z) > 2}.
b) B = {z ∈ C | 1 ≤ |z| ≤ 2}.
c) C = {z ∈ C | − 1 < Re(z) ≤ 2}.

Solución.

a) El conjunto A es abierto porque no contiene los puntos frontera z =
x+ 2i y no es cerrado porque su complemento no es abierto ya que
contiene a los puntos frontera z = x+ 2i, ver figura 1.3.

y

x

2

Figura 1.3: Conjunto A.

b) El conjunto B es cerrado por contener todos sus puntos frontera,
luego B no es abierto, ver figura 1.4.

c) El conjunto C no es ni abierto, ni cerrado porque la frontera izquierda
del conjunto no está contenida pero la frontera derecha si, ver figura
1.5.
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x

y

|z| ≤ 2

|z| ≥ 1

Figura 1.4: Conjunto B.

-1 2
x

y

Figura 1.5: Conjunto C.

8. Para cada uno de los siguientes conjuntos establezca si es o no conexo y
si es o no compacto.

a) A = {z ∈ C | 1 < Re (z) ≤ 2}.
b) B = {z ∈ C | 2 ≤ |z| ≤ 3}.
c) C = {z ∈ C| |z| ≤ 5 y |Im(z)| ≥ 1}.

Solución.

a) El conjunto no es compacto porque no es cerrado ni acotado. Es
conexo, por ser conexo por trayectorias, ver figura 1.6.
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1 2
x

y

Figura 1.6: Conjunto A.

b) El conjunto es compacto, por ser cerrado y acotado y es conexo, por
ser conexo por trayectorias, ver figura 1.7.

y

|z| ≤ 3

x

|z| ≥ 2

Figura 1.7: Conjunto B.

c) El conjunto es compacto por ser cerrado y acotado, pero no es conexo
ya que no hay una trayectoria del punto 1+ i al 1− i, ver figura 1.8.

9. Muestre que f : A ⊂ C → C es continua si y sólo si zn → z0 en A implica
que f(zn) → f(z0).
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y

x

|z| ≤ 5

Im ≥ 1

Figura 1.8: Conjunto C.

Solución. Suponga que f es continua en A, y sea {zn} una sucesión en A
tal que zn → z0 ∈ A. Como f es continua en z0, dada ǫ > 0 existe δ > 0
tal que si |z − z0| < δ, entones |f(z)− f(z0)| < ǫ. Para esta δ > 0 existe
N ∈ N, tal que si n ≥ N entonces |zn−z0| < δ, por la convergencia de zn
a z0. Luego, como |zn − z0| < δ si n ≥ N , entonces |f(zn)− f(z0)| < ǫ,
es decir, f(zn) → f(z0).

Rećıprocamente, suponga que existe z0 ∈ A, tal que f no es continua en
z0, es decir existe ǫ > 0, tal que para toda δ > 0, existe z con |z− z0| < δ
y |f(z)− f(z0)| > ǫ.
Para δ = 1, existe z1 con |z1 − z0| < 1 tal que |f(z1)− f(z0)| > ǫ.
Para δ = 1

2
, existe z2 con |z2 − z0| < 1

2
tal que |f(z2)− f(z0)| > ǫ.

Para δ = 1
3
, existe z3 con |z3 − z0| < 1

3
tal que |f(z3) − f(z0)| > ǫ, y

aśı sucesivamente. Por lo tanto se ha encontrado una sucesión {zn} tal
que zn → z0 pero f(zn) � f(z0).

10. Muestre que la intersección de cualquier colección finita de subconjuntos
abiertos en C es abierta.

Solución. Sea {A1, A2, . . . , An} una colección finita de subconjuntos abier-
tos, por demostrar que A =

⋂n
i=1 Ai es abierto.

Sea z ∈ A, entonces existen discos abiertos Ni con centros en z y radios ǫi,
tal que Ni ⊂ Ai para toda i = 1, 2, . . . , n. Haga ǫ = mı́n{ǫ1, ǫ2, . . . , ǫn},
y sea N el disco con centro en z y radio ǫ, entonces N ⊂ Ai para toda
i = 1, 2, . . . , n, luego N ⊂ A, por lo tanto A es abierto.

11. Demuestre que si f es una función continua en un conjunto abierto A
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en C y h es continua en f(A), entonces la función composición (h ◦
f)(z) = h(f(z)) es continua en A, usando que si ĺımz→z0 f(z) = a y h
es una función definida en una vecindad de a y continua en a, entonces
ĺımz→z0 h(f(z)) = h(a).

Solución. Para mostrar que h ◦ f : A → C es continua en A, basta probar
que h ◦ f es continua en cada punto de A.

Sea z0 ∈ A, luego como f es continua en A, se tiene que ĺımz→z0 f(z) =
f(z0). Como h es continua en f(A), lo es en f(z0), luego ĺımz→z0 h(f(z)) =
h(f(z0)), por lo tanto h ◦ f es continua en z0.

12. Defina la métrica Cordal ρ en Ĉ haciendo ρ(z1, z2) = d(z′1, z
′
2) donde

z′1 y z′2 son los puntos correspondientes en la esfera de Riemann y d es la
distancia usual entre puntos de R3.

a) Muestre que zn → z en C si y sólo si ρ(zn, z) → 0.

b) Muestre que zn → ∞ en C si y sólo si ρ(zn,∞) → 0.

c) Si f(z) = az+b
cz+d

y ad− bc �= 0, muestre que f es continua en ∞.

Solución. Recuerde que si z = x+ iy ∈ C, el punto correspondiente en la

esfera de Riemman z′ tiene coordenadas z′ =
(

2x
|z|2+1

, 2y
|z|2+1

, |z|
2−1

|z|2+1

)
. A la

función z �→ z′ se le conoce como la proyección estereográfica.

a) El hecho de que zn → z en C es equivalente a tener que |zn| → |z|,
Re zn → Re z e Im zn → Im z. Note que

ρ(zn, z) = d(z′n, z
′)

=

[(
2 Re zn
|zn|2 + 1

− 2 Re z

|z|2 + 1

)2

+

(
2 Im zn
|zn|2 + 1

− 2 Im z

|z|2 + 1

)2

+

( |zn|2 − 1

|zn|2 + 1
− |z|2 − 1

|z|2 + 1

)2
] 1

2

de donde ρ(zn, z) → 0 si y sólo si zn → z.

b) El punto ∞ en Ĉ corresponde a N = (0, 0, 1), además zn → ∞ es
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equivalente a |zn| → ∞, luego

ρ(zn,∞) = d(z′n, N)

=

[(
2 Re zn
|zn|2 + 1

)2

+

(
2 Im zn
|zn|2 + 1

)2

+

( |zn|2 − 1− |zn|2 − 1

|zn|2 + 1

)2
] 1

2

luego, ρ(zn,∞) → 0 cuando |zn| → ∞. Por lo que zn → ∞ si y sólo
si ρ(zn,∞) → 0.

c) f(z) = az+b
cz+d

, ad − bc �= 0, f : Ĉ → Ĉ. Para ver que es continua
en ∞, se tiene que ver que ĺımz→∞ f(z) = f(∞). Pero si definimos
f(∞) = a

c
, es claro que ĺımz→∞ f(z) = f(∞).

1.5. Funciones anaĺıticas

Una vez que hemos estudiado la noción de continuidad para funciones complejas,
el siguiente paso natural es definir el concepto de la derivada compleja.

Definición 1.5.1 Sea f : A → C, donde A ⊂ C es un conjunto abierto.
Entonces se dice que f es diferenciable (en el sentido complejo) en z0 ∈ A si

ĺım
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

existe. Este ĺımite se denota por f ′(z0) o por df/dz(z0). Se dice que f es anaĺıtica
en A si f es compleja-diferenciable en cada z0 ∈ A.

La diferencia más importante entre las funciones diferenciables en el sentido real y
las complejo-diferenciables, radica en que estas últimas satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann.

Teorema 1.5.2 (Cauchy-Riemann) Sea f : A → C, donde A ⊂ C es un
conjunto abierto con f = u+ iv. Entonces f ′(z0) existe si y sólo si f es diferen-
ciable en el sentido de las variables reales, y en (x0, y0) = z0 las funciones u, v
satisfacen

∂u

∂x
=

∂v

∂y
y

∂u

∂y
= −∂v

∂x

(llamadas las ecuaciones de Cauchy-Riemann).
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Observación 1.5.3 (i) Usando el teorema anterior, la derivada de una fun-
ción anaĺıtica se puede expresar como

f ′(z0) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

∂f

∂x
y f ′(z0) =

∂v

∂y
− i

∂u

∂y
=

1

i
· ∂f
∂y

.

(ii) A una función anaĺıtica en todo el plano complejo se le llama función
entera.

Un teorema básico del análisis real es el teorema de la función inversa. Aqúı enun-
ciamos la contraparte compleja.

Teorema 1.5.4 (Función Inversa) Sea f : A → C, anaĺıtica donde A ⊂ C es
un conjunto abierto, con f ′ continua y tal que f ′(z0) �= 0. Entonces existe una
vecindad U de z0 y una vecindad V de f(z0) tal que f : U → V es una biyección
y su función inversa f−1 es anaĺıtica con derivada dada por

d

dw
f−1(w) =

1

f ′(z)
donde w = f(z).

Las partes real e imaginaria de una función anaĺıtica f = u+ iv, deben satisfacer
las ecuaciones de Cauchy-Riemann. La manipulación de estas ecuaciones nos
llevan a otra propiedad importante que deben satisfacer estas funciones u y v.

Definición 1.5.5 Una función dos veces continuamente diferenciable u : A →
R definida en un conjunto abierto A, es llamada armónica si

∇2u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0.

Luego, si f = u + iv es anaĺıtica, entonces u, v son armónicas, y de hecho
decimos que u y v son conjugadas armónicas.

Observación 1.5.6 La función f(z) = zn es anaĺıtica en todo C. Para ver esto,
se tiene que determinar si el ĺımite siguiente existe, para cualquier z0 ∈ C,

ĺım
z→z0

zn − zn0
z − z0

= ĺım
z→z0

(z − z0)(z
n−1 + zn−2z0 + · · ·+ zn−1

0 )

z − z0
= ĺım

z→z0
(zn−1 + zn−2z0 + · · ·+ zn−1

0 ) = nzn−1
0 .

Por lo tanto, la función f(z) = zn es anaĺıtica en cualquier z0, con derivada
f ′(z0) = nzn−1

0 . Luego, todo polinomio también es una función anaĺıtica.
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A continuación presentamos una serie de problemas acerca de los temas descritos
en esta sección, todos ellos relacionados con la definición de analiticidad de las
funciones complejas.

1. Determine los conjuntos en los cuales las siguientes funciones son anaĺıticas
y calcule sus derivadas:

a) 3z2 + 7z + 5.

b) (2z + 3)2.

c)
3z − 1

3− z
.

Solución.

a) f(z) = 3z2+7z+5 es anaĺıtica en todo C ya que f es un polinomio,
además f ′(z) = 6z + 7.

b) f(z) = (2z + 3)2 es un polinomio, entonces es anaĺıtica en todo C y
f ′(z) = 4(2z + 3).

c) f(z) = 3z−1
3−z

es anaĺıtica en A = {z ∈ C | z �= 3}, la derivada es

f ′(z) = (3−z)3−(3z−1)(−1)
(3−z)2

= 9−3z+3z−1
(3−z)2

= 8
(3−z)2

.

2. Para γ : [a, b] → C diferenciable y f : A → C anaĺıtica, con γ([a, b]) ⊂ A,
pruebe que σ = f ◦ γ es diferenciable con σ′(t) = f ′(γ(t))γ′(t).

Solución. Se mostrará la diferenciabilidad de σ en t0 ∈ [a, b]. Sea z0 = γ(t0)
y para z ∈ A defina

h(z) =

{
f(z)−f(z0)

z−z0
− f ′(z0) , z �= z0

0 , z = z0.

Como f ′(z0) existe, entonces h es continua. Por la continuidad de la com-
posición de funciones continuas, se tiene que

ĺım
t→t0

h ◦ γ(t) = h(z0) = 0.

De la definición de h y haciendo z = γ(t), se obtiene que f ◦γ(t)−f(z0) =
[h (γ(t)) + f ′(z0)] (γ(t)− z0), aún si γ(t) = z0.
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Para t �= t0 se tiene que

f ◦ γ(t)− f ◦ γ(t0)
t− t0

= [h (γ(t)) + f ′(z0)] ·
γ(t)− γ(t0)

t− t0
.

Cuando t → t0, el lado derecho de la ecuación tiende a (0 + f ′(z0)) ·
γ′(t0) = f ′ (γ(t0)) · γ′(t0).

3. Estudie el comportamiento infinitesimal de las siguientes funciones en los
puntos indicados:

a) f(z) = 2z + 5, z0 = 5 + 6i.

b) f(z) = z4 + 4z, z0 = i.

c) f(z) =
1

z − 1
, z0 = i.

Solución. En este problema se utilizará el teorema de la transformación
conforme: Si f : A → C es anaĺıtica y si f ′(z0) �= 0, entonces f es
conforme en z0 con θ = arg f ′(z0) y r = |f ′(z0)|.

Esencialmente, el resultado señala que en los puntos donde la derivada de
una función anaĺıtica no se anula, la función preserva ángulos entre curvas
que se intersectan en esos puntos, para más detalles ver [6].

a) Al calcular f ′(z) en z0, se obtiene f ′(z0) = 2 �= 0. Aśı f rota local-
mente con ángulo 0 = arg(2) y multiplica longitudes por 2 = |f ′(z0)|.
Si γ es cualquier curva que pasa a través de z0 = 5 + 6i, la curva
imagen tendrá, en f(z0) su vector tangente multiplicado por un factor
2.

b) Se calcula f ′(z) = 4z3 +4, entonces f ′(z0) = 4− 4i �= 0. Aśı f rota
localmente con ángulo −π

4
= arg(4− 4i) y multiplica longitudes por

4
√
2 = |f ′(z0)|. Si γ es cualquier curva que pasa a través de z0 = i,

la curva imagen tendrá en f(z0), su vector tangente rotado por −π
4

y alargado por un factor 4
√
2.

c) Se calcula f ′(z) = −1
(z−1)2

, entonces f(z0) = f(i) = −1
(i−1)2

= −1
−2i

=
−i
2
�= 0. Aśı f rota localmente con ángulo 3π

2
= arg(−i

2
) y multiplica

longitudes por 1
2
= |f ′(z0)|. Si γ es cualquier curva que pasa a través

de z0 = i, la curva imagen tendrá en f(z0), su vector tangente rotado
por 3π

2
grados y alargado por un factor 1

2
.
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4. Use el teorema de la función inversa para mostrar que si f : A → C es
anaĺıtica y f ′(z) �= 0 para todo z ∈ A, entonces f transforma conjuntos
abiertos de A en conjuntos abiertos.

Solución. Sea U ⊂ A abierto, se tiene que mostrar que f(U) es abierto. Sea
w0 ∈ f(U), es decir, existe z0 ∈ U tal que f(z0) = w0. Como f ′(z0) �= 0,
por el teorema de la función inversa, existen U1, V1 abiertos con z0 ∈ U1,
f(z0) ∈ V1 y f : U1 → V1 biyectiva. Sea h : V1 → U1 la inversa de f .
Como z0 ∈ U y U es abierto, existe un disco abierto D con centro en z0
tal que z0 ∈ D ⊂ U , luego W = D ∩ U1 es un abierto que contiene a z0
y W ⊂ U1, de donde f(W ) ⊂ V1 ∩ f(U), además w0 = f(z0) ∈ f(W ) y
f(W ) = h−1(W ). Note que h es anaĺıtica, por lo que es continua y como
W es abierto, h−1(W ) es un abierto que contiene a w0 y está contenido
en f(U), por lo tanto f(W ) es una vecindad abierta de w0 en f(U), lo
cual muestra que f(U) es abierto.

5. Demuestre que f(z) = |z| no es anaĺıtica.

Solución. Suponga que f es anaĺıtica, entonces debe cumplir con las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann. Para z = x+ iy, se tiene que |z| =

√
x2 + y2,

entonces
∂u

∂x
=

x

|z| ,
∂u

∂y
=

y

|z|
∂v

∂x
= 0,

∂v

∂y
= 0,

por lo que
∂u

∂x
�= ∂v

∂y
y

∂u

∂y
�= ∂v

∂x
.

Por lo tanto, f no es anaĺıtica.

6. Realice cuidadosamente los cálculos para mostrar que las ecuaciones de
Cauchy-Riemann, en términos de coordenadas polares, son

∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂θ
,

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ

por medio del siguiente procedimiento. Sea f definida en el conjunto
abierto A ⊂ C (esto es, f : A ⊂ C → C) y suponga que f(z) =
u(z) + iv(z). Sea T : [0, 2π]× R+ → R2 donde R+ = {x ∈ R | x > 0},
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dada por T (θ) = (r cos θ, r sen θ). Aśı T es uno a uno y sobre en el
conjunto R

2 \ {(x, 0) | x ≥ 0}. Def́ınase ũ(θ, r) = u(r cos θ, r sen θ) y
ṽ(θ, r) = v(r cos θ, r sen θ). Demuestre que:

a) T es continuamente diferenciable y tiene una inversa continuamente
diferenciable.

b) f es anaĺıtica en A\{x + iy | y = 0, x ≥ 0} si y sólo si (ũ, ṽ) :
T−1(A) → R2 es diferenciable y

∂ũ

∂r
=

1

r

∂ṽ

∂θ
,

∂ṽ

∂r
= −1

r

∂ũ

∂θ

en T−1(A).

Solución.

a) La función T : (0, 2π)×R+ → R2 está dada por T (θ, r) = (r cos θ, r sen θ),
entonces la matriz derivada de T es

[T ′] =

(
−r sen θ cos θ
r cos θ sen θ

)
.

Luego, el determinante de [T ′] es −r sen2 θ− r cos2 θ = −r �= 0. Por
lo tanto, [T ′] es invertible y por el teorema de la función inversa, T es
continuamente diferenciable con inversa continuamente diferenciable.

b) La función f : A \ {x+ iy | y = 0, x ≥ 0} → R es anaĺıtica si y sólo
si ũ, ṽ : T−1(A) → R son diferenciables (con f = ũ + iṽ y si ũ, ṽ
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en T−1(A),

∂ũ

∂r
=

1

r

∂ṽ

∂θ
,

∂ṽ

∂r
= −1

r

∂ũ

∂θ

lo cual se muestra a continuación.

Puesto que x = r cos θ y y = r sen θ, la regla de la cadena implica
que

∂u

∂r
= cos θ

∂u

∂x
+ sen θ

∂u

∂y
y

∂u

∂θ
= −r sen θ

∂u

∂x
+ r cos θ

∂u

∂y
.

Al resolver para ∂u
∂x

y ∂u
∂y

se tiene que

∂u

∂x
= cos θ

∂u

∂r
− sen θ

r

∂u

∂θ
y

∂u

∂y
= sen θ

∂u

∂r
+

cos θ

r

∂u

∂θ
.
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Similarmente,

∂v

∂x
= cos θ

∂v

∂r
− sen θ

r

∂v

∂θ
y

∂v

∂y
= sen θ

∂v

∂r
+

cos θ

r

∂v

∂θ

y aśı, las ecuaciones de Cauchy-Riemann resultan

cos θ
∂u

∂r
− sen θ

r

∂u

∂θ
= sen θ

∂v

∂r
+

cos θ

r

∂v

∂θ
y

sen θ
∂u

∂r
+

cos θ

r

∂u

∂θ
= − cos θ

∂v

∂r
+

sen θ

r

∂v

∂θ
.

Si se multiplica la primera ecuación por cos θ y la segunda por sen θ
y se suman, se obtiene que ∂u

∂r
= 1

r
∂v
∂θ
. Similarmente, ∂v

∂r
= −1

r
∂u
∂θ
.

7. Defina los śımbolos ∂f

∂z
y ∂f

∂z̄
como

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
+

1

i

∂f

∂y

)
y

∂f

∂z̄
=

1

2

(
∂f

∂x
− 1

i

∂f

∂y

)
.

a) Demuestre que si f es anaĺıtica, entonces f ′ = ∂f

∂z
.

b) Si f(z) = z, demuestre que ∂f

∂z
= 1 y ∂f

∂z̄
= 0.

c) Si f(z) = z̄, demuestre que ∂f

∂z
= 0 y ∂f

∂z̄
= 1.

d) Demuestre que los śımbolos ∂f

∂z
y ∂f

∂z̄
cumplen las reglas de suma,

producto y multiplicación por escalar para las derivadas.

e) Demuestre que la expresión
∑N

n=0

∑M

m=0 anmz
nz̄m es una función

anaĺıtica de z si y sólo si anm = 0 siempre que m �= 0.

Solución.

a) Como f es anaĺıtica en A entonces f ′(z) existe, luego

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

∂f

∂x
y f ′(z) =

∂v

∂y
− i

∂u

∂y
=

1

i
· ∂f
∂y

. (1.3)

Sustituya (1.3) en ∂f

∂z
, para obtener

∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
+

1

i

∂f

∂y

)

=
1

2
(f ′(z) + f ′(z)) =

1

2
2f ′(z) = f ′(z),

por lo tanto, f ′ = ∂f

∂z
.
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b) Sea f(z) = z = x + iy, usando el inciso a) se tiene ∂f

∂z
(z) =

1
2

(
1 + 1

i
i
)
= 1 y ∂f

∂z̄
(z) = 1

2

(
1− 1

i
i
)
= 0.

c) Sea f(z) = z̄ = x − iy, usando el inciso a) se tiene ∂f

∂z
(z) =

1
2

(
1− 1

i
i
)
= 0 y ∂f

∂z̄
(z) = 1

2

(
1 + 1

i
i
)
= 1.

d) Se tiene que

∂(f + g)

∂z
=

1

2

(
∂(f + g)

∂x
+

1

i

∂(f + g)

∂y

)

=
1

2

[
∂f

∂x
+

∂g

∂x
+

1

i

(
∂f

∂y
+

∂g

∂y

)]

=
1

2

(
∂f

∂x
+

1

i

∂f

∂y

)
+

1

2

(
∂g

∂x
+

1

i

∂g

∂y

)

=
∂f

∂z
+

∂g

∂z
.

Por lo tanto, se cumple la regla de suma ∂(f+g)
∂z

= ∂f

∂z
+ ∂g

∂z
.

Análogamente,

∂(f · g)
∂z

=
1

2

(
∂(f · g)

∂x
+

1

i

∂(f · g)
∂y

)

=
1

2

[
∂f

∂x
g +

∂g

∂x
f +

1

i

(
∂f

∂y
g +

∂g

∂y
f

)]

=
1

2

(
∂f

∂x
g +

1

i

∂f

∂y
g

)
+

1

2

(
∂g

∂x
f +

1

i

∂g

∂y
f

)

=
∂f

∂z
g +

∂g

∂z
f.

Por lo tanto, se cumple la regla del producto ∂(f ·g)
∂z

= ∂f

∂z
g + ∂g

∂z
f .

Sea c ∈ C, entonces

∂(cf)

∂z
=

1

2

(
∂(cf)

∂x
+

1

i

∂(cf)

∂y

)
=

1

2

(
c
∂f

∂x
+

c

i

∂f

∂y

)

=
c

2

(
∂f

∂x
+

1

i

∂f

∂y

)
= c

∂f

∂z
.

Por lo tanto, se cumple la regla de la multiplicación por escalar ∂(cf)
∂z

=

c∂f
∂z
.



54 Funciones Anaĺıticas

e) Sea H(z, z̄) =
∑N

n=0

∑M
m=0 anmz

nz̄m una función anaĺıtica, entonces
∂H
∂z̄

= 0 por ser anaĺıtica. Luego,

∂

∂z̄

N∑

n=0

M∑

m=0

anmz
nz̄m =

N∑

n=0

M∑

m=0

∂

∂z̄
anmz

nz̄m

=
N∑

n=0

M∑

m=0

anm
∂

∂z̄
znz̄m

=
N∑

n=0

M∑

m=0

anm

(
zn

∂

∂z̄
z̄m +

∂

∂z̄
zn · z̄m

)

=

N∑

n=0

M∑

m=0

anmz
nmz̄m−1 = 0.

Aśı,

N∑

n=0

(
an0z

n · 0 · z̄−1 + an1z
nz̄0 + an2z

n · 2 · z̄1 + · · ·
)
= 0,

por lo tanto, anm = 0 para todo m �= 0.

Ahora, suponga que anm = 0 para todo m �= 0, entonces

N∑

n=0

M∑

m=0

anmz
nz̄m =

N∑

n=0

an0z
n,

de donde es anaĺıtica.

8. a) Sea f(z) = u(x, y) + iv(x, y) una función anaĺıtica en un conjun-
to conexo A. Si au(x, y) + bv(x, y) = c en A, donde a, b, c son
constantes reales no todas 0, demuestre que f es constante en A.

b) ¿El resultado obtenido en a) es aún válido si a, b, c son constantes
complejas?

Solución.

a) En la ecuación au(x, y)+bv(x, y) = c, no es posible tener a = b = 0,
ya que en este caso c = 0, lo cual es una contradicción. Por lo tanto,



1.5 Funciones anaĺıticas 55

se puede suponer que a2 + b2 �= 0. Derivando con respecto a x y con
respecto a y, obtenemos

a
∂u

∂x
+ b

∂v

∂x
= 0, a

∂u

∂y
+ b

∂v

∂y
= 0.

Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, obtenemos el sistema de
ecuaciones

a
∂u

∂x
+ b

∂v

∂x
= 0

b
∂u

∂x
− a

∂v

∂x
= 0

con incógnitas ∂u
∂x
, ∂v

∂x
y constantes a, b.

El sistema se puede escribir como
(

a b
b −a

)(
∂u
∂x
∂v
∂x

)
= 0.

La matriz

(
a b
b −a

)
tiene determinante −(a2 + b2) �= 0, por lo

que el sistema tiene una única solución ∂u
∂x

= ∂v
∂x

= 0. Por lo tanto
f ′ = ∂u

∂x
+ ∂v

∂x
= 0, y como A es conexo, se tiene que f es constante

en A.

b) El resultado es válido si a, b, c son complejos, ya que siguen siendo
constante.

9. Sea f(z) = z5

|z|4 si z �= 0 y f(0) = 0.

a) Muestre que f(z)
z

no tiene ĺımite cuando z → 0.

b) Si u =Ref y v =Imf , muestre que u(x, 0) = x, v(0, y) = y, u(0, y) =
v(x, 0) = 0.

c) Concluya que las parciales de u y v existen, y que las ecuaciones de
Cauchy-Riemann se satisfacen, pero que f ′(0) no existe. ¿Contradice
esta conclusión el teorema de Cauchy-Riemann?

d) Repita el ejercicio (c), haciendo f = 1 en los ejes x y y, y 0 en
cualquier otro lado.

e) Repita el ejercicio (c) haciendo f(z) =
√

|xy|.
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Solución.

a) Note primero que |z|4 = (|z|2)2 = (z · z̄)2 = z2 · z̄2, luego
f(z)

z
=

z5

z · z2 · z̄2 =
z2

z̄2
, para z �= 0.

Si z = x, tenemos que f(z)
z

= x2

x2 = 1, por lo que ĺımx→0
f(x)
x

= 1.

Si z = x + ix, se tiene que f(z)
z

= x2(1+i)2

x2(1−i)2
= 2i

−2i
= −1 por lo que

ĺımx+ix→0
f(z)
z

= −1. Por lo tanto, f(z)
z

no tiene ĺımite cuando z → 0.

b) Del hecho que f(z) = z3

z̄2
es fácil ver que si f = u + iv, entonces

f(x, 0) = x3

x2 = x por lo que u(x, 0) = x, v(x, 0) = 0 y f(0, y) =
−iy3

−y2
= iy, luego u(0, y) = 0, v(0, y) = y.

c) Como ĺımz→0
f(z)
z

= ĺımz→0
f(z)−f(0)

z−0
no existe, entonces f ′(0) no

existe.

Ahora,

∂u

∂x
(0, 0) = ĺım

h→0

u(h, 0)− u(0, 0)

h
= ĺım

h→0

h

h
= 1

∂u

∂y
(0, 0) = ĺım

h→0

u(0, h)− u(0, 0)

h
= 0

∂v

∂x
(0, 0) = ĺım

h→0

v(h, 0)− v(0, 0)

h
= 0

∂v

∂y
(0, 0) = ĺım

h→0

v(0, h)− v(0, 0)

h
= ĺım

h→0

h

h
= 1.

Por lo tanto, ∂u
∂x
(0, 0) = ∂v

∂y
(0, 0), ∂u

∂y
(0, 0) = −∂v

∂x
(0, 0). Esto no

contradice el teorema de Cauchy-Riemann ya que es posible ver que
las parciales de u y v no son continuas en 0.

d) Sea f(x, y) =

{
1 si xy = 0
0 si xy �= 0

de donde f(0, 0) = 1. Sea f =

u+ iv, en este caso u(x, 0) = u(0, y) = 1, v(x, 0) = v(0, y) = 0 por
lo que ∂u

∂x
(0, 0) = ∂v

∂y
(0, 0) = 0, ∂u

∂y
(0, 0) = −∂v

∂x
(0, 0) = 0, pero

ĺım
z→0

f(z)− f(0)

z
= ĺım

z→0

f(z)− 1

z

no existe pues si z = (x, 0) → 0 el ĺımite es 0 y si z = (x+ ix) → 0
el ĺımite no existe.
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e) Note que f(z) =
√
|xy| =

{
0 si xy = 0√
|xy| si xy �= 0

por lo que es

similar a los casos anteriores.

10. Sea f una función anaĺıtica en un conjunto abierto conexo A y suponga
que fn+1(z) (la derivada n + 1) existe y es 0 en A. Muestre que f es un
polinomio de grado n.

Solución. Use repetidamente el hecho de que si f : A → C es anaĺıtica,
donde A es abierto y conexo, con f ′(z) ≡ 0, entonces f es constante en
A. Sea gn(z) = f (n)(z), entonces por hipótesis g′n(z) = f (n+1)(z) = 0 en
A, luego gn(z) es una constante cn, es decir gn(z) = f (n)(z) = cn en A.

Sea gn−1(z) = f (n−1)(z) − cnz, entonces g
′
n−1(z) = f (n)(z) − cn ≡ 0, de

donde gn−1(z) ≡ cn−1 en A, es decir, gn−1(z) = f (n−1)(z)− cnz = cn−1.

Sea gn−2(z) = f (n−2)(z)− cn
2
z2 − cn−1z, entonces g

′
n−2(z) = f (n−1)(z)−

cnz − cn−1 ≡ 0 de donde gn−2(z) ≡ cn−2 en A, es decir, gn−2(z) =
f (n−2)(z)− cn

2
z2 − cn−1z = cn−2.

Ahora es claro que continuando de manera similar, se obtiene que

f(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z + a0,

para constantes complejas a0, a1, . . . , an.

11. Verifique directamente que las partes real e imaginaria de f(z) = z4 son
armónicas.

Solución. Sea f(x, y) = u(x, y)+iv(x, y) y z = x+iy por lo que u(x, y) =
x4 − 6x2y2 + y4 y v(x, y) = 4x3y − 4xy3. Entonces,

∂u

∂x
= 4x3 − 12xy2,

∂2u

∂x2
= 12x2 − 12y2;

∂u

∂y
= −12x2y + 4y3,

∂2u

∂y2
= −12x2 + 12y2.

∂v

∂x
= 12x2y − 4y3,

∂2v

∂x2
= 24xy;

∂v

∂y
= 4x3 − 12xy2,

∂2v

∂y2
= −24xy.
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Por lo tanto, ∇2u = ∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

= 0 y ∇2v = ∂2v
∂x2 +

∂2v
∂y2

= 0.

12. ¿En qué conjuntos son armónicas cada una de las siguientes funciones?

a) u(x, y) =Im
(
z + 1

z

)

b) u(x, y) = y

(x−1)2+y2

Solución.

a) Como u(x, y) = Im
(
z + 1

z

)
entonces es armónica donde z + 1

z
sea

anaĺıtica, esto es en C \ {0}.
b) La función u(x, y) = y

(x−1)2+y2
es la parte imaginaria de la función

f(z) = 1
1−z

ya que si z = x+ iy, entonces

1

1− z
=

1

1− x− iy
=

1

1− x− iy
· 1− x+ iy

1− x+ iy
=

1− x+ iy

(x− 1)2 + y2
.

Por lo tanto, u(x, y) es armónica en C \ {1} que es donde f es
anaĺıtica.

13. Si u es armónica, demuestre que, en términos de coordenadas polares,

r2
∂2u

∂r2
+ r

∂u

∂r
+

∂2u

∂θ2
= 0.

Solución. Dado que u es armónica, existe v su conjugada armónica, por lo
que u, v satisfaen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Por el problema (6)
de esta sección, la forma polar de las ecuaciones de Cauchy-Riemann es

∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂θ
,

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ
.

Luego,

∂2u

∂r2
=

∂

∂r

(
∂u

∂r

)
=

∂

∂r

(
1

r

∂v

∂θ

)

= − 1

r2
∂v

∂θ
+

1

r

∂2v

∂r∂θ
,
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por lo tanto,

r2
∂2u

∂r2
= −∂v

∂θ
+ r

∂2v

∂r∂θ
.

De manera similar se tiene que

∂2u

∂θ2
=

∂

∂θ

(
∂u

∂θ

)
=

∂

∂θ

(
−r

∂v

∂r

)

= −r
∂2v

∂θ ∂r
.

Finalmente, como r ∂u
∂r

= ∂v
∂θ
, entonces

r2
∂2u

∂r2
+ r

∂u

∂r
+

∂2u

∂θ2
= −∂v

∂θ
+ r

∂2v

∂r∂θ
+

∂v

∂θ
− r

∂2v

∂θ ∂r
= 0,

donde se ha usado el hecho de que las parciales mixtas de v son iguales ya
que v es continuamente diferenciable.

14. Muestre que u(x, y) = x3 − 3xy2 es armónica en C y encuentre una
armónica conjugada v tal que v(0, 0) = 2.

Solución. Para demostrar que u es armónica se tiene que ver que el Lapla-
ciano de u es cero. Como u(x, y) = x3 − 3xy2 entonces

∂u

∂x
= 3x2 − 3y2,

∂2u

∂x2
= 6x;

∂u

∂y
= −6xy,

∂2u

∂y2
= −6x.

Por lo tanto ∇2u = ∂2u
∂x2 + ∂2u

∂y2
= 6x − 6x = 0. Se puede observar que

u(x, y) = x3−3xy2 es la parte real de z3+2i, aśı que v(x, y) = 3x2y−y3+2
es la conjugada armónica buscada.

15. Considere la función f(z) = 1
z
. Dibuje los contornos de u = Ref = cte y

v = Im = cte. ¿Cómo se intersectan?

Solución. Sea z = x + iy, entonces f(z) = 1
z
= 1

x+iy
= x

x2+y2
− iy

x2+y2
,

luego

u(z) = Re (f(z)) =
x

x2 + y2
, v(z) = Im (f(z)) = − y

x2 + y2
.

Si c = 0, u(z) = 0 implica que x = 0, es decir, todo el eje imaginario tiene
parte real cero bajo f . De la misma manera, v(z) = 0, implica que y = 0,
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1
2c

Re (f(z)) = c

Im (f(z)) = c

Figura 1.9: Curvas de nivel de f(z) = 1

z
.

es decir, todo el eje real. Por lo tanto, las curvas u(z) = 0 y v(z) = 0 son
ortogonales.

Sea c �= 0. u(z) = c, es equivalente a c(x2 + y2) = x, lo cual podemos

escribir como x2+y2− x
c
= 0, que es la ecuación de un ćırculo,

(
x− 1

2c

)2
+

y2 = 1
4c2

, con centro en
(

1
2c
, 0
)
y radio 1

2|c| .

De la misma manera, se puede ver que la curva v(z) = c es el ćırculo

x2 +
(
y + 1

2c

)2
= 1

4c2
, por lo que nuevamente u(z) = c y v(z) = c son

ortogonales.

1.6. Diferenciación de las funciones elementales

En esta sección presentamos una serie de problema acerca de la diferenciación
de las funciones elementales estudiadas en la seccion 1.3.

1. Calcule la derivada y dé la región apropiada de analiticidad para cada una
de las siguientes funciones:

a) 3z

b) log(z + 1)

c) z1+i

d)
√
z
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e) 3
√
z.

Solución.

a) Para cualquier elección de una rama para el logaritmo, la función
z → az es entera y tiene derivada z → (log a)az . Entonces 3z es
anaĺıtica en C y la derivada en z es 3z log 3.

b) Como la función z �→ z+1 es anaĺıtica en todo C, y logw es anaĺıtica
en

C \ {w ∈ C | Im(w) = 0,Re(w) ≤ 0},
entonces log(z + 1) es anaĺıtica en

C \ {z ∈ C | Im (z) = 0,Re (z) ≤ −1}.

La derivada es 1
z+1

.

c) Sea z1+i = e(1+i) log z, entonces es anaĺıtica en

C \ {z ∈ C | Im(z) = 0,Re(z) ≤ 0}

y la derivada es z1+i
(
1+i
z

)
= (1 + i)zi.

d) Sea
√
z = e

1
2
log z, entonces es anaĺıtica en

C \ {z ∈ C | Im(z) = 0,Re(z) ≤ 0}

y la derivada es 1
2
√
z
.

e) Sea 3
√
z = e

1
3
log z, entonces es anaĺıtica en

C \ {z ∈ C | Im(z) = 0,Re(z) ≤ 0}

y la derivada es 1

3
3√
z2
.

2. Determine si existen los siguientes ĺımites complejos y encuentre sus valo-
res, cuando corresponda.

a) ĺımz→1
log z

z − 1
.

b) ĺımz→1
z̄ − 1

z − 1
.
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Solución.

a) Sea ĺımz→1
log z
z−1

= ĺımz→1
log z−log 1

z−1
= 1, pues el ĺımite es la derivada

de la función log z en el punto z0 = 1, en la rama principal.

b) Sea z → 1 a lo largo del eje y, entonces z = 1 + iy y z̄ = 1 − iy,
aśı que ĺımz→1

z̄−1
z−1

= ĺımy→0
1−iy−1
1+iy−1

= ĺımy→0
−iy

iy
= −1.

Sea z → 1 a lo largo del eje x, entonces z = x + i0 = x y z̄ =
x− i0 = x, aśı que ĺımz→1

z̄−1
z−1

= ĺımx→1
x
x
= 1. Por lo tanto el ĺımite

no existe.

3. Resuelva la ecuación sen z = w, muestre cómo escoger un dominio y de
esta manera cómo escoger una rama particular de sen−1 z, de modo que
sea anaĺıtica en el dominio. De la derivada en esta rama de sen−1 z.

Solución. Se desea resolver la ecuación w = sen z = eiz−e−iz

2i
, de donde

e2iz − 1 = 2iweiz. Haciendo eiz = u, se obtiene u2 − 2iwu − 1 = 0, por
lo que resolviendo para u se obtiene que u = iw ±

√
−w2 + 1. Entonces,

eiz = iw ±
√
1− w2, por lo que hay dos soluciones para z, dependiendo

la rama de log que se eliga. Si se elige una de ellas, se tiene que z =
−i log(iw +

√
1− w2) es solución de la ecuación.

En esta rama de log que se ha elegido, se tiene que sen−1 z = −i log(iz+√
1− z2). Por lo tanto, la derivada de esta rama de sen−1 z es

−i

iz +
√
1− z2

(
i− z√

1− z2

)
=

1√
1− z2

.

4. Sean u(x, y) y v(x, y) funciones con valores reales definidas en un conjunto
abierto A ⊂ R2 = C y suponga que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en A. Demuestre que

u1(x, y) = [u(x, y)]2 − [v(x, y)]2 y v1(x, y) = 2u(x, y)v(x, y)

y
u2(x, y) = eu(x,y) cos v(x, y) y v2(x, y) = eu(x,y) sen v(x, y)

satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en A. ¿Puede usted hacer
esto sin realizar ningún cálculo?

Solución. Se tiene
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∂u1

∂x
= 2u(x, y)∂u

∂x
− 2v(x, y)∂v

∂x
, ∂v1

∂x
= 2u(x, y)∂v

∂x
+ 2v(x, y)∂u

∂x

∂u1

∂y
= 2u(x, y)∂u

∂y
− 2v(x, y)∂v

∂y
, ∂v1

∂y
= 2u(x, y)∂v

∂y
+ 2v(x, y)∂u

∂y
.

Como u(x, y) y v(x, y) cumplen que ∂u
∂x

= ∂v
∂y

y ∂u
∂y

= −∂v
∂x
, entonces

∂v1
∂y

= 2u
∂u

∂x
− 2v

∂v

∂x
=

∂u1

∂x

∂v1
∂x

= −2u
∂u

∂y
+ 2v

∂v

∂y
= −

(
2u

∂u

∂y
− 2v

∂v

∂y

)
= −∂u1

∂y
.

Por lo tanto, si satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Ahora,
∂u2

∂x
= −eu sen v ∂v

∂x
+ eu cos v ∂u

∂x
∂v2
∂x

= eu cos v ∂v
∂x

+ eu sen v ∂u
∂x

∂u2

∂y
= −eu sen v ∂u

∂y
+ eu cos v ∂v

∂y
∂v2
∂y

= eu cos v ∂v
∂y

+ eu sen v ∂u
∂y
.

Como u(x, y) y v(x, y) satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, en-
tonces

∂v2
∂y

= eu cos v
∂u

∂x
− eu sen v

∂v

∂x
=

∂u2

∂x
,

∂v2
∂x

= −eu cos v
∂u

∂y
+ eu sen v

∂v

∂y

= −
(
eu cos v

∂u

∂y
− eu sen v

∂v

∂y

)
= −∂u2

∂y
.

Por lo tanto, si cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Note que u1 = Re ((u+ iv)2) y v1 = Im ((u+ iv)2), y que u2 = Re (eu+iv)
y v2 = Im (eu+iv).

5. Encuentre la región de analiticidad y la derivada de cada una de las si-
guientes funciones:

a) f(z) =
√
z3 − 1

b) f(z) = sen
√
z.

Solución.



64 Funciones Anaĺıticas

a) Como
√
z3 − 1 = e

1
2
log (z3−1), para determinar donde es anaĺıtica, se

deben buscar que puntos del plano complejo son transformados bajo
z3 − 1 en la región

C \ {z ∈ C | Re(z) ≤ 0, Im(z) = 0},

que es el dominio de analiticidad de la función log considerando la
rama principal; o inversamente, que puntos del plano complejo son
transformados bajo z3 − 1 en la región

{z ∈ C | Re(z) ≤ 0, Im(z) = 0}.

Sean 1, ω, ω2 las ráıces cúbicas de la unidad. No es d́ıficil determinar
que las tres semi-rectas, l1, l2, l3 con origen en los tres puntos ante-
riores y que pasan por el 0, son los únicos conjuntos que se buscan,
es decir, que se transforman bajo z3 − 1 en la región

{z ∈ C | Re(z) ≤ 0, Im(z) = 0}.

Por lo tanto f es anaĺıtica en C \ (l1 ∪ l2 ∪ l3). La derivada de f es
3z2

2
√
z3−1

.

b) La función f(z) = sen
√
z es la composición de la función sen z y de la

función
√
z. Como sen es una función anaĺıtica en todo C, se tiene que

f es anaĺıtica donde
√
z lo sea. Pero se sabe que

√
z es anaĺıtica en la

misma región donde log es anaĺıtica, al considerar la rama principal,
es decir, en la región C \ {z ∈ C | Re (z) ≤ 0, Im (z) = 0}. La
derivada de f es 1

2
√
z
cos

√
z.

6. Muestre que la función z �→ z
1
n = n

√
z es anaĺıtica en el dominio de log z

(por ejemplo en la rama principal) y tiene derivada

z �→ 1

n
z(

1
n)−1.

Solución. Se sabe que la función f(z) = n
√
z es la función inversa de g(z) =

zn, y está definida en la rama principal de log. Como g′(z) = nzn−1 �= 0
en la rama principal, se tiene por el teorema de la función inversa, que g(z)
tiene localmente una inversa anaĺıtica. Puesto que la inversa es única, esta
debe ser f(z).
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La derivada de g−1(w) es 1
g′(z)

, donde g(z) = w, luego

f ′(w) =
1

nzn−1
=

1

nw
1
n
(n−1)

=
1

n
w

1
n
−1.

7. Defina la rama de
√

1 +
√
z y muestre que es anaĺıtica.

Solución. Note que log z = log |z| + i arg z, donde −π < arg z < π, la

rama principal. Luego,
√
z = r

1
2
(log |z|+i arg z) por lo que −π

2
< arg z <

π
2
, es decir, la imagen de la función

√
z está contenida en el semi-plano

superior derecho, el cual está contenido en la región anaĺıticidad de log z.

Entonces es posible definir f(z) =
√

1 +
√
z en la rama principal de log,

aqúı f es anaĺıtica y f ′(z) = 1

4
√
z·
√

1+
√
z
.
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Caṕıtulo 2

Teorema de Cauchy

Una de las ventajas del análisis complejo, es que está basado en pocos pero
poderosos teoremas sencillos, de los cuales son consecuencia la mayoŕıa de los
resultados del área. Entre estos teoremas, uno de los principales es el Teorema
de Cauchy.

2.1. Integrales de contorno

Para poder estudiar el teorema de Cauchy, se necesita primero definir la integral
de contorno. Sea a0 = a, a1, . . . , an = b una partición del intervalo [a, b],
decimos que una curva γ : [a, b] → C es una curva suave por tramos si γ es
diferenciable en cada intervalo (ai, ai+1).

Definición 2.1.1 Sea f una función continua definida en un conjunto abierto
A ⊂ C y sea γ : [a, b] → C una curva suave por tramos que satisface γ([a, b]) ⊂
A. La expresión

∫

γ

f =

∫

γ

f(z)dz =
n−1∑

i=0

∫ ai+1

ai

f(γ(t))γ′(t)dt

es llamada la integral de f a lo largo de γ.
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Algunas veces es complicado calcular explićıtamente algunas integrales, pero se
tiene un resultado que nos dice como acotar integrales de contorno. Para ello
necesitamos primero la definición de longitud de arco de una curva.

Definición 2.1.2 Sea γ : [a, b] → C, se define la longitud de arco de γ por

l(γ) =

∫ b

a

|γ′(t)|dt =
∫ b

a

√
x′(t)2 + y′(t)2dt

donde γ(t) = x(t) + iy(t).

Proposición 2.1.3 Sea f continua en un conjunto abierto A y sea γ una curva
C1 por tramos en A. Si existe una constante M ≥ 0 tal que |f(z)| ≤ M para
todo punto z en γ, entonces

∣∣∣∣
∫

γ

f

∣∣∣∣ ≤ Ml(γ).

A esta desigualdad se le conoce como la estimación estándar.

Aśı como en el cálculo real, también en los números complejos se tiene el teo-
rema fundamental del cálculo para integrales de contorno, el cual enunciamos a
continuación.

Teorema 2.1.4 Sea γ : [0, 1] → C una curva suave por tramos y sea F una
función definida y anaĺıtica en un conjunto abierto G que contiene a γ. Entonces,

∫

γ

F ′(z)dz = F (γ(1))− F (γ(0)).

En particular, si γ(0) = γ(1), entonces

∫

γ

F ′(z)dz = 0.

En este sentido, se tiene un teorema acerca de la independencia de la integral
con respecto de la trayectoria.

Teorema 2.1.5 (Independencia con respecto de la trayectoria) Suponga
que f es una función continua en un conjunto abierto y conexo G. Entonces las
siguientes proposiciones son equivalentes:
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(i) Las integrales son independientes de la trayectoria. Si z0 y z1 son dos
puntos distintos cualesquiera en G, y γ0 y γ1 son trayectorias en G de z0
a z1, entonces ∫

γ0

f(z)dz =

∫

γ1

f(z)dz.

(ii) Las integrales a lo largo de curvas cerradas son iguales a 0. Si Γ es una
curva cerrada contenida en G, entonces

∫
Γ
f(z)dz = 0.

(iii) Existe una antiderivada (global) de f en G. Existe una función F definida
y anaĺıtica en todo G tal que F ′(z) = f(z) para toda z en G.

A continuación presentamos una serie de problemas que ilustran los conceptos y
resultados anteriores.

1. Evalúe las siguientes integrales:

a)
∫
γ
xdz, donde γ es la unión de los segmentos de recta que unen a 0

con i y luego i con 2 + i.

b)
∫
γ
(z2 + 2z + 3)dz, donde γ es el segmento de ĺınea que une a 1 con

2 + i.

c)
∫
γ

1

z − 1
dz, donde γ es el ćırculo de radio 2 con centro en 1, recorrido

una vez en sentido contrario a las manecillas de reloj.

Solución.

a) Se define γ : [0, 3] → C como γ = γ1 + γ2, donde

γ1(t) = 0 + it; 0 ≤ t ≤ 1, γ2(t) = (t− 1) + i; 1 ≤ t ≤ 3.

Ahora, se puede calcular la integral como sigue,
∫

γ1

xdz =

∫ 1

0

(0)(i)dt = 0

∫

γ2

xdz =

∫ 3

1

(t− 1)dt =

[
t2

2
− t

]3

1

= 2.

Por lo tanto,
∫
γ
xdz =

∫
γ1
xdz +

∫
γ2
xdz = 0 + 2 = 2.
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b) Si f(z) = z2 + 2z + 3, entonces f tiene antiderivada, por lo que es
suficiente evaluar la integral en los extremos,
∫

γ

f(z)dz =

[
1

3
z3 + z2 + 3z

]2+i

1

=

[
1

3
(2 + i)3 + (2 + i)2 + 3(2 + i)

]
−
(
1

3
+ 1 + 3

)

=
2 + 11i

3
+ 3 + 4i+ 6 + 3i− 13

3

=
11i

3
+ 7i+ 9− 11

3

=
16

3
+

32

3
i.

c) Se parametriza γ como γ(θ) = 2eiθ + 1, 0 ≤ θ ≤ 2π. Por la regla de
la cadena, γ′(θ) = 2ieiθ, y aśı

∫

γ

1

z − 1
dz =

∫ 2π

0

2

(2eiθ + 1)− 1
ieiθdθ =

∫ 2π

0

idθ = 2πi.

2. Evalúe
∫
γ

1
z2−2z

dz, donde γ es el ćırculo de radio 1 centrado en 2, recorrido
una vez en sentido contrario a las manecillas de reloj.

Solución. Sea
∫
γ

1
z2−2z

dz =
∫
γ

1
z(z−2)

dz donde 1
z(z−2)

= −1
2z

+ 1
2(z−2)

, en-
tonces ∫

γ

1

z2 − 2z
dz =

∫

γ

(−1

2z
+

1

2(z − 2)

)
dz

=

∫

γ

−1

2z
dz +

∫

γ

1

2(z − 2)
dz

=
−1

2

∫

γ

1

z
dz +

1

2

∫

γ

1

z − 2
dz

= 0 +
1

2
2πi = πi.

La primer integral es cero ya que 1
z
tiene antiderivada dentro de γ, es

decir, log z en la rama principal. Para la segunda integral, podemos escribir
γ(θ) = eiθ + 2, 0 ≤ θ ≤ 2π. Por la regla de la cadena, γ′(θ) = ieiθ, y aśı

∫

γ

1

z − 2
dz =

∫ 2π

0

1

(eiθ + 2)− 2
ieiθdθ =

∫ 2π

0

idθ = 2πi.
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3. Demuestre que para funciones continuas f , g, constantes complejas c1, c2
y curvas γ1, γ2, γ3 de clase C1, se tiene que

a) ∫

γ

(c1f + c2g) = c1

∫

γ

f + c2

∫

γ

g.

b) ∫

−γ

f = −
∫

γ

f.

c) ∫

γ1+γ2

f =

∫

γ1

f +

∫

γ2

f.

Solución.

a) Por la definición de la integral de h a lo largo de γ

∫

γ

h =

∫

γ

h(z)dz =

∫ b

a

h(γ(t))γ′(t)dt.

Si se considera h = c1f + c2g, entonces

∫

γ

(c1f + c2g)dz =

∫ b

a

(c1f + c2g) (γ(t))γ
′(t)dt

=

∫ b

a

(c1f(γ(t)) + c2g(γ(t))) γ
′(t)dt

=

∫ b

a

(c1f(γ(t))γ
′(t) + c2g(γ(t)γ

′(t))) dt

=

∫ b

a

c1f(γ(t))γ
′(t)dt+

∫ b

a

c2g(γ(t))γ
′(t)dt

= c1

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt + c2

∫ b

a

g(γ(t))γ′(t)dt

= c1

∫

γ

fdz + c2

∫

γ

gdz
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b) Note que

∫

−γ

fdz =

∫ b

a

f(γ(a+ b− t))(−γ)′(a+ b− t)dt

=

∫ b

a

f(γ(a+ b− t))γ′(a + b− t)(−1)dt

=

∫ a

b

f(γ(u))γ′(u)du

= −
∫ b

a

f(γ(u))γ′(u)du

= −
∫

γ

fdz,

donde se hizo el cambio de variable u = a+ b− t.

c) Sean γ1 : [a, b] → C y γ2 : [b, c] → C, luego γ = γ1+ γ2 : [a, c] → C

está definida como γ(t) = γ1(t) si t ∈ [a, b], y γ(t) = γ2(t) si
t ∈ [b, c]. Luego,

∫

γ1+γ2

fdz =

∫ c

a

f(γ(t))γ′(t)dt

=

∫ b

a

f(γ(t))γ′(t)dt+

∫ c

b

f(γ(t))γ′(t)dt

=

∫

γ1

fdz +

∫

γ2

fdz.

4. Evalúe
∫
γ
z̄2dz a lo largo de 2 trayectorias que unen (0, 0) con (1, 1), como

sigue:

a) γ es la ĺınea recta que une (0, 0) con (1, 1).

b) γ es la ĺınea quebrada que une (0, 0) con (1, 0) y luego une (1, 0) con
(1, 1).

En vista de la respuesta a) y b), y el teorema fundamental para integrales,
¿podŕıa ser z̄2 la derivada de alguna función anaĺıtica F (z)?

Solución.
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a) Sea γ : [0, 1] → C, con γ(t) = t + it, y sea z = x + iy, entonces
z̄2 = (x2 − y2)− 2ixy. Luego,

∫

γ

z̄2dz =

∫ 1

0

[
(t2 − t2)− 2it2

]
(1 + i)dt

=

∫ 1

0

−2it2(1 + i)dt =

∫ 1

0

(−2it2 + 2t2)dt

=

[−2it3

3
+

2t3

3

]1

0

=
−2i

3
+

2

3
=

2

3
− 2i

3
.

b) Sea γ : [0, 2] → C definida como γ = γ1 + γ2, donde

γ1(t) = t; 0 ≤ t ≤ 1, γ2(t) = 1 + (t− 1)i; 1 ≤ t ≤ 2.

Calculando la integral se obtiene

∫

γ

z̄2dz =

∫

γ1

z̄2dz +

∫

γ2

z̄2dz

=

∫ 1

0

t2dt+

∫ 2

1

[
1− (t− 1)2 − 2i(t− 1)

]
idt

=

∫ 1

0

t2dt+

∫ 2

1

[−t2 + 2t− 2ti+ 2i]idt

=

∫ 1

0

t2dt+

∫ 2

1

(−t2i+ 2ti+ 2t− 2)dt

=

[
t3

3

]1

0

+

[−t3i

3
+

2t2i

2
+

2t2

2
− 2t

]2

1

=
1

3
+

(−8i

3
+ 4i+ 4− 4

)
−

(−i

3
+ i+ 1− 2

)

=
1

3
+

4i

3
+

2i

3
+ 1 =

4

3
+ 2i.

Con respecto a la pregunta de que si z̄2 podŕıa ser la derivada de alguna
función anaĺıtica F (z), la respuesta es no. Por el teorema de la indepen-
dencia con respecto a la trayectoria, se tiene que si z̄2 fuera la antiderivada
de alguna función F (z), entonces la integral seŕıa independiente de la tra-
yectoria, lo cual no es cierto en este caso, como se acaba de mostrar.
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5. Sea C el arco del ćırculo |z| = 2 que está en el primer cuadrante. Muestre
que ∣∣∣∣

∫

C

dz

z2 + 1

∣∣∣∣ ≤
π

3
.

Solución. Se sabe que
∣∣∣
∫
γ
f
∣∣∣ ≤ Ml(γ), donde M = sup |f | sobre puntos

en γ y donde l(γ) es la longitud de γ. Dado que C es el arco de un ćırculo
de radio 2 que se encuentra en el primer cuadrante, se tiene que l(γ) = π.
Además |z2| − |1| ≤ |z2 + 1|, entonces 1

|z2+1| ≤ 1
|z2|−|1| =

1
|z|2−1

= 1
4−1

,
para puntos z sobre γ. Luego

1

|z2 + 1| ≤
1

3
.

En este caso M = 1
3
, por lo tanto

∣∣∫
C

dz
z2+1

∣∣ ≤ π
3
.

6. Sea γ una curva cerrada que está enteramente contenida en C\{z | Re(z) ≤
0}. Muestre que

∫
γ

1
z
dz = 0.

Solución. Sean A = C\{z | Re(z) ≤ 0} y f(z) = 1
z
, entonces se tiene que

A es un conjunto abierto y conexo en C y f es continua en A. Haciendo
uso del teorema de la independencia de la trayectoria, ya que f tiene
una antiderivada en A, se tiene que las integrales, bajo curvas cerradas
contenidas en A, son iguales a cero. Si γ es una curva cerrada contenida
en A, entonces

∫
γ
f(z)dz = 0.

7. Dé algunas condiciones sobre una curva cerrada γ que garanticen que∫
γ

1
z
dz = 0.

Solución.

a) La curva γ debe de estar contenida en un conjunto abierto conexo que
sea subconjunto de C\{z | Re(z) ≤ 0}, ya que este último conjunto
es el dominio de definición de la antiderivada de 1

z
, la función log z

definida en la rama principal.

b) La curva γ debe estar contenida en un conjunto abierto conexo que
sea subconjunto del plano complejo menos un semi-rayo con centro
en 0, ya que en estos conjuntos es posible definir una rama de la
función logaritmo, la cual es una antiderivada de 1

z
.
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8. Demuestre que la longitud de arco l(γ) de una curva γ, no cambia si se
reparametriza la curva.

Solución. Sea γ̃ : [ã, b̃] → C una reparametrización de γ : [a, b] → C, es
decir, existe una función de clase C ′, α : [a, b] → [ã, b̃] con α′(t) > 0, tal
que α(a) = ã, α(b) = b̃ y γ(t) = γ̃(α(t)). Luego,

l(γ) =

∫ b

a

|γ′(t)|dt =
∫ b

a

|γ̃′(α(t))||α′(t)|dt

=

∫ b

a

|γ̃′(α(t))|α′(t)dt =

∫ b̃

ã

|γ̃′(u)|du

= l(γ̃),

donde se hizo el cambio de variable u = α(t), por lo que du = α′(t)dt.

2.2. El teorema de Cauchy: versión intuitiva

En esta sección se presenta la primera versión del teorema de Cauchy, la cual se
puede decir que es una versión intuitiva. De hecho presentamos varias formula-
ciones del teorema, en donde en cada una de ellas, se tienen diferentes hipótesis.

Versión 1. Suponga que f es anaĺıtica, tal que la derivada f ′ es continua sobre
y en el interior de una curva cerrada simple γ. Entonces

∫

γ

f = 0.

Versión 2. Si γ es una curva cerrada simple y si f es anaĺıtica sobre y en el
interior de γ, entonces ∫

γ

f = 0.

Versión 3. Sea f anaĺıtica en una región A, y sea γ una curva cerrada simple
en A. Supóngase que γ puede deformarse continuamente en otra curva cerrada
simple γ̃ sin salirse de la región A, (es decir, γ̃ es homotópica a γ en A). Entonces

∫

γ

f =

∫

γ̃

f.



76 Teorema de Cauchy

Definición 2.2.1 Una región A ⊂ C se llama simplemente conexa, si A es
conexa y cualquer curva cerrada γ en A es homótopica a un punto en A.

Los teoremas de independencia de la integral con respecto a la trayectoria y la
existencia de la antiderivada, pueden reescribirse en el contexto de la definición
anterior.

Proposición 2.2.2 Sea f una función anaĺıtica en una región simplemente co-
nexa A. Entonces, para cualesquiera dos curvas γ1 y γ2 que unen dos puntos z0
y z1 en A, se tiene que

∫
γ1
f =

∫
γ2
f .

Teorema 2.2.3 (Antiderivada) Sea f una función definida y anaĺıtica en una
región simplemente conexa A. Entonces existe una función anaĺıtica F definida
en A, única módulo la adición de una constante, tal que F ′(z) = f(z) para toda
z ∈ A. Se dice que F es la antiderivada de f .

A continuación presentamos algunos problemas donde se pueden aplicar las ver-
siones del teorema de Cauchy que acabamos de enumerar.

1. Sea γ una curva cerrada simple que contiene al 0 en su interior. Argumente
informalmente que ∫

γ

1

z2
dz = 0.

Solución. Sea f(z) = 1
z2
, observe que f tiene antiderivada en C \ {0} la

cual es F (z) = −1
z
. Si γ̃ es el ćırculo unitario, entonces se tiene que

∫

γ̃

1

z2
dz = 0.

Por el teorema de deformación, como γ y γ̃ son curvas cerradas simples
homotópicas, entonces

∫

γ̃

1

z2
dz =

∫

γ

1

z2
dz = 0.

2. Discuta la validez de la fórmula log z = log r + iθ, para log definida en la
región A que se muestra en la figura.
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A

Solución. Si A es un región simplemente conexa tal que 0 /∈ A, entonces
existe una función anaĺıtica F (z) tal que eF (z) = z, a F se le conoce como
la rama de log en A y se escribe F (z) = log z.

En este caso, la región A es simplemente conexa y no contiene a 0, por lo
que existe tal función F . Si z = reiθ ∈ A, tenemos que eF (z) = z, pero no
se puede garantizar que F (z) = log r + iθ.

3. Evalúe
∫
γ

(
z − 1

z

)
dz, donde γ es la trayectoria de la ĺınea recta de 1 a i.

Solución. La función es anaĺıtica en los puntos de la trayectoria γ, entonces

∫

γ

(
z − 1

z

)
dz =

[
z2

2
− log z

]i

1

=

(−1

2
− log i

)
− 1

2
= −1− i

π

2
,

donde se considera log con la rama principal. Por lo tanto,
∫
γ

(
z − 1

z

)
dz =

−
(
1 + iπ

2

)
.

4. Sea γ1 el ćırculo de radio 1 y sea γ2 el ćırculo de radio 2, ambos centrados
en el origen (recorridos en sentido contrario a las manecillas del reloj).
Muestre que ∫

γ1

dz

z3 (z2 + 10)
=

∫

γ2

dz

z3 (z2 + 10)
.

Solución. Sea f(z) = 1
z3(z2+10)

, la cual no es anaĺıtica en z = 0, i
√
10,

−i
√
10. Entonces, es posible deformar la curva cerrada γ1 a la curva cerrada
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γ2 en la región donde f es anaĺıtica, es decir, sin pasar por los puntos z = 0,
i
√
10, −i

√
10.

Luego, las dos integrales son iguales por el teorema de Cauchy.

5. Evalúe
∫
γ

√
z2 − 1dz, donde γ es el ćırculo de radio 1

2
centrado en 0.

Solución. Por el ejercicio resuelto 1.6.8 en [6], se tiene que existe una
rama de la función w �→ √

w de tal forma que z �→
√
z2 − 1 es anaĺıtica

en A = C\{z ∈ C | Im z = 0, |Re z| ≥ 1}. Como γ ⊂ A, se tiene por el
teorema de Cauchy que

∫
γ

√
z2 − 1dz = 0.

2.3. El teorema de Cauchy: versión precisa

La versión precisa del teorema de Cauchy utiliza los conceptos de curvas ho-
motópicas a un punto y de regiones simplemente conexas.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Cauchy) Sea f una función anaĺıtica en una
región G. Sea γ una curva cerrada en G la cual es homotópica a un punto en
G. Entonces ∫

γ

f = 0.

Teorema 2.3.2 Si f es una función anaĺıtica en una región simplemente conexa
G y γ es una curva cerrada en G, entonces

∫

γ

f = 0.

Veamos a continuación algunos ejemplos del uso del teorema de Cauchy.

1. Muestre que todo disco es convexo.

Solución. Sea D el disco con centro z0 y radio r, es decir, D = {z ∈
C | |z− z0| < r. Para ver que D que es convexo, sean z, w ∈ D, entonces
se tiene que mostrar que tz + (1 − t)w ∈ D para toda t ∈ [0, 1]. Esto es
equivalente a mostrar que |tz + (1− t)w − z0| < r. Observe que

|tz + (1− t)w − z0| = |tz + (1− t)w − (t + 1− t)z0|
= |t(z − z0) + (1− t)(w − z0)|
≤ |t(z − z0)|+ |(1− t)(w − z0)|
< tr + (1− t)r = r,
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donde hemos usado que z, w ∈ D.

2. Demuestre que un conjunto A es convexo si y sólo si tiene forma de estrella
con respecto a cada uno de sus puntos.

Solución. Si el conjunto A es convexo, entonces con centro en cualquier
punto w en A, podemos considerar el segmento que une w con cualquier
otro punto z en A, este segmento esta en A, por la convexidad del conjunto.

Si A tiene forma de estrella con respecto a cualquiera de sus puntos, en
particular tomando dos de ellos vemos que el segmento que lo une debe
estar contenido en A, lo que implica que A es convexo.

3. Suponga que f es anaĺıtica en una región simplemente conexa A. Muestre
que para cualesquiera dos curvas γ1 y γ2 que unen dos puntos z0 y z1 en
A, se tiene que

∫
γ1
f =

∫
γ2
f .

Solución. Considere la curva γ = γ1−γ2, la cual es cerrada en A. Como A
es simplemente conexo, por el teorema de Cauchy se tiene que

∫
γ
f = 0.

Ahora, simplemente note que

0 =

∫

γ

f =

∫

γ1

f −
∫

γ2

f.

4. Evalúe
∫
γ

dz
z
donde γ es el segmento de la recta que une 1 con i.

Solución. Note que 1
z
tiene antiderivada log z en la rama principal. Enton-

ces, la integral de 1
z
is independiente de la trayectoria, cuando las trayecto-

rias se encuentren en el dominio de definición de la antiderivada. De esta
forma, podemos considerar el arco del ćırculo unitario γ1 que une 1 con i.
Luego ∫

γ

dz

z
=

∫

γ1

dz

z
=

πi

2
.

5. Evalúe las siguientes integrales:

a)
∫
|z|= 1

2

dz
(1−z)3

.

b)
∫
|z+1|= 1

2

dz
(1−z)3

.

c)
∫
|z−1|= 1

2

dz
(1−z)3

.



80 Teorema de Cauchy

Solución.

a)
∫
|z|= 1

2

dz
(1−z)3

= 0, ya que la función 1
(1−z)3

es anaĺıtica en todo el plano

complejo con excepción de z = 1 y z = 1, puntos que están en el
exterior del ćırculo de integración, por lo que el teorema de Cauchy
asegura que la integral es cero.

b)
∫
|z+1|= 1

2

dz
(1−z)3

= 0, por la misma razón que el inciso anterior.

c)
∫
|z−1|= 1

2

dz
(1−z)3

= 0, en este caso se debe a la existencia de una antide-

rivada de 1
(1−z)3

en una región que contiene a la curva de integración.

2.4. Fórmula integral de Cauchy

Una de las consecuencias importantes del teorema de Cauchy es el hecho de
que los valores de una función anaĺıtica están completamente determinados en
cualquier lugar del interior de una curva cerrada, por sus valores a lo largo de la
curva, y además proporciona una fórmula expĺıcita que relaciona estos valores.
Antes necesitamos el concepto de ı́ndice de una curva con respecto a un punto.

Definición 2.4.1 Sean γ una curva cerrada en C y z0 un punto que no está en
γ. Entonces, el ı́ndice de γ con respecto a z0 está definido como

I(γ, z0) =
1

2πi

∫

γ

dz

z − z0
.

Es decir, I(γ, z0) representa el número de vueltas que da γ alrededor de z0.

Teorema 2.4.2 (Fórmula integral de Cauchy) Sea f una función anaĺıtica
en una región A y sea γ una curva cerrada contenida en A que es homotópica a
un punto, y sea z0 ∈ A un punto que no está en γ. Entonces,

f(z0) · I(γ, z0) =
1

2πi

∫

γ

f(z)

z − z0
dz.

De hecho, es posible mostrar que una función anaĺıtica es en realidad infinita-
mente diferenciable y se tiene una fórmula integral de Cauchy para todas las
derivadas.
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Teorema 2.4.3 (Fórmula integral de Cauchy para las derivadas) Sea f
una función anaĺıtica en una región A. Entonces, todas las derivadas de f existen
en A. Más aún, para z0 ∈ A y γ cualquier curva cerrada homotópica a un punto
en A, tal que z0 no está en γ, se tiene que

f (k)(z0) · I(γ, z0) =
k!

2πi

∫

γ

f(z)

(z − z0)k+1
dz, k = 1, 2, 3, . . .

donde f (k) denota la k-derivada de f .

Teorema 2.4.4 (Desigualdad de Cauchy) Sea f anaĺıtica en una región A
y sea γ un ćırculo de radio R y centro z0 que está en A. Asuma que el disco
{z ∈ C | |z− z0| < R} también está en A. Suponga que |f(z)| ≤ M para toda
z ∈ γ. Entonces, para cada k = 0, 1, 2, . . .

|f (k)(z0)| ≤
k!

Rk
M.

Como una consecuencia del teorema anterior, se tiene el siguiente resultado.
Recordamos que una función f : C → C es entera si es anaĺıtica en todo C.

Teorema 2.4.5 (Liouville) Toda función f : C → C entera y acotada es
constante.

Finalmente, enunciamos un resultado que se puede interpretar como un rećıproco
parcial del teorema de Cauchy.

Teorema 2.4.6 (Morera) Sea f una función continua en una región A y su-
ponga que

∫
γ
f = 0, para cualquier curva γ cerrada en A. Entonces, f es anaĺıtica

en A, y f = F ′ para alguna función anaĺıtica F en A.

1. Evalúe las siguientes integrales:

a)
∫
γ

z2−1
z2+1

dz, donde γ es el ćırculo de radio 2, con centro en 0.

b)
∫
γ

sen ez

z
, donde γ es el ćırculo unitario.

Solución.
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a) Note que

z2 − 1

z2 + 1
=

1

2i

(
z2 − 1

z − i
− z2 − 1

z + i

)
.

Para utilizar la fórmula integral de Cauchy, sea f(z) = z2 − 1, luego
f(i) = f(−i) = −2, entonces

−2 = f(±i) =
1

2πi

∫

γ

z2 − 1

z ± i
dz.

Por lo tanto, como γ es un curva cerrada simple,

∫

γ

z2 − 1

z2 + 1
dz =

1

2i

∫

γ

(
z2 − 1

z − i
− z2 − 1

z + i

)
dz =

1

2i
(−4πi+4πi) = 0.

b) Aqúı se puede tomar f(z) = sen ez, y aplicando la fórmula integral
de Cauchy, se obtiene

sen 1 = f(0) =
1

2πi

∫

γ

f(z)

z
dz,

luego, ∫

γ

sen ez

z
dz = 2πi · sen 1.

2. Sea f anaĺıtica en el interior y sobre una curva cerrada simple γ. Suponga
que f = 0 sobre γ. Muestre que f = 0 en el interior de γ.

Solución. Sea z0 un punto en el interior de γ, entonces por la fórmula
integral de Cauchy

f(z0) · I(γ, z0) =
1

2πi

∫

γ

f(z)

z − z0
dz.

La curva γ es simple, entonces f(z0) = 1
2πi

∫
γ

f(z)
z−z0

dz, y como f(z) = 0

cuando z está sobre γ, se tiene que
∫
γ

f(z)
z−z0

dz = 0, luego f(z0) = 0. Por
lo tanto, f = 0 en el interior de γ.
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3. Sea f anaĺıtica en una región A y sea γ una curva cerrada en A. Para
cualquier z0 ∈ A que no está sobre γ, muestre que

∫

γ

f ′(ζ)

ζ − z0
dζ =

∫

γ

f(ζ)

(ζ − z0)2
dζ.

¿Puede usted pensar en una forma de generalizar este resultado?

Solución. Como f es anaĺıtica en A, entonces f ′ también es anaĺıtica en
A, lo que se sigue de la fórmula integral de Cauchy.

Sea z0 ∈ A, por la fórmula integral de Cauchy aplicada a f ′, se tiene que

f ′(z0) · I(γ, z0) =
1

2πi

∫

γ

f ′(ζ)

ζ − z0
dζ

luego,
∫

γ

f ′(ζ)

ζ − z0
dζ = f ′(z0) · I(γ, z0) · 2πi =

∫

γ

f(ζ)

(ζ − z0)2
dζ,

donde la segunda igualdad se debe a la fórmula integral de Cauchy para
derivadas.

Por lo tanto, ∫

γ

f ′(ζ)

ζ − z0
dζ =

∫

γ

f(ζ)

(ζ − z0)2
dζ.

4. Suponga que f es entera y que ĺımz→∞
f(z)
z

= 0. Muestre que f es cons-
tante.

Solución. Primero se mostrará que si f es entera y |f(z)| ≤ M |z|n para
|z| grande, donde M es una constante y n es un entero positivo, entonces
f es un polinomio de grado a lo más n.

Sea z0 ∈ C, para |z| = R grande de tal manera que z0 sea un punto
interior de ese ćırculo, se tiene que |f(z)| ≤ MRn, por lo que aplicando la
desigualdad de Cauchy (2.4.4), se tiene que

|f (k)(z0)| ≤
k!

Rk
MRn =

Mk!

Rk−n
.

Entonces, si k > n, y haciendo R → ∞, se tiene que |f (k)(z0)| = 0. Como
z0 fue arbitrario, por el ejercicio 10 de la seccion 1.5, se obtiene que f es
un polinomio de grado a lo más n.
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Regresando al problema original, la condición ĺımz→∞
f(z)
z

= 0 es equiva-

lente a que para toda ǫ y para |z| grande se tiene que
∣∣∣f(z)z

∣∣∣ < ǫ, es decir,

|f(z)| < ǫ|z|. Por lo que se demostró antes, se tiene que f(z) = az + b,

pero como ĺımz→∞
f(z)
z

= ĺımz→∞ a+ b
z
= 0, entonces a = 0, por lo tanto

f(z) = b.

5. Sea f(z, w) una función continua de z y w, para z en una región A y w
sobre una curva γ. Para cada w sobre γ asuma que f es anaĺıtica en z. Se
define

F (z) =

∫

γ

f(z, w)dw.

Entonces, F es anaĺıtica y

F ′(z) =

∫

γ

∂f

∂z
(z, w)dw.

Use lo anterior para demostrar que

F (z) =

∫ 1

0

e−z2x2

dx

es anaĺıtica en z. Calcule F ′(z).

Solución. El resultado enunciado al principio del problema es el ejercicio
resuelto 2.4.15 de [6].

En este caso, f(z, w) = e−z2w2
es continua en ambas variables, con z ∈ C

y w en la curva γ : [0, 1] → C dada por γ(x) = x. Además, f(z, w)

es anaĺıtica en z. Entonces, F (z) =
∫
γ
f(z, w)dw =

∫ 1

0
e−z2x2

γ′(x)dx =∫
0
e−z2x2

dx es anaĺıtica en z.

Luego,

F ′(z) =

∫

γ

∂f

∂z
(z, w)dw =

∫ 1

0

(−2z)e−z2x2

dx.

6. Muestre que si la imagen de una curva cerrada γ está en una región sim-
plemente conexa A, y si z0 /∈ A, entonces I(γ, z0) = 0.
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Solución. Recuerde que el ı́ndice de la curva γ alrededor de z0 está dada
por

I(γ, z0) =
1

2πi

∫

γ

dz

z − z0
.

Como γ está en una región simplemente conexa A, la curva es homotópica
a un punto y la función 1

z−z0
es anaĺıtica en A, ya que z0 /∈ A, por lo tanto∫

γ
dz

z−z0
= 0, es decir, I(γ, z0) = 0.

7. Demuestre que
∫ π

0
ecos θ cos(sen θ)dθ = π, considerando

∫
γ

ez

z
dz, donde γ

es el ćırculo unitario.

Solución. Primero se calcula
∫
γ

ez

z
dz. Sea f(z) = ez y z0 = 0, se tiene

que f(z0) ·I(γ, z0) = 1
2πi

∫
γ

f(z)
z−z0

dz, entonces 1 = 1
2πi

∫
γ

ez

z
dz. Por lo tanto∫

γ
ez

z
dz = 2πi.

Por otro lado, si se parametriza γ(t) = eit, t ∈ [0, 2π], entonces
∫

γ

ez

z
dz =

∫ 2π

0

ee
it

eit
ieitdt

= i

∫ 2π

0

ee
it

dt = i

∫ 2π

0

ecos t+i sen tdz

= i

∫ 2π

0

ecos t [cos(sen t) + i sen(sen t)] dt.

Aśı, 2πi = i
∫ 2π

0
ecos t [cos(sen t) + i sen(sen t)] dt, luego

2π =

∫ 2π

0

ecos t cos(sen t)dt y 0 =

∫ 2π

0

ecos t sen(sen t)dt.

De esta forma se tiene que

2π =

∫ 2π

0

ecos t cos(sen t)dt

=

∫ π

0

ecos t cos(sen t)dt +

∫ 2π

π

ecos t cos(sen t)dt,

y como la función coseno es una función par, entonces
∫ π

0
ecos t cos(sen t)dt =∫ 2π

π
ecos t cos(sen t)dt, por lo tanto

∫ π

0

ecos θ cos(sen θ)dθ = π.
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8. Considere la función f(z) = 1
z2
.

a) Se satisface que
∫
γ
f(z)dz = 0 para toda curva cerrada γ (que no

pasa a través del origen), pero no es anaĺıtica en z = 0. ¿Contradice
esta afirmación el teorema de Morera?

b) La función f está acotada conforme z → ∞, pero no es constante.
¿Contradice esta afirmación el teorema de Liouville?

Solución.

a) No se contradice el teorema de Morera, ya que f no es continua en
el interior de curvas que contengan al cero, pues f no esta definida
en 0.

b) No contradice el teorema de Liouville pues la función f no es entera,
al no ser anaĺıtica en 0.

9. ¿Es
∫
|z|=1

ez

z2
dz = 0? ¿Es

∫
|z|=1

cos z
z2

dz = 0?

Solución. Por la fórmula integral de Cauchy, la primera integral es

2πi = e0 · 2πi =
∫

|z|=1

ez

z2
dz.

Para la segunda integral, observe que si f(z) = cos z, entonces f ′(z) =
− sen z, por lo que f ′(0) = 0. Luego,

0 = f ′(0) =
1

2πi

∫

|z|=1

cos z

z2
dz.

10. Muestre que para curvas cerradas γ1, γ2 se tiene que

I(−γ1, z0) = −I(γ1, z0)

y
I(γ1 + γ2, z0) = I(γ1, z0) + I(γ2, z0).

Interprete geométricamente estos resultados.

Solución. Por definición

I(−γ1, z0) =
1

2πi

∫

−γ1

dz

z − z0
.
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Como
∫
−γ

fdz = −
∫
γ
fdz, entonces

I(−γ1, z0) =
1

2πi

∫

−γ1

dz

z − z0
= −

∫

γ1

dz

z − z0
= −I(γ1, z0).

Análogamente, por definición se tiene que

I(γ1 + γ2, z0) =
1

2πi

∫

γ1+γ2

dz

z − z0
.

Usando que
∫
γ1+γ2

fdz =
∫
γ1
fdz +

∫
γ2
fdz se tiene que

I(γ1 + γ2, z0) = I(γ1, z0) + I(γ2, z0).

2.5. El teorema de módulo máximo y funciones

armónicas

Una de las consecuencias mas importantes de la fórmula integral de Cauchy
es el teorema del módulo máximo, también llamado el principio del módulo
máximo.

Teorema 2.5.1 (Principio del módulo máximo, versión local). Sea f anaĺıti-
ca en una región A y supóngase que |f | tiene un máximo relativo z0 ∈ A.
Entonces, f es constante en alguna vecindad de z0.

Teorema 2.5.2 (Principio del módulo máximo). Sea A un conjunto conexo,
abierto y acotado, y sea f : Ā → C una función anaĺıtica en A y continua en Ā.
Sea M el máximo de |f(z)| en la frontera de A, es decir, M = sup |f(z)| para
z en la frontera de A. Entonces,

1. |f(z)| ≤ M para toda z ∈ A.

2. Si |f(z)| = M para alguna z ∈ A, entonces f es constante en A.

Una de las aplicaciones del teorema del módulo máximo es el siguiente resultado.

Teorema 2.5.3 (Lema de Schwarz). Sea f anaĺıtica en el disco abierto uni-
tario D tal que |f(z)| ≤ 1 para z ∈ D y f(0) = 0. Entonces |f(z)| ≤ |z| para
toda z ∈ D y |f ′(0)| ≤ 1. Si |f(z0)| = |z0| para algún z0 ∈ D, z0 �= 0, entonces
f(z) = cz para toda z ∈ D y para alguna constante c, con |c| = 1.
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Se mencionó anteriormente que si f = u+ iv es una función anaĺıtica, entonces
u, v son funciones armónicas. De hecho el rećıproco también es cierto.

Proposición 2.5.4 Sea A una región en C y sea u una función armónica, dos
veces continuamente diferenciable en A. Entonces u es C∞, y en una vecindad
de cada punto z0 ∈ A, u es la parte real de alguna función anaĺıtica. Si A es
simplemente conexo, existe una función anaĺıtica f en A tal que u = Re f .

La importancia de la proposición anterior es que nos permite mostrar algunos
resultados de funciones anaĺıticas para funciones armónicas, como el resultado
siguiente o el principio del módulo máximo para funciones armónicas, tanto en
su versión local como en la general.

Propiedad del valor medio para funciones armónicas. Sea u una función
armónica en una región que contiene un ćırculo de radio r alrededor de z0 =
x0 + iy0 y a su interior. Entonces

u(x0, y0) =
1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ)dθ.

Un problema muy importante en matemáticas y f́ısica, es llamado el problema
de Dirichlet: Sea A una región acotada y abierta y sea u0 una función continua
dada en fr(A). Encuentre una función de valores reales u en A que es continua
en A y armónica en A, y que es igual a u0 en fr(A).
A pesar de que la solución del problema es complicado, la unicidad es fácil de
mostrar. Cuando la región A es un disco abierto, la solución al problema de
Dirichlet se puede encontrar expĺıcitamente. En ese sentido, se tiene el siguiente
resultado.

Fórmula de Poisson. Si u está definida y es continua en el disco cerrado
{z ∈ C | |z| ≤ r} y es armónica en el disco abierto Dr, entonces para ρ < r,

u(ρeiφ) =
r2 − ρ2

2π

∫ 2π

0

u(reiθ)

r2 − 2rρ cos(θ − φ) + ρ2
dθ.

A continuación presentamos una serie de problemas relacionados con los resul-
tados de esta sección.

1. Encuentre el máximo de | cos z| en [0, 2π]× [0, 2π].
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Solución. Se tiene que cos z es una función entera, y entonces se puede
aplicar el principio del módulo máximo, el cual dice que el máximo ocurre
en la frontera del cuadrado.

Ahora, usando que cos z = cos (x+ iy) = cos x cos (iy)+i sen x sen (iy) =
cosx cosh y − i sen x senh y, se tiene que

| cos z|2 = cos2 x cosh2 y + sen2 x senh2 y

= cos2 x cosh2 y + (1− cos2 x) senh2 y

= cos2 x(cosh2 y − senh2 y) + senh2 y

= cos2 x+ senh2 y.

En la frontera y = 0, | cos z|2 tiene como máximo 1; para x = 0 el máximo
es 1 + senh2(2π), ya que senh2 y crece con y; para x = 2π el máximo
es otra vez 1 + senh2(2π); para y = 2π, el máximo es 1 + senh2(2π).
Aśı, el máximo de | cos z|2 ocurre en x = 0, x = 2π y y = 2π y es
1+senh2(2π) = cosh2(2π). Por lo tanto, el máximo de | cos z| en [0, 2π]×
[0, 2π] es cosh (2π).

2. a) Muestre que para |z0| < R, la transformación

T : z → R(z − z0)

R2 − z0z

env́ıa el disco abierto de radio R, en forma uno a uno y sobre, en el
disco de radio 1 y env́ıa z0 al origen.

b) Suponga que f es anaĺıtica en el disco abierto |z| < R y que |f(z)| <
M para |z| < R. Suponga también que f(z0) = w0. Muestre que

∣∣∣∣
M [f(z)− w0]

M2 − w0f(z)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
R(z − z0)

R2 − z0z

∣∣∣∣ .

Solución.

a) Se tiene que mostrar que T : DR → D1 es biyectiva, donde DR =
{z ∈ C : |z| < R}. Es directo ver que T (z0) = 0.

Sea z tal que |z| = R, entonces z · z̄ = |z|2 = R2. Como T (z) =
R(z−z0)
R2−z̄0z

, se tiene que |Tz| =
∣∣∣R(z−z0)
z·z̄−z̄0·z

∣∣∣ = R|z−z0|
|z||z̄−z̄0| =

R|z−z0|
R|z̄−z̄0| = 1 para

|z| = R.
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Luego, T manda la frontera de DR en la frontera de D. Por el teorema
del módulo máximo si |z| < R, entonces |T (z)| < 1, por lo que en
efecto T : DR → D1. Para ver que T es biyectiva, defina S(z) =
R2z+Rz0
z̄0z+R

. Luego, es posible ver que S : D1 → DR y que S ◦T (z) = z,

T ◦ S(z) = z, es decir S = T−1.

b) Por hipótesis f : DR → DM con f(z0) = w0. Sea TR : DR → D1 dada

por TR(z) =
R(z−z0)
R2−z̄0z

y TM : DM → D1 dada por TM (z) = M(z−w0)
M2−w̄0z

.

Entonces, g = TM ◦f ◦T−1
R : D1 → D1 con g(0) = TM ◦f ◦T−1

R (0) =
TM ◦ f(z0) = TM(w0) = 0.

DR
f−→ DM

TR

�
�TM

D1
g−→ D1

Por el lema de Schwarz, se tiene que |g(z)| ≤ |z| es decir |TM ◦ f ◦
T−1
R (z)| ≤ |z|. Si w = T−1

R (z) entonces TR(w) = z y |TM ◦ f(w)| ≤
|TR(w)|, luego

����
M (f(z)− w0)

M2 − w̄0f(z)

���� ≤
����
R(z − z0)

R2 − z̄0z

���� .

3. Sea u armónica en la región acotada A y continua en Ā. Entonces mues-
tre que u alcanza su ḿınimo únicamente en fr(A), a menos que u sea
constante.

Solución. Como u : Ā → R es continua y armónica en A, entonces −u :
Ā → R también es continua y armónica en A. Por el principio del máximo
para funciones armónicas, existe M el máximo de −u en ∂A, es decir,
−u(x, y) ≤ M para toda (x, y) ∈ Ā y si −u(x, y) = M para alguna
(x, y) ∈ A, se sigue que −u es constante en A.

Por lo anterior u(x, y) ≥ −M para toda (x, y) ∈ Ā y si u(x, y) = −M
para alguna (x, y) ∈ A, entonces −u(x, y) = M , de donde u es constante
en A.

4. Encuentre el máximo de u = Re(z3) en el cuadrado unitario [0, 1]× [0, 1].
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Solución. Sea z = x + iy, entonces z3 = x3 − 3xy2 + i(3x2y − y3),
luego u(x, y) = Re z3 = x3 − 3xy2. Para encontrar el máximo de u en
[0, 1]× [0, 1] sólo se tiene que analizar la frontera del cuadrado unitario.

Para y = 0, u(x, y) = x3 ≤ 1; para x = 0, u(x, y) = 0. Para y = 1,
u(x, y) = x3 − 3x ≤ x3 ≤ 1; para x = 1, u(x, y) = 1 − 3y2 ≤ 1. Por lo
tanto, el máximo de u = Re z3 es 1.

5. Muestre que u(x, y) = log
√

x2 + y2 es armónica, pero que no tiene
armónica conjugada en C \ {0}.
Solución. Como u(x, y) = log

√
x2 + y2, entonces

∂u

∂x
=

1
2
(x2 + y2)

− 1
2 · 2x√

x2 + y2
=

x

x2 + y2
,

∂u

∂y
=

y

x2 + y2

∂2u

∂x2
=

(x2 + y2)− x(2x)

(x2 + y2)
=

y2 − x2

(x2 + y2)2
,

∂2u

∂y2
=

(x2 + y2)− y(2y)

(x2 + y2)
=

x2 − y2

(x2 + y2)2
.

Por lo tanto, ∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

= 0, de donde u es armónica en C \ {0}.
En el ejemplo resuelto 1.5.21 en [6] se muestra que la conjugada armónica
de u tiene que ser v(x, y) = tan−1

(
y

x

)
que no está definida en todo C\{0}.

6. a) Demuestre que

∫ 2π

0

R2 − r2

R2 − 2rR cos(θ − φ) + r2
dθ = 2π

para R > r y cualquier φ.

b) Resuelva directamente el problema de Dirichlet con la condición de
ser acotada u0(z) = x. Deduzca para r < 1,

r cosφ =
1

2π

∫ 2π

0

(1− r2) cos θ

1− 2r cos(θ − φ) + r2
dθ.

Solución.
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a) La fórmula de Poisson permite encontrar una solución del problema
de Dirichlet para el caso en que la región es un disco. Es decir, si u0

es una función continua definida en el ćırculo de radio R, entonces
una solución al problema de Dirichlet está dada por

u(reiφ) =
R2 − r2

2π

∫ 2π

0

u0(Reiθ)

R2 − 2rR cos(θ − φ) + r2
dθ.

Si se considera u0 ≡ 1, entonces por la unicidad del problema de
Dirichlet, se tiene que u ≡ 1, de donde

∫ 2π

0

R2 − r2

R2 − 2rR cos(θ − φ) + r2
dθ = 2π.

b) De la fórmula

u(reiφ) =
R2 − r2

2π

∫ 2π

0

u0(Reiθ)

R2 − 2rR cos(θ − φ) + r2
dθ,

se obtiene para u0(z) = x, R = 1 y r < 1, que u(z) = x por la
unicidad del problema de Dirichlet y que

r cosφ =
1

2π

∫ 2π

0

(1− r2) cos θ

1− 2r cos(θ − φ) + r2
dθ.

7. Demuestre el teorema de Hadamard de los tres ćırculos: Sea f anaĺıti-
ca en una región que contiene al conjunto R = {z | r1 ≤ |z| ≤ r3}, donde
0 < r1 < r2 < r3. Sean M1, M2, M3, los máximos de |f | en los ćırculos
|z| = r1, r2, r3, respectivamente. Entonces

M
log(

r3
r1

)

2 ≤ M
log(

r3
r2

)

1 M
log(

r2
r1

)

3 .

Solución. Sea s = log r2−log r1
log r3−log r1

, entonces la desigualdad que se quiere de-
mostrar es equivalente a

logM2 ≤ (1− s) logM1 + s logM3.

Sea α un número real, defina la función u(z) = α log |z| + log |f(z)|, la
cual es armónica (ver ejercicio 5 de esta sección) fuera de los ceros de
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f . Cerca de los ceros de f , la función u tiene valores grandes negativos.
Luego, por el principio del módulo máximo para funciones armónicas, u
alcanza su máximo en la frontera del anillo R, espećıficamente, en los dos
ćırculos |z| = r1 y |z| = r3.

Entonces

α log |z|+ log |f(z)| ≤ máx{α log r1 + logM1, α log r3 + logM3},

para toda z ∈ R. En particular, se tiene la desigualdad

α log r2 + logM2 ≤ máx{α log r1 + logM1, α log r3 + logM3}.

Ahora, sea α el número real tal que los dos valores dentro del parentésis
en la parte derecha de la desigualdad, sean iguales, es decir,

α =
logM3 − logM1

log r1 − log r3
.

Luego, de la desigualdad anterior, se obtiene que

logM2 ≤ α log r1 + logM1 − α log r2,

y sustituyendo el valor de α se tiene el resultado deseado.

8. Demuestre que si u : C → R es continua y satisface la propiedad de valor
medio, entonces u ∈ C∞ y es armónica.

Solución. Se mostrará que u es armónica en cualquier disco D de radio
r con centro en 0. Por la solución al problema de Dirichlet en un disco
abierto, existe una función continua w : D̄ → R, la cual es armónica en D
y coincide con u en la frontera de D.

Como w es armónica, satisface la propiedad del valor medio, por lo que
también u − w satisface la propiedad, además u − w = 0 en la frontera
de D, y como la propiedad del valor medio es suficiente para tener el
principio de módulo máximo, entonces u = w en todo D. En particular, u
es armónica.

9. La función f(z) es anaĺıtica en todo el plano complejo, e Imf ≤ 0. De-
muestre que f es una constante.
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Solución. Sea f(z) = u+ iv, entonces −if(z) = v − iu, luego

∣∣e−if(z)
∣∣ =

∣∣ev−iu
∣∣

= ev

= eImf ≤ 1

ya que Imf ≤ 0. Por el teorema de Liouville se concluye que e−if(z) es cons-
tante, por ser una función entera y acotada. Pero si e−if(z) es constante,
es inmediato ver que f es constante.



Caṕıtulo 3

Representación en series de
funciones anaĺıticas

Existe una forma alternativa de definir una función anaĺıtica. En algunos trata-
mientos de la teoŕıa de funciones complejas, una función f es llamada anaĺıtica
si localmente se representa como una serie de potencias. Si esto se puede hacer,
esta serie debe ser la serie de Taylor de f .

3.1. Series convergentes y funciones anaĺıticas

La noción de convergencia de sucesiones númericas complejas, aśı como la de
convergencia de sucesiones de funciones de variable compleja, son las mismas
que las del cálculo real. Para determinar convergencia, se pueden aplicar los
criterio de la razón, de la ráız y de Cauchy, por mencionar algunos. Además, se
tiene también la noción de convergencia uniforme para sucesiones de funciones
complejas y de series de funciones complejas, donde es posible usar el criterio de
Cauchy para determinar este tipo de convergencia.

Un resultado importante en convergencia es el siguiente.

El criterio M de Weierstrass. Sea gn una sucesión de funciones definidas en
un conjunto A ⊂ C. Suponga que existe una sucesión de constantes Mn ≥ 0 tal
que
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1. |gn(z)| ≤ Mn para toda z ∈ A.

2.
∑∞

n=1 Mn converge.

Entonces
∑∞

n=1 gn converge absoluta y uniformemente en A.

El resultado más importante en esta sección tiene que ver con la convergencia
de funciones anaĺıticas.

Teorema de convergencia anaĺıtica.

1. Sea A una región en C y sea fn una sucesión de funciones anaĺıticas defini-
das en A. Si fn → f uniformemente en cualquier disco cerrado contenido
en A, entonces f es anaĺıtica. Más aún, f ′

n → f ′ puntualmente en A y
uniformemente en cualquier disco cerrado en A.

2. Si gk es una sucesión de funciones anaĺıticas definidas en una región A
en C y g(z) =

∑∞
k=1 gk(z) converge uniformemente en cualquier disco

cerrado en A, entonces g es anaĺıtica en A y g′(z) =
∑∞

k=1 g
′
k(z) converge

puntualmente en A y también uniformemente en cualquier disco cerrado
contenido en A.

Veamos algunos ejemplos.

1. Sea c una constante compleja. Defina una sucesión por medio de z0 = 0 y
z1 = c y para n ≥ 1, zn+1 = z2n + c.

a) Muestre que si |c| > 2, entonces ĺımn→∞ zn = ∞. (Sugerencia: Haga
r = |c|−1 y use inducción para mostrar que |zn| > |c|rn−1 para toda
n.)

b) Muestre que si |c| ≤ 2 y existe un valor de k con |zk| > 2, entonces
ĺımn→∞ zn = ∞. (Sugerencia: Haga r = |zk| − 1 y muestre que
|zk+p| ≥ |zk|rp para toda p ≥ 0.)

Observación: Aquellos valores de c para los cuales la sucesión zn, definida
en este problema, permanece acotada, forman un conjunto muy interesante
con varios patrones agradables, llamado el conjunto de Mandelbrot.

Solución.
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a) Sea r = |c| − 1, muestre por inducción que |zn| > |c|rn−1 para
n ≥ 2. Para n = 2 se tiene que z2 = z21 + c = c2 + c, luego como
|c2 + c| > |c|2 − |c|, entonces |z2| > |c|r = |c|(|c| − 1).

Suponga que |zn| > |c|rn−1, entonces se tiene que mostrar

|zn+1| = |z2n + c| > |c|rn,

pero se tiene por hipótesis de inducción que

|z2n + c| ≥ |zn|2 − |c| > |c|2r2n−2 − |c| = |c|(|c|r2n−2 − 1).

Luego, se tiene que mostrar que |c|(|c|r2n−2 − 1) > |c|rn, o equiva-
lentemente que |c|r2n−2 − 1 > rn, lo cual es cierto para n ≥ 2, lo
que termina la inducción.

Por lo tanto, como |c|rn−1 → ∞ cuando n → ∞, ya que r > 1, se
concluye que zn → ∞ cuando n → ∞.

b) Sea r = |zk| − 1, muestre que |zk+p| ≥ |zk|rp para toda p ≥ 0. Para
p = 0, se tiene que |zk| ≥ |zk|, lo cual es cierto. Para p = 1, se
debe mostrar que |zk+1| ≥ |zk|r, lo cual es equivalente a mostrar que
|z2k+c| ≥ |zk|(zk−1). Pero |z2k+c| ≥ |zk|2−|c| ≥ |zk|2−|zk| donde
la última desigualdad es cierta si y sólo si |zk| ≥ |c|, la cual es cierta
ya que |zk| > 2 ≥ |c|.
Suponga que |zk+p| ≥ |zk|rp y demuestre que |zk+p+1| ≥ |zk|rp+1.
Observe que

|zk+p+1| = |z2k+p + c| ≥ |zk+p|2 − |c|
≥ |zk|2r2p − |c|
≥ |zk|rp+1,

donde la última desigualdad es cierta ya que |zk| > 2 y r ≥ 1.

Por lo tanto, como |zk+p| ≥ |zk|rp, para todo p ≥ 0, se tiene que
zn → ∞ cuando n → ∞.

2. a) Muestre que la serie
∑∞

n=0
1

n2+z
converge en el conjunto

C \ {z = ni | n es un entero}.
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b) Muestre que la convergencia es uniforme y absoluta en cualquier disco
cerrado contenido en esta región.

Solución.

a) Sea z = x+ iy, entonces la desigualdad |n2+ z| ≥ n2 es equivalente
a la desigualdad 2n2x+ x2 + y2 ≥ 0, la cual es cierta si x ≥ 0.

Considere z tal que Re (z) ≥ 0 y z �= ni, para toda n ∈ Z. Lue-
go, |n2 + z| ≥ n2, entonces 1

|n2+z| ≤ 1
n2 = Mn y

∑∞
n=1Mn =∑∞

n=1
1
n2 converge. Por el criterio de comparación se tiene que la

serie
∑∞

n=0
1

n2+z
converge absolutamente, y por lo tanto, converge.

Ahora, considere el caso donde Re (z) < 0. Se tiene que

|n2 + z| ≥ |Re (n2 + z)| = |n2 + x|;

como (1− x)/2 ≥ 0, existe n0 ∈ N tal que n0 ≥ (1− x)/2, es decir,
para toda n ≥ n0 se tiene que |n2 + x| ≥ (n − 1)2. Por lo tanto,
para toda n ≥ n0 se tiene que |n2 + z| ≥ (n− 1)2. Nuevamente, se
puede aplicar el criterio de comparación para asegurar la convergencia
absoluta de la serie

∑∞
n=0

1
n2+z

, ya que
∑∞

n=n0
Mn converge, donde

Mn = 1
(n−1)2

.

b) Sea D un disco cerrado contenido en A = {z ∈ C | Rez ≥ 0, Imz �=
ni, para toda n ∈ Z}. Luego, |n2 + z| ≥ n2 para toda z ∈ D,
entonces 1

|n2+z| ≤ 1
n2 = Mn y

∑∞
n=1 Mn =

∑∞
n=1

1
n2 converge. Por el

criterio M de Weierstrass se tiene que la serie
∑∞

n=0
1

n2+z
converge

absoluta y uniformemente en A.

Ahora, considere un disco cerradoD contenido enB = {z ∈ C | Re(z) <
0}. Sea x0 = ḿın {Re(z) | z ∈ D}. Ya que

|n2 + z| ≥ |Re (n2 + z)| = |n2 + x0|

y como (1 − x0)/2 ≥ 0, existe n0 ∈ N tal que n0 ≥ (1 − x0)/2,
es decir, para toda n ≥ n0 se tiene que |n2 + x0| ≥ (n − 1)2.
Por lo tanto, para toda n ≥ n0 y para toda z ∈ D, se tiene que
|n2 + z| ≥ (n − 1)2. Nuevamente, se puede aplicar el criterio M de
Weierstrass para asegurar la convergencia absoluta y uniforme de la
serie

∑∞
n=0

1
n2+z

en B, ya que
∑∞

n=n0
Mn converge, donde Mn =

1
(n−1)2

.
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Para terminar, note que A ∪ B = C \ {z = ni | n es un entero}.

3. a) Muestre que la sucesión de funciones fn(x) = cos
(
x
n

)
converge uni-

formemente a la función constante f(x) = 1 para x ∈ [0, π].

b) Muestre que converge puntualmente a 1 en todo R.

c) ¿La convergencia es uniforme en todo R?

Solución.

a) Observe que |1 − fn(x)| = |1 − cos
(
x
n

)
| = 1 − cos

(
x
n

)
≤ 1

2!

(
x
n

)2
.

Para verificar la desigualdad, se considera la función g(x) = 1
2!

(
x
n

)2−
1− cos

(
x
n

)
, luego al calcular la derivada se obtiene que g′(x) = x

n2 −
1
n
sen x

n
la cual es siempre positiva ya que x ≥ sen x para x ∈ [0, π],

es decir, g es una función creciente, por lo que se tiene la desigualdad
considerada.

Por lo tanto, para x ∈ [0, π], se tiene que

|1− fn(x)| ≤
1

2!

(x
n

)2

≤ 1

2!

(π
n

)2

de donde la convergencia uniforme.

Segunda solución. Del cálculo real, se tiene que cos θ es decreciente
y cos θ ≤ θ + 1 para 0 ≤ θ ≤ π. Luego, para x ∈ [0, π] y n ≥ 1, se
tiene que |fn(x) − f(x)| =

∣∣cos
(
x
n

)
− 1

∣∣ ≤
∣∣cos

(
π
n

)
− 1

∣∣ ≤ π
n
. Por

lo tanto |fn(x)− f(x)| < ǫ siempre que n > máx(1, π
ǫ
).

b) Como x
n
→ 0, cuando n → ∞, y cos x es una función continua, se

tiene que cos
(
x
n

)
→ cos 0 = 1 cuando n → ∞ para toda x ∈ R.

c) Para ver que la convergencia no es uniforme en todo R, note que en
los puntos x = π · n, se tiene que cos

(
π·n
n

)
= cosπ = 0, por lo que

la convergencia falla ser uniforme en estos puntos.

4. Demuestre que

φ(z) =

∞∑

n=1

1

nz

no converge uniformemente en A = {z | Rez > 1}.
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Solución. Note que si z = x es real, la serie toma la forma

φ(x) =
∞∑

n=1

1

nx
.

Para x > 1, se sabe que la serie converge, además φ(x) → ∞, cuando
x → 1, ahora vea que la serie no converge uniformemente en (1,∞).

5. Si
∑∞

k=1 ak converge, demuestre que ak → 0. Si
∑∞

k=1 gk(z) converge
uniformemente, muestre que gk(z) → 0 uniformemente.

Solución. Suponga que
∑∞

k=1 ak converge, es decir la sucesión de sumas
parciales sn =

∑n

k=1 ak converge, por lo que es una sucesión de Cauchy.
Luego, para toda ǫ > 0 existe una N ∈ N tal que si n ≥ N implica que

|sn+p − sn| =
∣∣∣∣∣

n+p∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ < ǫ, para toda p = 1, 2, 3, . . . .

Con p = 1, se tiene que si n ≥ N entonces |an+1| < ǫ, luego ak → 0.

Si
∑∞

k=1 gk(z) converge uniformemente, por el criterio de Cauchy, se
tiene que para toda ǫ > 0 existe una N ∈ N tal que si n ≥ N implica que

∣∣∣∣∣

n+p∑

k=n+1

gk(z)

∣∣∣∣∣ < ǫ, para toda z y para toda p = 1, 2, 3, . . . .

Nuevamente, haciendo p = 1, se tiene que si n ≥ N entonces |gn+1(z)| < ǫ
para toda z, es decir, gk(z) → 0 uniformemente.

6. Muestre que
∞∑

n=0

1

n!zn

es anaĺıtica en C \ {0}. Calcule su integral alrededor del ćırculo unitario.

Solución. Como ez =
∑∞

n=0
zn

n!
es anaĺıtica en C, entonces

e
1
z =

∞∑

n=0

1

n!zn
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es anaĺıtica en C \ {0}. Ahora
∫

γ

∞∑

n=0

1

n!zn
dz =

∞∑

n=0

1

n!

∫

γ

1

zn
dz

=

∫

γ

dz +

∫

γ

1

z
dz +

∞∑

n=2

1

n!

∫

γ

1

zn
dz

= 0 + 2πi+ 0 = 2πi.

El hecho de que se pueda sacar el śımbolo de la suma de la integral, se
justifica por la convergencia de la serie en todo C. La última igualdad se
debe al hecho de que para n ≥ 2, la función 1

zn
tiene antiderivada, y como

la curva es cerrada, la integral es cero.

Por lo tanto,
∫
γ

∑∞
n=1

1
n!zn

dz = 2πi.

7. Demuestre que la serie
∞∑

n=1

zn

1 + z2n

converge tanto en el interior como en el exterior del ćırculo unitario y
representa una función anaĺıtica en cada región.

Solución. Observe que siempre se tiene que zn

1+z2n
= 1

zn+z−n .

Para el caso |z| < 1,

|zn + z−n| ≥ |z−n| − |zn| ≥ |z−n| − 1 ≥ |z−n|/2,

a partir de cierta n, entonces

∣∣∣∣
zn

1 + z2n

∣∣∣∣ ≤ 2|z|n.

Como la serie
∑∞

n=1 |z|n converge, entonces por el criterio de comparación
para series, se tiene que la serie

∑∞
n=1

zn

1+z2n
converge absolutamente en

|z| < 1, de donde también se tiene la convergencia de la serie.

En el caso |z| > 1, como

|zn + z−n| ≥ |zn| − |z−n| ≥ |zn| − 1 ≥ |zn|/2,
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a partir de cierta n, entonces

∣∣∣∣
zn

1 + z2n

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

1

zn + z−n

∣∣∣∣ ≤
2

|z|n .

Como la serie
∑∞

n=1
1

|z|n converge, entonces por el criterio de comparación

para series, se tiene que la serie
∑∞

n=1
zn

1+z2n
converge absolutamente en

|z| > 1, de donde se tiene la convergencia de la serie también.

Como las series
∑∞

n=1 |z|n y
∑∞

n=1
1

|z|n convergen uniformemente en discos

cerrados contenidos en D1 y C \ D1, respectivamente, entonces lo mismo
es cierto para la serie

∑∞
n=1

zn

1+z2n
.

Por lo tanto, la serie representa una función anaĺıtica en cada región.

8. Sea f una función anaĺıtica en el disco D2 = {z ∈ C | |z| < 2} tal que
|f(z)| ≤ 7 para toda z ∈ D2. Demuestre que existe una δ > 0 tal que si
z1, z2 ∈ D1 y si |z1 − z2| < δ, entonces |f(z1) − f(z2)| < 1

10
. Encuentre

un valor numérico de δ independiente de f , que tenga esta propiedad.

Solución. Por hipótesis, se tiene que f : D2 → D7 es anaĺıtica, donde D7

es el disco abierto con centro en 0 y radio 7. En particular, f : D1 → D7

es continua con dominio un conjunto compacto, por lo que f en D1 es
uniformemente continua. Luego, para ǫ = 1

10
existe δ > 0 tal que si

z1, z2 ∈ D1 con |z1 − z2| < δ, entonces |f(z1)− f(z2)| < 1
10
.

Usando la fórmula integral de Cauchy, se tiene para z1, z2 ∈ D1 y para
γ(t) = 2eit con t ∈ [0, 2π], lo siguiente

|f(z1)− f(z2)| =

∣∣∣∣
1

2πi

∫

γ

f(z)

z − z1
dz − 1

2πi

∫

γ

f(z)

z − z2
dz

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
1

2πi

∫

γ

(
f(z)

z − z1
− f(z)

z − z2

)
dz

∣∣∣∣

=
1

2π

∣∣∣∣
∫

γ

f(z)(z1 − z2)

(z − z1)(z − z2)
dz

∣∣∣∣

≤ 1

2π
4π · 7 · |z1 − z2|

(1− |z1|)(1− |z2|)
≤ 14 · |z1 − z2|.
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Ahora, para que |f(z1)− f(z2)| < 1
10

se necesita que 14 · |z1 − z2| < 1
10
,

entonces |z1 − z2| < 1
140

. Por lo tanto, si toma δ = 1
140

se obtiene el
resultado.

9. Demuestre que fn → f uniformemente en cualquier disco cerrado en una
región A si y sólo si fn → f uniformemente en cualquier subconjunto
compacto (cerrado y acotado) de A.

Solución. Si fn → f converge uniformemente en un subconjunto compacto
de A, el resultado es inmediato ya que todo disco cerrado en A es un
compacto en A por ser acotado.

Rećıprocamente, si fn → f converge uniformemente en cualquier disco
cerrado en una región A, y como cualquier compacto puede ser cubierto por
un número finito de discos cerrados, entonces también fn → f converge
uniformemente en el compacto.

10. Sea fn anaĺıtica en una región acotada A y continua en cl(A), n =
1, 2, 3, . . . . Suponga que la sucesión de funciones {fn} converge unifor-
memente en fr(A). Entonces demuestre que la sucesión de funciones {fn}
converge uniformemente a una función anaĺıtica en A.

Solución. Como la sucesión de funciones {fn} converge uniformemente en
fr(A), se tiene que para toda ǫ > 0, existe N ∈ N, tal que si n, m ≥ N ,
entonces |fn(z) − fm(z)| ≤ ǫ, para toda z ∈ fr(A), es decir, la sucesión
es uniforme de Cauchy en la fr(A).

Para todas n, m ≥ N , se tiene que las funciones fn− fm son anaĺıticas en
A, y alcanzan su máximo en la fr(A). Si D es un disco cerrado contenido
en A, por el principio del módulo máximo, se tiene que |fn(z)−fm(z)| ≤ ǫ
para toda z ∈ D. Por lo tanto, la sucesión {fn} es uniforme de Cauchy
en D, luego converge uniformemente en D. Por el teorema de convergen-
cia anaĺıtica, tenemos que {fn} converge uniformemente a una función
anaĺıtica en A.

3.2. Series de potencias y el teorema de Taylor

Una serie de potencias es una serie de la forma
∞∑

n=0

an(z − z0)
n
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donde z0 y todos los an son números complejos fijos. Este tipo de series convergen
en discos abiertos como se enuncia a continuación.

Teorema de convergencia de series de potencias. Sea
∑∞

n=0 an(z−z0)
n una

serie de potencias. Existe un único número R ≥ 0, posiblemente ∞, llamado el
radio de convergencia, tal que si |z−z0| < R, la serie converge y si |z−z0| > R,
la serie diverge. Más aún, la convergencia es uniforme y absoluta en cualquier
disco cerrado en A = {z ∈ C | |z − z0| < R}. En caso de que |z − z0| = R no
se puede hacer un enunciado general de convergencia.

Combinando los teoremas de convergencia anaĺıtica y de convergencia de series
de potencias, podemos deducir lo siguiente:

Analiticidad de las series de potencias. Una serie de potencias
∑∞

n=0 an(z−
z0)

n es una función anaĺıtica en el interior de su ćırculo de convergencia.

Teorema 3.2.1 (Taylor) Sea f una función anaĺıtica en una región A. Sea
z0 ∈ A y sea Ar = {z ∈ C | |z − z0| < r} contenido en A (es posible que
r = ∞, Ar = A = C). Entonces, para cada z ∈ Ar, la serie

∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n

converge en Ar (es decir, tiene un radio de convergencia mayor o igual que r),
y tenemos que

f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n.

La serie anterior es llamada la serie de Taylor de f alrededor de z0.

1. Encuentre el radio de convergencia de cada una de las siguientes series de
potencias:

a)
∑∞

n=0 n
2zn.

b)
∑∞

n=0
z2n

4n
.

c)
∑∞

n=0 n!z
n.

d)
∑∞

n=0
zn

1+2n
.

Solución.
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a) Usando el criterio de la razón sea an = n2, entonces

ĺım
n→∞

∣∣∣∣
n2

(n+ 1)2

∣∣∣∣ = ĺım
n→∞

n2

n2 + 2n+ 1

= ĺım
n→∞

1

1 + 2 1
n
+ 1

n2

= 1.

Por lo tanto, el radio de convergencia es 1.

b) Sea
∑∞

n=0
z2n

4n
=

∑∞
n=0

(
z2

4

)n

, entonces para que se de la convergen-

cia
∣∣∣ z24

∣∣∣ < 1, por lo que |z| < 2. Por lo tanto, el radio de convergencia

es 2.

c) Se tiene que ĺımn→∞
|n!|

|(n+1)!| = ĺım→∞
1

n+1
= 0, por lo tanto, el radio

convergencia es 0.

d) Como ĺımn→∞
| 1
1+2n |

∣

∣

∣

1
1+2n+1

∣

∣

∣

= ĺımn→∞
1+2n+1

1+2n
= ĺımn→∞

1
2n

+2
1
2n

+1
= 2, se

tiene que el radio de convergencia es 2.

2. Establezca la serie de Taylor para:

a) f(z) = sen z.

b) g(z) = cos z.

c) h(z) = (1 + z)α, usando la rama principal con α ∈ C fija.

Solución. La expansión en serie de Taylor de una función anaĺıtica alrededor
de z0 es

f(z) =

∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n

a) Sea f(z) = sen z y z0 = 0, se tienen que calcular las derivadas
de la función y evaluar en z0 = 0. Como f(z) = sen z, f ′(z) =
cos z, f ′′(z) = − sen z, f (3)(z) = − cos z, f (4)(z) = sen z, entonces
f(0) = sen 0 = 0, f ′(0) = cos 0 = 1, f ′′(0) = − sen 0 = 0, f (3)(0) =
− cos 0 = −1, f (4)(0) = sen 0 = 0, y de aqúı se repite cada cuatro
derivadas.

Por lo tanto,

sen z = z − z3

3!
+

z5

5!
− z7

7!
+ · · · =

∞∑

n=1

(−1)n+1 z2n−1

(2n− 1)!
.
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b) Sean g(z) = cos z y z0 = 0, entonces

g(z) = cos z g(0) = cos 0 = 1
g′(z) = − sen z g′(0) = − sen 0 = 0
g′′(z) = − cos z g′′(0) = − cos 0 = −1

g(3)(z) = sen z g(3)(0) = sen 0 = 0
g(4)(z) = cos z g(4)(0) = cos 0 = 1.

Por lo tanto,

cos z = 1− z2

2!
+

z4

4!
− z6

6!
+ · · · =

∞∑

n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
.

c) Sean h(z) = (1 + z)α y z0 = 0, entonces

h(z) = (1 + z)α, h(0) = 1

h′(z) = α(1 + z)α−1, h′(0) = α

h′′(z) = (α)(α− 1)(1 + z)α−2

h′′(0) = (α)(α− 1)

h(3)(z) = (α)(α− 1)(α− 2)(1 + z)α−3

h(3)(0) = (α)(α− 1)(α− 2)

h(4)(z) = (α)(α− 1)(α− 2)(α− 3)(1 + z)α−4

h(4)(0) = (α)(α− 1)(α− 2)(α− 3).

Por lo tanto,

(1 + z)α = 1 + αz +
(α)(α− 1)

2!
z2 +

(α)(α− 1)(α− 2)

3!
z3

+
(α)(α− 1)(α− 2)(α− 3)

4!
z4 + · · · .

Por otro lado, se tiene que
(
α

n

)
= (α)(α−1)(α−2)···(α−n+1)

n!
, por lo tanto,

(1 + z)α =
∑∞

n=0

(
α

n

)
zn.

3. Calcule los primeros cuatro términos de la serie de Taylor de f(z) = 1
1+ez

alrededor de z0 = 0. ¿Cuál es el radio de convergencia?
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Solución. Se calculan las tres primeras derivadas de f :

f(z) =
1

1 + ez
, f(0) =

1

2
, f ′(z) =

−ez

(1 + ez)2
, f ′(0) = −1

4

f ′′(z) =
2e2z

(1 + ez)3
− ez

(1 + ez)2
, f ′′(0) = 0

f ′′′(z) = − 6e3z

(1 + ez)4
+

6e2z

(1 + ez)3
− 6ez

(1 + ez)2
, f ′′′(0) =

1

8
.

De donde f(z) = 1
1+ez

= 1
2
− 1

4
z + 1

48
z3 + · · · .

La función f(z) = 1
1+ez

no es anaĺıtica en {z ∈ C | ez + 1 = 0}, esto es
si ez = −1, luego e2z = 1. Se sabe que ew = 1 si y sólo si w = 2πin.
Entonces existe n ∈ N tal que 2z = 2πin, de donde z = πin, con n impar.
Aśı que el radio de convergencia es π.

4. Calcule la serie de Taylor de las siguientes funciones alrededor de los puntos
indicados:

a) sen z2, z0 = 0.

b) e2z, z0 = 0.

Solución.

a) Recuerde que senw =
∑∞

n=1 (−1)n+1 w2n−1

(2n−1)!
, haciendo el cambio de

variable w = z2, se tiene que

sen z2 =
∞∑

n=1

(−1)n+1 z2
2n−1

(2n− 1)!
.

Por lo tanto, sen z2 =
∑∞

n=1 (−1)n+1 z4n−2

(2n−1)!
.

b) Como ew =
∑∞

n=0
wn

n!
, con el cambio de variable w = 2z, se obtiene

que e2z =
∑∞

n=0
(2z)n

n!
.
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5. Sean f(z) =
∑∞

n=0 anz
n y g(z) =

∑∞
n=0 bnz

n convergentes para |z| < R.
Sea γ un ćırculo de radio r < R y defina

F (z) =
1

2πi

∫

γ

f(ζ)

ζ
g

(
z

ζ

)
dζ.

Muestre que F (z) =
∑∞

n=0 anbnz
n.

Solución. Note que f (n)(0) = n!an y g(n)(0) = n!bn. Sea f0(z, w) =
1
2πi

f(w)
w

g
(
z
w

)
para |z| < R y w ∈ γ, entonces f0 es continua en z y w,

además si se fija w, f0 es anaĺıtica en z. Por el ejemplo resuelto 2.4.15 en
[6], se tiene que

F (z) =
1

2πi

∫

γ

f(ζ)

ζ
g

(
z

ζ

)
dζ

es anaĺıtica y

F ′(z) =
1

2πi

∫

γ

∂f0
∂z

(z, ζ)dζ =
1

2πi

∫

γ

f(ζ)

ζ2
g′
(
z

ζ

)
dζ.

De hecho note que

F (n)(z) =
1

2πi

∫

γ

f(ζ)

ζn+1
g(n)

(
z

ζ

)
dζ.

Por la fórmula integral de Cauchy se tiene que

n!an = f (n)(0) =
n!

2πi

∫

γ

f(ζ)

ζn+1
dζ,

luego

F (n)(0) =
1

2πi

∫

γ

f(ζ)

ζn+1
g(n)

(
0

ζ

)
dζ =

n!bn
2πi

∫

γ

f(ζ)

ζn+1
dζ = n!anbn.

Por lo tanto, F (z) =
∑∞

n=0 anbnz
n.

6. ¿Cuál es la falla del siguiente razonamiento?

Ya que ez =
∑∞

n=0
zn

n!
, se obtiene que e

1
z =

∑∞
n=0

1
n!zn

. Dado que esto
converge (pues ez es entera) y ya que la expansión de Taylor es única, la

expansión de f(z) = e
1
z alrededor de z = 0 es

∑∞
n=0

z−n

n!
.

Solución. Se tiene que 1
z
no está definida cuando z = 0, aśı que no es

anaĺıtica.



3.2 Series de potencias y el teorema de Taylor 109

7. Suponga que f(z) =
∑∞

n=0 anz
n tiene radio de convergencia R y sea

A = {z ∈ C | |z| < R}. Sea z0 ∈ A y sea R̃ el radio de convergencia de la

serie de Taylor de f alrededor de z0. Demuestre queR−|z0| ≤ R̃ ≤ R+|z0|.
Solución. Sean z0 ∈ A y r = R − |z0|. Cualquier punto en el disco B =
{z ∈ C | |z − z0| < r} esta contenido en A, por lo que f es anaĺıtica en
B. De hecho

f(z) =

∞∑

n=0

anz
n =

∞∑

n=0

an[(z − z0) + z0)]
n

=

∞∑

n=0

an

[
n∑

k=0

(
n

k

)
zn−k
0

]
(z − z0)

k

=

∞∑

k=0

∞∑

n=k

an

(
n

k

)
zn−k
0 (z − z0)

k

=
∞∑

k=0

Ak(z − z0)
k,

donde

Ak =

∞∑

n=k

an

(
n

k

)
zn−k
0 .

Para justificar el cambio de orden en la serie iterada, basta demostrar la
convergencia absoluta como sigue. Si |z − z0| < r, entonces

∞∑

n=0

|an|
[

n∑

k=0

(
n

k

)
|zn−k

0 |
]
|z − z0|k =

∞∑

n=0

|an| [|z0|+ |z − z0|]n

donde la última serie converge ya que |z0|+ |z − z0| < R.

Por lo tanto, el radio de convergencia de la serie de Taylor de f alrededor
de z0 no es menor que R− |z0| = r, es decir, r ≤ R̃.

Ahora, sea s = R+ |z0| y suponga que s < R̃. Entonces, A está contenido
en el disco de convergencia de la serie de Taylor de f alrededor de z0. De
la misma manera que antes, es posible mostrar que la serie de Taylor de
f alrededor de 0 tiene radio de convergencia al menos R̃, lo cual es una
contradicción.
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8. Sea f(z) =
∑∞

n=0 anz
n una serie de potencias con radio de convergencia

R > 0. Para cualquier curva cerrada γ en A = {z ∈ C | |z| < R}, muestre
que

∫
γ
f = 0.

a) Usando el teorema de Cauchy.

b) Justificando la integración término a término.

Solución.

a) Como la serie f(z) =
∑∞

n=0 anz
n tiene radio de convergencia R, f

es anaĺıtica en el disco con centro 0 y radio R. Como γ es una curva
cerrada y está contenida en ese disco, el teorema de Cauchy asegura
que la integral

∫
γ
f = 0.

b) Como la serie f(z) =
∑∞

n=0 anz
n tiene radio de convergencia R, la

serie converge uniformemente en cualquier disco cerrado con centro
0 y radio r, con r < R, entonces

∫

γ

f(z)dz =

∫

γ

∞∑

n=0

anz
n =

∞∑

n=0

an

∫

γ

zndz = 0

ya que cada zn tiene una antiderivada y γ es una curva cerrada.

9. Encuentre los primeros términos de la expansión de Taylor de tan z = sen z
cos z

alrededor de z = 0.

Solución. Sea f(z) = tan z y z0 = 0, luego

f(z) = tan z, f(0) = 0

f ′(z) = sec2(z), f ′(0) = 1

f ′′(z) = 2 sec2(z) tan(z), f ′′(0) = 0

f (3)(z) = 2 sec4(z) + 4 sec2(z) tan2(z), f (3)(0) = 2

f (4)(z) = 16 sec4(z) tan(z) + 8 sec2(z) tan3(z), f (4)(0) = 0,

y de hecho f (5)(0) = 16. Por lo tanto, tan(z) = z + 2z3

3!
+ 16z5

5!
+ · · · .

10. Demuestre que una serie de potencias converge absolutamente en todo su
ćırculo de convergencia, o en ningún lugar de éste. Dé un ejemplo para
mostrar que cada uno de estos casos puede ocurrir.
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Solución. Considere la serie de potencias

∞∑

n=0

an(z − z0)
n

con radio de convergencia R. Para determinar la convergencia absoluta, se
tiene que considerar la serie

∞∑

n=0

|an||(z − z0)|n =
∞∑

n=0

|an|Rn,

la cual converge o diverge pues es una serie de números reales no negativos,
por lo que se tiene el resultado pedido.

Considere la serie
∑∞

n=0
zn

n2 , la cual tiene radio de convergencia R = 1,
por lo que en el ćırculo de convergencia, la serie de valores absolutos se
convierte en

∑∞
n=0

1
n2 , la cual es convergente en todo el ćırculo de conver-

gencia.

Para el otro caso, considere la serie
∑∞

n=0 z
n que tiene radio de conver-

gencia R = 1; en este caso la serie no converge absolutamente en ningún
punto de su ćırculo de convergencia.

11. Sea f(z) =
∑∞

n=0 anz
n convergente para |z| < R. Si 0 < r < R, muestre

que f(z) =
∑∞

n=0 anr
neinθ, donde z = reiθ y para toda n ∈ N,

an =
1

2πrn

∫ 2π

0

f(reiθ)e−inθdθ. (3.1)

Además, muestre que

1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(reiθ)
∣∣2dθ =

∞∑

n=0

|an|2 r2n. (3.2)

La ecuación (3.2) es referida como el teorema de Parseval, y decimos que
la ecuación (3.1) expresa a la serie se Taylor como una serie de Fourier.

Solución. Sustituyedo z = reiθ en f(z) =
∑∞

n=0 anz
n es inmediato que

f(z) =
∑∞

n=0 anr
neinθ.
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Por la fórmula integral de Cauchy, con γ(θ) = reiθ, para θ ∈ [0, 2π], se
tiene que

an =
f (n)(0)

n!
=

1

2πi

∫

γ

f(z)

zn+1
dz =

1

2πi

∫ 2π

0

f(reiθ)

rn+1ei(n+1)θ
rieiθdθ,

por lo tanto

an =
1

2πrn

∫ 2π

0

f(reiθ)e−inθdθ.

Note que si z = reiθ, entonces se tiene que

|f(z)|2 = f(reiθ) · f(reiθ) =
( ∞∑

n=0

anr
neinθ

)
·
( ∞∑

n=0

ānr
ne−inθ

)
.

Como la integral
∫ 2π

0
eimθdθ = 0 para todo entero m �= 0, se tiene que

1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(reiθ)
∣∣2dθ =

1

2π

∫ 2π

0

|an|2r2ndθ =

∞∑

n=0

|an|2r2n.

Para más detalles, ver problema 6 de la seccion 3.3.

12. Calcule la expansión de Taylor de ζ(z) =
∑∞

n=1 n
−z alrededor de z = 2.

Solución. Por el ejemplo resuelto 3.1.15 de [6], se tiene que ζ(z) =∑∞
n=1 n

−z es anaĺıtica en la región A = {z ∈ C | Rez > 1} con deri-
vada ζ ′(z) = −∑∞

n=1(logn)n
−z.

La serie de Taylor de ζ(z) alrededor de z = 2 es

ζ(z) =

∞∑

n=0

an(z − 2)n

donde

an =
ζ (n)(2)

n!
.

Luego, se tienen que encontrar las derivadas de ζ(z), evaluadas en z0 = 2.
Como ζ ′(z) = −∑∞

n=1(log n)n
−z, entonces ζ ′′(z) =

∑∞
n=1(logn)

2 n−z y
en general

ζ (k)(z) = (−1)k
∞∑

n=1

(logn)k n−z.
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Por lo tanto, al evaluar en z = 2 las derivadas, se obtiene que

ζ(z) =
∞∑

n=0

an(z − 2)n =
∞∑

n=0

1

n!

(
(−1)k

∞∑

n=1

(log n)k

n2

)
(z − 2)n.

13. Encuentre una función f tal que f(0) = 1 y f ′(x) = xf(x) para toda x.

Solución. Sea f(z) =
∑∞

n=0 anz
n, con a0 = 1 ya que f(0) = 1.

También, f ′(z) =
∑∞

n=1 nanz
n−1. Luego, de la ecuación dada se tiene que

∞∑

n=1

nanz
n−1 = z

∞∑

n=0

anz
n =

∞∑

n=0

anz
n+1.

Lo anterior es equivalente a

0 = a1 + (2a2 − a0)z + (3a3 − a1)z
2 + (4a4 − a2)z

3 + · · ·

donde el término general es [(n+1)an+1 − an−1]z
n para n ≥ 1. Entonces,

a1 = 0, 2a2 − a0 = 0, . . . , (n + 1)an+1 − an−1 = 0, . . . .

Es decir, an+1 =
an−1

n+1
, para toda n ≥ 1. Usando que a0 = 1 se tiene que

a1 = 0, 2a2 = 1, 3a3 − a1 = 0, 4a4 − a2 = 0, . . . . Por lo tanto, a2n+1 = 0
para toda n ∈ N y a2n = 1

2·4···2n = 1
2n(1·2···n) = 1

2n·n! . De donde se tiene

que f(z) = 1 +
∑∞

n=1
1

2nn!
z2n =

∑∞
n=0

1
n!

(
z2

2

)n

= e
z2

2 . Por lo tanto, una

función que resuelve la ecuación pedida es f(x) = e
x2

2 .

3.3. Series de Laurent y clasificación de singula-

ridades

El teorema de la expansión de Taylor no aplica a funciones como f(z) = 1
z
o

f(z) = ez

z
en z0 = 0, pues no son anaĺıticas en ese punto. Para tales funciones

existe otra expansión, llamada la expansión de Laurent, que utiliza potencias
inversas de z. Esta expansión es importante en el estudio de puntos singulares
de una función.
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Teorema 3.3.1 (Expansión de Laurent). Sea r1 ≥ 0, r2 > r1 y z0 ∈ C y
considere la región A = {z ∈ C | r1 < |z − z0| < r2}. Se admite que r1 = 0 o
r2 = ∞ (o ambos). Sea f anaĺıtica en la región A. Entonces, podemos escribir

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)
n +

∞∑

n=1

bn
(z − z0)n

donde ambas series en el lado derecho de la ecuación, convergen absolutamente
en A y uniformemente en cualquier conjunto de la forma Bρ1,ρ2 = {z ∈ C | ρ1 ≤
|z − z0| ≤ ρ2}, donde r1 < ρ1 < ρ2 < r2. Si γ es un ćırculo alrededor de z0 con
radio r, con r1 < r < r2, entonces los coeficientes están dados por

an =
1

2πi

∫

γ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ, n = 0, 1, 2, . . .

bn =
1

2πi

∫

γ

f(ζ)(ζ − z0)
n−1dζ, n = 1, 2, . . . .

La serie para f en el teorema anterior es llamada la serie de Laurent o ex-
pansión de Laurent alrededor de z0 en el anillo A. Además, la expansión de
Laurent es única.

Es de suma importancia considerar el caso r1 = 0, ya que entonces f es anaĺıtica
en {z ∈ C | 0 < |z − z0| < r2}, la r2-vecindad agujerada de z0 y decimos que
z0 es una singularidad aislada de f . De esta forma, podemos expander a f en
serie de Laurent como sigue:

f(z) = · · ·+ bn
(z − z0)n

+ · · ·+ b1
z − z0

+ a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)
2 + · · · ,

válida para 0 < |z − z0| < r2.

El coeficiente b1 es de cierta relevancia y se le conoce como el residuo de f en z0.
Su importancia radica en el hecho de que es suficiente conocer este coeficiente
para calcular la integral de f sobre una curva cerrada, a este resultado se le
conoce como el teorema del residuo.

1. Encuentre la expansión en serie de Laurent de 1
z(z+1)

alrededor de z0 = 0,

válida en la región 1 < |z| < ∞.
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Solución. Sea

1

z(z + 1)
=

1

z
· 1

z + 1
=

1

z
·

1
z

1 + 1
z

=
1

z2

(
1

1−
(
−1

z

)
)

=
1

z2

∞∑

n=0

(
−1

z

)n

=

∞∑

n=0

(−1)n
(

1

zn+2

)
,

la cual converge ya que 1 < |z|. Por lo tanto, 1
z(z+1)

=
∑∞

n=0 (−1)n
(

1
zn+2

)
.

2. Expanda
1

z(z − 1)(z − 2)
en una serie de Laurent, en las siguientes regio-

nes:

a) 0 < |z| < 1.

b) 1 < |z| < 2.

Solución.

a) Note que

1

z(z − 1)(z − 2)
=

1

z

(
1

z − 2
− 1

z − 1

)
=

1

z

(
1

1− z
− 1

2− z

)

=
1

z

(
1

1− z
− 1

2(1− z/2)

)

=
1

z

( ∞∑

n=0

zn − 1

2

∞∑

n=0

(z
2

)n

)

=
∞∑

n=0

zn−1 − 1

4

∞∑

n=0

(z
2

)n−1

=
∞∑

n=0

(
1− 1

2n+1

)
zn−1.

Por lo tanto, 1
z(z−1)(z−2)

=
∑∞

n=0

(
1− 1

2n+1

)
zn−1 cuando 0 < |z| <

1.
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b) Ahora para 1 < |z| < 2, se tiene que

1

z(z − 1)(z − 2)
=

1

z

(
1

z − 2
− 1

z − 1

)
=

1

z

(
1

1− z
− 1

2− z

)

=
1

z

(
− 1

z(1 − 1/z)
− 1

2(1− z/2)

)

=
1

z

(
−1

z

∞∑

n=0

(
1

z

)n

− 1

2

∞∑

n=0

(z
2

)n

)

=
1

z2

(
−

∞∑

n=0

(
1

z

)n

− 1

2

∞∑

n=0

(z
2

)n

)

=

∞∑

n=0

(
1

zn+2

)
− 1

2

∞∑

n=0

(z
2

)n

=
∞∑

n=0

(
1

zn+2
− 1

2
·
(z
2

)n
)
.

3. Suponga que la serie de Laurent de f(z) =
e

1
z

1− z
, válida para 0 < |z| < 1,

es
∑∞

n=−∞ cnz
n. Calcule c−2, c−1, c0, c1, c2.

Solución. Para 0 < |z| < 1, se tiene que 1
1−z

=
∑∞

n=0 z
n. También,

e
1
z = 1 + 1

z
+ 1

z22!
+ 1

z33!
+ · · · = ∑∞

n=0
1

n!zn
. Por lo que

∑∞
n=−∞ cnz

n =∑∞
n=0

1
n!zn

·∑∞
n=0 z

n.

Para calcular c−2, c−1, c0, c1, c2, se deben calcular los coeficientes de 1
z2
,

1
z
, el término independiente, z, z2, respectivamente.

Por ejemplo, para calcular c−2 se debe encontrar el coeficiente de 1
z2

en∑∞
n=0

1
n!zn

·∑∞
n=0 z

n, el cual despues de comparar términos, se obtiene que
es

1

2!
+

1

3!
+

1

4!
+ · · · =

∞∑

n=2

1

n!
= e− 2 = c−2.

Análogamente, se tiene c−1 =
∑∞

n=1
1
n!

= e − 1, c0 =
∑∞

n=0
1
n!

= c1 =
c2 = e.

4. Demuestre, usando series de Taylor, la siguiente versión compleja de la
regla de L’Hospital: Sean f(z) y g(z) anaĺıticas, ambas con ceros de
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orden k en z0. Entonces
f(z)
g(z)

tiene una singularidad removible, y

ĺım
z→z0

f(z)

g(z)
=

f (k)(z0)

g(k)(z0)
.

Solución. Como f y g son anaĺıticas, ambas con un cero de orden k en z0,
se pueden escribir de la siguiente forma, f(z) = (z− z0)

kh(z) donde h(z)

es anaĺıtica en z0, y h(z0) =
f(k)(z0)

k!
�= 0; g(z) = (z − z0)

kt(z) donde t(z)

es anaĺıtica en z0, y t(z0) =
g(k)(z0)

k!
�= 0. Entonces

f(z)

g(z)
=

(z − z0)
kh(z)

(z − z0)kt(z)
=

h(z)

t(z)
.

Por lo tanto, ĺımz→z0
f(z)
g(z)

= f(k)(z0)

g(k)(z0)
y como el ĺımite existe, entonces f(z)

g(z)

tiene una singularidad removible en z0.

5. Si f es anaĺıtica en una región que contiene a un ćırculo γ y a su interior, y
tiene un cero de orden 1 únicamente en z0 en el interior o sobre γ, muestre
que

z0 =
1

2πi

∫

γ

zf ′(z)

f(z)
dz.

Solución. Como f tiene un cero de orden 1 en z0, existe una función
anaĺıtica φ en una vecindad de z0, tal que f(z) = (z − z0)φ(z), con
φ(z0) �= 0. Luego, f ′(z) = (z − z0)φ

′(z) + φ(z), por lo que

1

2πi

∫

γ

zf ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

∫

γ

z [(z − z0)φ
′ (z) + φ (z)]

(z − z0)φ (z)
dz

=
1

2πi

∫

γ

zφ′(z)

φ(z)
dz +

1

2πi

∫

γ

z

z − z0
dz.

Es claro que 1
2πi

∫
γ

zφ′(z)
φ(z)

dz = 0 ya que h(z) = zφ′(z)
φ(z)

es anaĺıtica. Además,

si g(z) = z, entonces g(z0) = z0 y utilizando la fórmula integral de Cauchy,
se tiene

z0 =
1

2πi

∫

γ

z

z − z0
dz.

Por lo tanto, z0 =
1
2πi

∫
γ

zf ′(z)
f(z)

dz.
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6. Para f como en el teorema de expansión de Laurent, muestre que si r1 <
r < r2, entonces

∫ 2π

0

∣∣f(z0 + reiθ)
∣∣2dθ = 2π

∞∑

n=0

|an|2r2n + 2π
∞∑

n=0

|bn|2r−2n.

Solución. Por el teorema de expansión de Laurent, se tiene que

f(z) =

∞∑

n=0

an(z − z0)
n +

∞∑

n=0

bn
(z − z0)n

para r1 < |z − z0| < r2.

Sea z = z0+reiθ con r1 < r < r2, luego f(z0+reiθ) =
∑∞

n=0 an(re
iθ)n+∑∞

n=1
bn

(reiθ)n
, donde la convergencia es absoluta y uniforme. Entonces

∫ 2π

0

|f(z0 + reiθ)|2dθ =

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)f(z0 + reiθ)dθ

=

∫ 2π

0

( ∞∑

n=0

an(re
iθ)n +

∞∑

n=1

bn
(reiθ)n

)
·

( ∞∑

n=0

ān(re
−iθ)n +

∞∑

n=1

b̄n
(re−iθ)n

)
dθ

=

∫ 2π

0

( ∞∑

n=0

|an|2r2n +
∑ |bn|2

r2n

)
dθ

= 2π
∞∑

n=0

|an|2r2n + 2π
∑ |bn|2

r2n
.

Note que se ha usado el hecho de que
∫ 2π

0

an(re
iθ)n · ām(re−iθ)mdθ = anāmr

n+m

∫ 2π

0

eiθ(n−m)dθ

=

{
0 n �= m

2π|an|2r2n n = m,

y que ∫ 2π

0

an(re
iθ)n

b̄m
(re−iθ)m

dθ = 0 si n �= m

∫
bn

(reiθ)n
· b̄m
(re−iθ)m

dθ = 0 si n �= m.
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7. Suponga que f tiene un cero en z0 de multiplicidad k. Muestre que el
residuo de f ′

f
en z0, es k.

Solución. Como f tiene un cero de orden k en z0, existe g anaĺıtica en
una vecindad de z0, con g(z0) �= 0 tal que f(z) = (z − z0)

kg(z). Ahora,
la derivada de f es igual a f ′(z) = k(z − z0)

k−1g(z) + (z − z0)
kg′(z),

entonces

f ′(z)

f(z)
=

k(z − z0)
k−1g(z) + (z − z0)

kg′(z)

(z − z0)kg(z)
=

k

z − z0
+

g′(z)

g(z)
.

Como g′(z)
g(z)

es anaĺıtica en una vecindad de z0, se tiene que Res
(

f ′

f
, z0

)
=

k.

8. Evalúe
∫
γ
zne

1
z dz, donde γ es el ćırculo de radio 1 centrado en 0 y recorrido

una vez en dirección contraria al sentido de las manecillas de reloj.

Solución. Sea f(z) = zne
1
z , está función solo tiene una singularidad en

z0 = 0 que esta dentro de γ. Se sabe que
∫
γ
f(z)dz = 2πi · b1, donde b1

es el coeficiente de 1
z
de la serie de Laurent alrededor del 0.

Como e
1
z = Σ∞

n=0
1

n!zn
, entonces zne

1
z = Σn

k=0
zn−k

k!
+Σ∞

m=1
1

(n+m)!
1
zm

por lo

que el coeficiente de 1
z
es 1

(n+1)!
. Por lo tanto,

∫
γ
f(z)dz = 2πi

(n+1)!
.

9. a) Sea z0 una singularidad esencial de f y sea U una vecindad aguje-
rada de z0. Demuestre que la cerradura de f(U) es C.

b) Suponga el teorema de Picard y derive el ”teoremita de Picard”:
La imagen de una función entera no constante, es todo C, excepto
posiblemente por a lo más un punto.

Solución.

a) Para demostrar que la cerradura de f(U) es C, se tiene que mostrar
que f(U) es denso en C.

Sea w ∈ C, por el teorema de Picard, la ecuación f(z) = w tiene
infinidad de soluciones z ∈ U , con excepción de un valor w. Si w
no es este valor excepcional, cualquier vecindad W de w intersecta a
f(U). Sea w el valor excepcional, y sea W una vecindad de w. Luego
si u ∈ W \{w}, entonces la ecuación f(z) = u tiene solución z ∈ U ,
por lo tanto U ∩W �= ∅. Esto muestra que f(U) es denso en C.
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b) Sea f : C → C una función entera no constante. Si f es un polinomio,
entonces por el teorema fundamental del álgebra se tiene el resultado.

Suponga ahora que f es una función entera que no es un polinomio
y considere la función g(z) = f(1/z). Como f no es un polinomio, g
tiene una singularidad esencial en z = 0. El resultado ahora se sigue
del teorema de Picard.
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ca, 69, 76

Conjugadas armónicas, 47
Conjunto convexo, 78
Conjunto de Mandelbrot, 96
Coseno hiperbólico, 32
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La variable compleja es una rama de las matemáticas que posee algo para 
todos los gustos. Además de tener aplicaciones en la física y, en específico, en 
otras partes del análisis, representa una puerta de entrada en otras áreas de las 
matemáticas, por ejemplo, la teoría de homotopía, la geometría hiperbólica, la 
dinámica holomorfa, entre otras.

Este libro incluye algunos de los tópicos de variable compleja que se han 
enseñado en la última década en la Licenciatura en Ciencias de la Facultad de 
Ciencias de la Universidad Autónoma del Estado de Morelos (UAEM), en las 
áreas terminales de Matemáticas y Física. Los temas aquí desarrollados corres-
ponden a un curso estándar de variable compleja en cualquier licenciatura en 
estas áreas.

La motivación principal para realizar este libro es proporcionar al estu-
diante un apoyo adicional para este curso, que le sirva como base para aden-
trarse tanto en la teoría como en la resolución de problemas.


