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Introduccion

La variable compleja es un drea de las matematicas que tiene algo para todos los
gustos. Ademas de tener aplicaciones a otras partes del andlisis, se puede decir
que es un ancestro de otras dreas de las matématicas, (por ejemplo, teoria de ho-
motopia, geometria hiperbdlica, dindmica holomorfa, etc.). De hecho, la variable
compleja ha sido considerada como el drea de introduccién a las matemdticas.

Este libro incluye algunos temas introductorios de variable compleja, que se han
ensenado en la Facultad de Ciencias de la UAEM en la dltima decada, usualmente
durante el cuarto semestre de la Licenciatura en Ciencias, en las dreas terminales
de Matematicas y Fisica.

Dentro de la bibliografia para impartir el curso de variable compleja, se encuen-
tra el libro de Anélisis Bésico de Variable Compleja, de J. E. Marsden y M. J.
Hoffman, en su versién en espanol. En este libro, se pueden encontrar al final del
mismo, las soluciones de los ejercicios con numeracién impar, presentados a lo
largo del libro. El resolver la mayor cantidad de problemas y ejercicios es parte
importante del aprendizaje del drea de variable compleja para el alumno, asi que
nos hemos propuesto en este libro presentar todas las soluciones a los ejercicios
con numero par que aparecen en los primeros tres capitulos del libro de Andlisis
Bésico de Variable Compleja.

Las soluciones de los problemas aqui mostradas, estan escritas con el estudiante
en mente. La mayoria de las soluciones se presentan en detalle, y cuando no es el
caso, se le indica al lector lo que falta y se le pide que termine el problema como
un ejercicio. El grado de dificultad de los problemas es muy variado. Algunos pro-
blemas tienen la motivaciéon de fijar las ideas de la seccién correspondiente, en
la mente del estudiante, y otros se utilizan para extender la teoria. Cabe sefalar,
que la mayor parte de las soluciones a los problemas aqui presentadas son origi-
nales, en el sentido de que fueron escritas por los autores, aunque las soluciones
de algunos de los problemas siguen un camino estandar. Por ello mismo, el lector
seguramente podra encontrar soluciones mds creativas y mas cortas a varios de
los problemas.
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Nuestra motivacion principal, es el hecho de que este libro sirva como un apoyo
adicional para el curso de variable compleja y que el alumno tenga un material de
primera mano que le sirva de apoyo para resolver problemas que se le presenten
durante el curso.

Nuestra presentacion sigue el orden del libro [6], durante los primeros tres capitu-
los, que corresponden a un curso estandar de variable compleja en una licenciatura
en matematicas. En cada seccidn, se presenta de manera breve, la teoria necesaria
para resolver los problemas correspondientes a la seccién.

En el capitulo 1, se presentan problemas que introducen las ideas basicas de
los nimeros complejos y de las funciones analiticas. Se introducen las funciones
elementales de variable compleja como son los polinomios, la funcién exponencial,
la funcién logaritmo y las funciones trigonométricas. Se da un breve repaso a los
conceptos de limite y continuidad, asi como a las definiciones topoldgicas basicas
del plano complejo. Al final, se hace enfésis en el estudio de la analiticidad de las
funciones elementales y de la importancia de las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

En el capitulo 2, se estudia uno de los teoremas mds importantes del area,
el teorema de Cauchy y algunas de sus consecuencias. Para ello, se hace una
revision del concepto de integral de contorno y sus propiedades. Se estudian
varias consecuencias importantes del teorema de Cauchy, como son la férmula
integral de Cauchy y el teorema del mdédulo maximo, entre otras. También se
hace mencién de la importancia de las funciones arménicas.

En el capitulo 3, se hace un estudio del concepto de convergencia de sucesiones
y de series de funciones analiticas, con la finalidad de estudiar las series de
potencias y la representacién de una funcién analitica en serie de Taylor. Al final,
se estudia la representacion en serie de una funcién que tiene singularidades en
ciertos puntos, estas series son conocidas como series de Laurent.

La idea de hacer un libro como éste surgié de las distintas veces que se ha
impartido la materia a lo largo de varios afios, por lo que nos gustaria agradecer
a los estudiantes que han tomado el curso de variable compleja durante este
tiempo. También, deseamos expresar nuestro agradecimiento a la Facultad de
Ciencias de la UAEM, por su apoyo a través del PIFI, para la elaboracién de este
material.
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Capitulo 1

Funciones Analiticas

1.1. Introduccién a los nimeros complejos

El objeto de estudio a lo largo de este libro son los nimeros complejos, por lo
que empezamos con la definiciéon formal de ellos.

Definicion 1.1.1 E/ sistema de los nimeros complejos, denotado por C, es el
conjunto R* = {(z,y) | =,y € R} junto con las reglas usuales de la adicién de
vectores y la multiplicacion escalar por un nimero real, es decir,

(w1, 91) + (22,92) = (¥1 + T2, 91 + ¥2)

a(z,y) = (az, ay)
y con la operacion de multiplicacion compleja, definida como

(x1,y1) - (@2, y2) = (X122 — Y1Ya, T1Y2 + Y122).

Es posible mostrar sin mucha dificultad, que con estas operaciones, el conjunto
C satisface todas las propiedades para ser un campo algebraico.

Al conjunto de los nimeros reales R, lo podemos ver como un subconjunto de
los nimeros complejos, bajo la identificacién x +— (z,0). Si se define i = (0, 1),
entonces se tiene que > = —1, por lo que cualquier ndmero complejo (z, %)

puede ser escrito de la siguiente forma

(z,y) = (2,0) + (0,y) = (#,0) + (0,1) - (y,0) = = + iy.
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Entonces, si escribimos z = x + iy, la parte real del niimero complejo z, la cual
se denota como Rez, es el nimero = y la parte imaginaria de 2, la cual se
denota como Im z, es el numero y.

Una de las primeras ventajas de usar nimeros complejos, es que se pueden calcular
raices cuadradas de niimeros reales negativos, de hecho es posible calcular estas
raices para cualquier nimero complejo.

Proposicién 1.1.2 Sea z € C, entonces existe un w € C tal que w? = z.

De hecho, si z = a + ib entonces w = £(a + iuf), donde p = 1si b > 0,
p=—-1sib<0,vy

a= 5 (1.1)

_Ja+Va®+ b? y 6_\/—(1—1-\/@2—1-1)2
©re - 5 )

A continuacién, presentamos ejercicios y problemas relacionados con las ope-
raciones aritméticas elementales de los niimeros complejos, donde se incluyen
problemas de raices cuadradas complejas, asi como una caracterizacién de la
multiplicacién compleja por medio de una transformacién lineal.

1. Exprese los siguientes niimeros complejos en la forma a + ib.

a) (2+3i)(4+1).

b) (8 + 61)2.
2

o) (1+:5)"

Solucion.
a) 2+3i)4+i)=(2-4-3-1)+(3-44+2-1)i =5+ 14i.
b) (8+6i)>=(8-8—6-6)+(2-8-6)i = (64 — 36) + 96i = 28 + 96i.

2 -\ 2 . ]
Q) (L+3)" = (1) =1 = i

2. Encuentre las soluciones de las ecuaciones:

2) (412 =314
b) 2* —i=0.
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Soluciédn.

a) Sea w = z + 1, entonces se debe resolver la ecuacién w? =3+ 4i.
Sustituyendo en la férmula (1.1), se obtiene que sia =3y b = 4,

=1,

VLR, B_¢4HN@+@
2 B B 2

por lo que w = z+ 1 = £(2+1), de donde z = £(2+1i) — 1. Por lo
tanto, 2y = 1+1y 25 = —3 — i son las soluciones buscadas.

b) Sea w? = z* = 4. Sustituyendo en la férmula (1.1), a =0y b = 1,

se obtiene queoz:\/T’Ll fyﬁ \/m \Lﬁ de
donde
1 1 1
w=z( i) = (i),
V2

(1+ ) Otra vez sustituya en la

1
férmula (1.1), ahora con a = % y b= =, con lo cual se tienen las

soluciones

Del otro valor para w se obtienen dos soluciones mas,

3. Encuentre las partes real e imaginaria de los siguientes nimeros complejos,
donde z =z + 1y:

S

) z+1

a )
22— 5
b) 3.

Solucidn.
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a) Sea z = x + iy, entonces se puede escribir

z+1 (x+iy)+1  (z+1)+idy

2:—5 2z +iy)—5  (2z—5)+ 2iy
(x+1)+iy (2z—5) — 2iy
(22 — ) + 2iy (2x —5) — 2iy
(x+1)(22 —5) + 2y2

(22 — 5)% + 4y?

+Z4(29{: —5)y —2y(x + 1).

(22 —5)2 4 4y?

Luego,

Re z+1\  2°+22°—3x-5
22 —5)  4y? + 422 — 20z + 25’

z+1Y\  (2z-5)y—2y(z+1)
Im ( ) (22 — 5)2 + 4y

2z =5
b) Como 22 = (x +1y)® = 2 + i32%y — 3zy* — iy>, entonces

Re (zs) =23 — 32y e Im (23) = 322y — o>

4. ;Es cierto que Re(z - w) = Re(2)Re(w)?

Solucién. Sea z = w = i. Entonces z - w = i* = —1 de donde Re(z - w) =
—1y Re(z)Re(w) = 0, por lo que la igualdad no es necesariamente cierta.

5. Siaes un nimero real y z es un nimero complejo, demuestre que Re(az) =
aRe(z) y que Im(az) = a,Im(z). En general, muestre que Re : C — R
es una transformacién lineal real, es decir, que Re(az + bw) = aRe(z) +
bRe(w) paraa, be Ry z, w e C.

Solucion. Sea z = x + iy, entonces az = ax + aiy por lo que Re(az) = ax,
por otro lado a Re(z) = az. Por lo tanto, Re(az) = aRe(z).
Ahora, se tiene que mostrar que Re(z + w) = Re(z) + Re(w); sean z =
r+1iyy w = c+id, entonces z +w = (z + ¢) +i(y + d), por lo tanto
Re(z + w) = x + ¢ = Re(z) + Re(w). Por lo anterior, se puede concluir
que

Re(az + bw) = aRe(z) + bRe(w).
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6. Demuestre que Re(zi) = —Im(z) y que Im(zi) = Re(z) para cualquier
nimero complejo z.

Solucion. Sea z = = + 1y, entonces Re(zi) = Re(zi —y) = —y = —Im(2)
y para el otro caso, Im(zi) = Im(xi — y) = z = Re(2).

7. a) Dado un niimero complejo z = x+iy fijo, considere la transformacién
lineal @, : R? — R? (es decir, de C — C) definida por ®,(w) = z-w
(es decir, la multiplicacién por z). Muestre que la matriz de ®, en la
base canénica (1,0), (0,1) de R?, estd dada por

r -y
y » )
b) Demuestre que ®,,.,, = P, 0 D,,.

Soluciédn.

a) Sea z =z + iy, de la definicién de ®, se tiene que

@Z(l,O) = Z'(l,O):({B,y)(l,O)
= (x4+1w)(1+10)=x+iy = (z,y),

de donde ©¢,(1,0) = =(1,0) + y(0, 1). Por otro lado

(I)Z(O, 1) = z- (O’ 1) = (:Jc,y)(O, 1)
= (z+iy)(04il) = —y + iz = (—y, z),

luego ®,(0,1) = —y(1,0) 4+ (0, 1). Por lo tanto la matriz de ®, es
r -y
y x )

b) Sean z; = xy +iy1, 20 = T2 +iYs y W = a + ib, entonces 2129 =
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122 — Y1Y2 + i(T1y2 + Y122). Luego

Doy (W) = Playag—yryotiCaryatyen) (W)
= ((z122 — y1y2) + i(z1y2 + 1172)) (a + ib)
= [(m1m2 — y1y2)a — (21y2 + y172)0]
+i [(z122 — 1192)b + (21Y2 + y122)a]
= (21720 — Y1920 — T1Y2b — y172b)
+i (21220 — Y192 + T1Y20 + y1720)
= [z1(720 — y2b) — Y1 (22D + y20)]
+i [z1(22b + yoa) + y1(x2a — y2b)]
= (z1+ 1) [(waa — y2b) + i(22b + yoa)]
= 21 [(x2 + iy2)(a +ib)] = 21 (29 - w)
= 21 (V,(w)) =V, oW, (w).

Por lo tanto, ®,,.., = ®,, 0 ®,,.

8. Use lnicamente los axiomas de campo, para dar una demostracién formal
de las siguientes igualdades:

a) L —1.1
Z122 z1 22
1 1 z1+22
b) z + zo | z129
Solucién.

a) Se tiene que (2122)(2122)"' = 1, multiplicando por z;' en ambos

lados se obtiene z;'[(2122)(2122)7!] = 2, '(1); asociando términos
se tiene que (27 '21)2a(2122) 7! = 27

Aplicando el inverso y el neutro multiplicativo, (1)2(2122) "' = 277,

y multiplicando por z, ! en ambos lados, 2y '2zp(2120) 7t = 25 121t

Usando el inverso y el neutro multiplicativo, se tiene que (1)(z122) ' =
2y 127" por la conmutatividad en el lado derecho, (z125) ™' = 27125t

por lo tanto,
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b) Inicie con la igualdad z; + z2 = 21 + 22, multiplicando por 1 =

0. Sea

2122
Z1%22

M P Z1Z . H
de lado derecho, se tiene que z; + 2o = (21 + 29) (ﬁ) multi-

plicando por z,! de lado derecho se tiene que, (2 + 2)z; ' =
(21 + 2'2) (%) 22_1.
Distribuyendo en el lado izquierdo y asociando en el lado derecho,

-1 —1 -1
2125 + 2025 = (21 + 22) ( =L ) 2225

Z1%22

Tomando el inverso multiplicativo, 212, + 1 = (21 + 22) (;22) (1),

y por la conmutatividad en el lado derecho,

1
2zt 1 =2 (21 + 22) <;)
122

Multiplicando por z; ! de ambos lados, se tiene que

1
Mzt 1) =27 (2 + ) <;) :
122
y distribuyendo en el lado izquierdo,
_ _ _ _ 1
ozt (1) = (271 2) (21 + 20) <zz> .
122

Nuevamente usando el inverso multiplicativo

W'+ 0 = Wt 20 (L),

2122

para obtener
1 1 21+ 29

21 zZ2 2122

-y __ . 2 2 __
il + ib, muestre que a® + b* = 1.

Solucion. Observe que

r—y x—iy r—1y

T4y a:—i—iy'a:—z'y
B 22 —y? — 2ixy
N x? + y?

= a-+1b,
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10.

por lo que a = ﬁz;zz yb= Q;ixyyz Por lo tanto,
2 _,2\2 2,2 4 2,2 4 4
x 4x T+ 2 +
a2 L = ( Yy ) Y . -y Yy 1

(I2 +y2)2 (I2 +y2)2 o e 2:1;23/2 +y4 o

Demuestre el teorema del binomio para niimeros complejos, esto es, si z,
w son nimeros complejos y n es un entero positivo, se cumple que

n__.n n n—1 n n—2 n n
(z4+w)" ==z —i—(l)z w+(2>z w” + —l—(n)w,

donde (") = 77"!(”!

r n—r)!l’

Solucion. Proceda por induccién sobre n. Para n = 1, se cumple
1 1 I\ 1
(z4+w) =2z + NE w=z+w.
Supongase que el resultado es cierto para n — 1, es decir

—1 —1
(z—l—w)”_l — Zn—l + (TL } >2n—2w+ et (TL 1>wn—1‘
n_

Para demostrar el resultado para n, multiplique por z + w en ambos lados
de la igualdad

(z+w)" = [z”_l + ("Il>zn—2w+---+ (Z:Dw”—l] (2 +w)

1 n—1
n n—1 n—1 n—1 n—1
= z'+ 25w A ZW
1 n—1
-1 —1
42w 4+ " 22?4 " w"
1 n—1
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Usando el hecho de que (?) = (";') + (7~}), se puede concluir que,

n__.n n n—1 n n—2_ .72 n n
(z+w)" =z +(1>z w+(2)z w* + —l—(n)w.

11. Muestre que para cualquier entero positivo k, se tiene que

7:4]6 — 17 Z'4k’+1 _ Z'4k’+2 _ _17 i4k+3 —

i

Muestre como este resultado proporciona una férmula para ", para todo

entero positivo n, si escribimos n =4k + 7, 0 <5 < 3.

Solucién. Primero, i** = (i2)?* = (-1)?* = 1* = 1, a continuacién

j4k4-2 74

4+ = 4§ = 1.5 = i; en el siguiente caso, i =it =1.-1=-1,

y finalmente §4%+3

i =i =% .0 = 1.4 =4/, para j € {0,1,2,3}.

12. Simplifique las siguientes expresiones:
a) (1—q)~ L.

1+1
1—1

b)

1—1
b 1= (1) () = ¥ =4

4k .3 = 1. —i = —i. En general, se tiene que

c) Sea z = \/1+ /i, de donde 22 = 14 /i, es decir, 22 — 1 = /i por

lo que (22 — 1)% = 4. Si se hace u = 22

, se tiene que (u — 1)? =1,

ysi v = — 1, se tiene la ecuacién v?> = i, la cual tiene soluciones

_ 1 -1 _ 1 -1
yl—ﬁ+zﬁyug——7§—zﬁ.
_ 1+V2

—1+v2 1

Por lo que, p; = \/52 + Z% Y po == 57 — iﬁ son soluciones de

la ecuacién v = p — 1.
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Si 22 = 111, entonces

. \/1+\/§+\/m+i\/—1—\/§+\/m
21

2

L[]

Ahora, si 22 = 11, entonces

- \/—1+J§+\/4—2\/§_i\/1—ﬂ+\/4—2\/§
2

21

oo

Seaz=+/1+14,2°=1+14, luegoa=1,b=1en laférmula (1.1),

entonces
/1 2 [—1 2
2=+ +2\/_ +1 —5\/_ )

Sea z = \/+/—i, elevando al cuadrado ambos lados de la igualdad,

se obtiene 22 = \/—i por lo que z* = —i; después haciendo i = 22,

p? = —i y tomando a = 0, b = —1 en la férmula (1.1), se concluye

quem:%—i%ymz_%j%%_

2 si 22 =y se tiene que

T N N e e
B 2v/2 2v2 |

Ahora, si 2% = i, entonces

N “1+v2 (142
z == \/ N5 +1 N

Recordando que p = 2

13. Demuestre que las siguientes reglas determinan en forma tnica la multipli-
cacién compleja en C = R?.

a)
b)

(21 4+ 22)w = z1w + 20w

Z1R2 = 22721
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¢)i-i=—1

d) z1(z223) = (2122)23

e) Si z1 y 2 son reales, z1 - 25 es el producto usual de niimeros reales.

Solucion. Sea zy = a € R, zp =ib € Cy w = x + 1y € C, entonces
(a+1ib)(x +iy) es igual a

a(z + iy) + ib(z + iy) aplicando a)
= (r+4w)a+ (x+iy)id aplicando b)
za + (1y)a + x(ib) + (iy)(ib)  aplicando a)
ax + a(iy) + x(ib) + (ib)iy aplicando b)
ax + i(ay) +i(xb) +i((ib)y)  aplicando d)
ax +i(ay) +i(bx) +i(y(ib))  aplicando b)
ax +i(ay) +i(bx) +i(i(yb))  aplicando b)
= ax+i(ay) +i(bx) +i(i(by))  aplicando b)
= ax +i(ay) +i(bx) + (ii)(by)  aplicando d)
= ax +i(ay) +i(bx) + (—1)(by) aplicando c)
= ax — (by) +i(ay) + i(bx)
= (ax —by) +i(ay + bx) aplicando a)

en donde varias veces se uso la regla ¢). Por lo tanto, las reglas anteriores
determinan de manera tnica la multiplicacién compleja.

1.2. Propiedades de los nimeros complejos

Para trabajar con los nimeros complejos, necesitamos los siguientes tres con-
ceptos: el conjugado complejo de z = x + iy, denotado por z, es el nimero
complejo = —iy; el médulo o la norma de z, denotado por |z|, es el nimero real
V2% + 42, el cual mide la distancia del origen al punto (x,y) que representa a
z. Finalmente, el argumento de z es el dngulo formado entre el eje real positivo
y la recta que une 0 con z, medido en el sentido contrario a las manecillas del
reloj. El argumento de z se denota por arg z y generalmente se le asigna un valor
entre 0 y 2.

Una relacién importante entre la norma de un complejo z y su conjugado es
el hecho de que 2z = |z|%. Para ver esto note que si z = x + iy entonces
22 = (x+iy)(x —iy) = 2> + y* = |2,
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ejeY
z=x 41y
>
7
< Yy
0
< eje X
. x
N
Z=x—1y

Existe otra manera de escribir un nimero complejo z, la cual se conoce como la
forma polar del complejo z. Llamemos r a la norma de z, r = |z|, y 6 = arg 2,
entonces z = r(cos + isen 0).

La multiplicacién compleja, usando la representacién en coordenadas polares, nos
conduce a una férmula que nos permite encontrar las raices n-ésimas de cualquier
complejo.

Si z = r(cosf + isen ), entonces se tiene la férmula de De Moivre, donde
para cualquier entero n,

(cos@ +isend)" = cosnb + isennd.

Sea w un nimero complejo, usando la férmula de De Moivre podemos resolver
la ecuacién 2" = w. Supongamos que w = r(cos @ + isen ), entonces se tiene
que las soluciones de la ecuacién estan dadas por

k= \"/F(cos (0+27Tk> + 1 sen (0+27rk:)). (1.2)
n n n n

Cada uno de los valores de £ = 0,1,...,n — 1 da un valor diferente de z.

A continuacioén, presentamos problemas acerca de las propiedades de los niimeros
complejos, como la norma, la conjugacion y el argumento. También se presentan
problemas relacionados con las raices n-ésimas y con funciones trigonométricas.

1. Resuelva las siguientes ecuaciones:
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a) 264+8=0.
b) 23 —4=0.
Solucion.
a) Para 26 = —8, se tieneque n =6, r =8y § = 7 en la férmula (1.2),
es decir,

2k 2k
Z2p = \fj/g(cos (g—l—%) + 7 sen <% —|—%>)
para k =0,1,...,5. Entonces
) +isen(%)) = \/5(?4%%) = ¥8 42
3)

+ i sen(

[SIE]
~—
~
I
~.
=

+ 2sen

—~ —~ —~
@)
2
A~ o~~~ —~
o:‘»—' ol o
:‘\_/\_/ S~—
~— +
+ ~
. wn
w0
& g
:) /N ~—~
—~
‘H‘\"|§f®\§’ ol
DT —
A
N—
Il

b) Para 23 =4, setienequen =3, r =4, 0 =0, entonces
20 = v/4(cos(0) +isen(0)) = v/4
2

7 = V4 (cos(%) + isen(%)) = V4 (—% + 273) = —\3% + Zg/i?%
20 = V4 (cos(F) + isen(Y)) = V4 (—% - z{’) =— 312 — zsiz
8 — 2i)"
2. iCuél es el conjugado complejo de %?
(4 4 61)

., 8—2; 10
Solucion. Sea z = ((4+6%5 , entonces

__ ((8 — 2¢)10) _(8-2)" 8+ 2@)10‘
(4 + 6i)5 (4 — 6i)5

(4 + 6i)5 B

3. Exprese cos6x y sen 6x en términos de cosz y sen x.
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Solucién. Utilizando la férmula de De Moivre para r = 1 y n = 6 se obtiene
la identidad
(cosz + isenx)® = cos 6z + i sen 6.

Cuando se expande el lado izquierdo, utilizando el teorema del binomio, se
obtiene que

2 3 3

cos® & + 6i cos® xsen x — 15 cos* 2 sen? & — 207 cos® x sen® x

+15 cos® zsen*  + 6i cos zsen® z — sen® .

Al igualar las partes reales e imaginarias se llega a que

cos 6 = cos® z — 15 cos? xsen? 2 + 15 cos® zsen* & — sen® x

sen 62 = 6 cos® x sen x — 20 cos® x sen® & + 6 cos z sen” 1.

. Encuentre el valor absoluto de w
(8 +6i)?
Solucion. Aplicando las propiedades de la norma de los nimeros complejos,
se tiene que
@302 12-3)) /le-3)\> (vi3\ 13
‘(8+6i)2 CEXOE (\(8+6i)\) ~\V100)  100°

. Sea w una raiz n-ésima de la unidad, con w # 1. Demuestre que

l4w+w+---+w" 1 =0.

Solucién. Sea S = 1+w+w?+- - -+w"1, multiplicando por w en ambos
lados de la igualdad se obtiene

wHw 4w w" = Sw,

y restando a 1 + w + w? + - - - + w" ! la igualdad anterior, se obtiene
1—w" =3 — Sw, por lo tanto S = =4" = (.

w
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6. Sea w una raiz n—ésima de la unidad, con w # 1. Evalie

142w+ 3w? + - - -+ nw™ L.

Solucién. Sea S =1 + 2w + 3w? + - - - + nw" ™!, multiplicando por w, se
obtiene
Sw =w + 2w? + 3w + - - - + nw".

Entonces,

3

S—Sw=1+w+w+w+ -+ —nw" = —nw",

ya que por el problema anterior (5), 1 +w + w? + w® + - -+ w" ! = 0.
Por lo tanto, S = =2%" de donde 1 + 2w + 3w? + - - - + nw" ' = =2,

l—w ! 1—w

7. Demuestre que las raices de un polinomio con coeficientes reales ocurren
en parejas conjugadas.

Solucién. Sea P(2) = ap2™ + ap_12"" 1 + -+ + a12' + ag = 0, donde a,,
(p_1, .., a1, ag € R. Sea a € C una raiz de P, entonces

0" 4 ap_ 10"+ arat + a9 = 0.

Tomando el conjugado de la ecuacién anterior, se obtiene

An Q" + A0 - ajal +ay =0,
y aplicando propiedades de la conjugacién se tiene que

0" + ap 10" 4 agat +ag =0

Q" + Q@™ 4 gl +ag =0

an@" + ap_ 1@ @ + ag = 0.

Se concluye que si a € C es una raiz del polinomio P, entonces también
@ es una raiz del polinomio P.

8. Si a,b € C, muestre la identidad del paralelogramo

la — b]® + |a+ b]* = 2(|a)® + b]?).
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Solucién. Observe que
la—b* +la+b* = (a—0b)(a—0b)+ (a+b)(a+b)
= (a—"b)(@a—"0b)+ (a+b)(a+b)
= |a]* —ab—ba + |b]* + |a|* + ab + ba + |b]*.

Por lo tanto, |a — b|? + |a + b]* = 2(|a|* + |b]?).

. Interprete geométricamente la identidad del ejercicio anterior.

Solucion. Note que a — by a + b son los vectores que forman las diago-
nales de un paralelogramo generado por los vectores a y b, ver figura 1.1.
Luego, la identidad del paralelogramo se puede interpretar asi: la suma de
los cuadrados de las longitudes de las diagonales de un paralelogramo es
igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los cuatro lados del
paralelogramo.

Figura 1.1: Identidad del paralelogramo.

10. Suponga que |z| =1 o |w| =1y que Zw # 1. Demuestre que

z—w
=1.

1—Zzw
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Solucién. Se tienen dos casos:
Si |z] =1, entonces 2z = |z|? = 1. Luego,

Z—w z—w | |1 Z—w Z—w 1
1—zw 1—zw||z Z — ZZW Z—w '
Si Jw| =1, se tiene que ww = |w|* = 1,w = +. Entonces
Z—w z—w | |1 Z—w Z—w Z—w 1
1 — zZw 1—zw||w||w—wzw| |w— 2 Z—w '

11. Si z = x + iy, muestre que |z| + |y| < V22|
Solucién. Como z = z + iy, entonces |z| = /a2 + y2. Por otra parte, se

tiene que
0 < (lz|—ly)?*
0 < 2% —2z|ly| +v*
20z|lyl < 2+
2 +2zlly +y* < 2(2+ )
(Jo[ +y)* < 2(2* +47)
[+ lyl < V2@ +9?).

Por lo tanto, |z| + |y| < V22|

12. Muestre lo siguiente:

a) arg Z = —arg z (mod 27).
b) arg = = arg z — arg w (mod 27).

¢) |z| =0siysdlosiz=0.
Solucion.

a) Sea z =z + iy, entonces Z=x — iy y

arg Z = tan~ ! <—_y) = —tan"’ <y> (mod 27),

T T

por lo tanto arg zZ = —arg z (mod 27).
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13.

14.

b) Recuerde que

arg (z122) = arg z; + arg 2z (mod 2m),

yque 2! = ﬁ por lo que usando la observacién y el inciso anterior,
se tiene que

arg - arg | z - % =arg z — arg % (mod 27r).
w |w] |w]

Como arg w = arg # entonces arg = = arg z — arg w (mod 27).

c) Sea z =z + iy tal que /22 +y?> =0, luegoxz =0y y =0, por lo
tanto z = 0.

Reciprocamente, si z = 0, entonces x = Oy y = 0, por lo tanto
|z| = 0.

) _ z . (o
Usando la férmula 27! = =, muestre como construir geométricamente

|2

271,

Solucién. Sea z = x + iy, siguiendo la férmula 27! = % para calcular

7 tiene que reflejar z con respecto al eje x y entonces 271 = #(I, —y),

ver figura 1.2. La férmula lo tnico que hace es reducir o alargar el vector
(x, —y) dependiendo de la magnitud de ﬁ € R.

Muestre la identidad de Lagrange

2 n n
_ (zw) (z w) S iy — .
k=1 k=1

k<j

n
g R Wy
k=1

Deduzca la desigualdad de Cauchy-Schwarz a partir de su demostra-
cion.

Solucidn. Utilice la identidad |z|> = zz. Sea S igual al lado derecho de
la identidad. Entonces, desarrollando el lado derecho de la igualdad, se
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Y
z
T
%, |22 > 1
z
Y P <t

Figura 1.2: Construccién de 2~ 1.

obtiene
S = (121 4+ 22+ -+ 20Z) (W1 + wetlg + - - - + Wy Wy,)
— Z (zku_)j — zju_)k) (kaj — ijk)
1<k<j<n

= (Z1§1 + 2920 + -+ ann) (wlwl + wog + - - - + wnﬁ)n)

— E Zkzkw]"lf)j — E Zj?j’ll)kwk

1<k<j<n 1<k<j<n
— E zkijwku_)j + E szkwju_Jk.
1<k<j<n 1<k<j<n

Observe que

n

Z akbj—i— Z ajbk: Z akbj.

1<k<j<n 1<k<j<n k,j=1,k#j
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Entonces, se tiene que

n

n n

S = E zkzkijj - E szkijj + E zkzjwkwj

k,j=1
n

k,j=1,k#j k,j=1k#j
n

n
= E ZEZWiW; + E ZEZjWEW, = E 2L ZjWEW;

kvj::lv
n

k,j=1,k#j k,j=1
n

= Z (kak) (ijj) = Z (zkwk) (W)

k,j=1

k,j=1

= (w1 + 2wy + - + zywy,) (Z1W07 + ZaWs + - - - + Z,W0,,)

(B E)-

n 2

E Lk Wy

k=1

Y

lo cual completa la prueba.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz estd dada por

n

g 2L Wk

k=1

Si z € C, entonces |z|2 € Ry |2]? > 0, por lo que

Asi, se tiene que

n
E R Wy
k=1

2

IN

ZpW; — 2:Wp 2 > 0.
J J

k<j

(; |zk|2> (;:w?) - ’; PRI
() ()

15. Calcule la minima cota superior (esto es, el supremo) del subconjunto de

numeros reales

A={Re(iz* +1) | |2| < 2}.
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Solucién. Sea z = x + iy, entonces 2* = (2% — 3xy?) + i(322%y — 3°),
asi que Re(iz® + 1) = 3 — 32%y + 1 y ademds /22 +y2 < 2. Siy = 0,
entonces Re(z% + 1) = 1, pero si x = 0, se tiene que Re(iz®+1) = y3 +1
y como —2 < y < 2, entonces Re(iz® + 1) estd acotada por > + 1 < 9.
Por lo tanto, sup A =9.

16. Muestre la identidad trigonométrica de Lagrange:

1 5)0
1 + cos(6) 4 cos(20) + - - - + cos(nb) = 5 + Sen2(s(: ?92)) ) ;
n (9

2

donde sen (§) # 0.

Solucion. Sea S = 14 cos(6) + cos(260) + - - - + cos(nf), multiplicando por

sen (2) en ambos lados de la igualdad se obtiene

()5 () s (2 s+ s 2 o

Utilizando la identidad trigonométrica

sen(f) cos(fB) = ; [sen(6) — 3) +sen(0 + B)],

se puede reescribir lo anterior como
1 4 S = sen 4 + 1 n -0 + sen 30 +
sen | 5 = sen| g 5 | s 5 sen |
—i—1 sen _—39 + sen % +
2 2 2
1 1 1
5 (sen ((5 — n) 9) + sen <<§ —I—n) 9))

de donde

Por lo tanto,
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17. Suponga que los nimeros complejos 21, 23, z3 satisfacen la ecuacién

22 — 21 21 — 23

23 — k1 22—23.

Muestre que |22 — 21| = |23 — 21| = |22 — Z3].

Solucion. Es facil ver que la condicién
Z% + Z% + Zg = 2120 + 2223 + 2327.

272 — 222 a5 equivalente a
—Zz1 22—Z23

La dltima igualdad es equivalente a que el determinante siguiente es cero

1 1 1
Z1 R9 k3 | = 0.
29 23 21

El hecho de que el determinante sea cero, implica que el tridngulo con
vértices en z1, 29, 23 €s semejante al tridngulo con vértices en 2o, 23, 21. Por
lo tanto el tridngulo debe ser equilatero, ver [2].

18. Muestre la identidad
<7r> 27 (n—1)m n
sen—)sen| — ) ---sen = )
n n n on—1

Solucion. Considere la ecuacién z" — 1 = 0 y sus n soluciones

47 7:2(n71)7r
n

P
1, en, e, ... e

Se puede escribir

ZM—1=(z-1) (z - eiQ%) (z — ei%’r) . (z _ eﬂ”;l)“) ’

y dividiendo la ecuacién entre z — 1 se obtiene

Zn - 1 ;27 A -2(n—1)7
7:<Z—ezn>(z—ezn>...(2—ez n )
z—1

Ahora, utilice el hecho de que

2" —1

=1+z+22+ - 4+2"1,
z—1
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entonces
l+2z+224+- 421 = <2—6i7>"'<2—6T>;

si z = 1, se tiene que

;2T -4 2(n—1)m
n:(l—ezn>(1—€Z7L>-..(1_€Z n )

El conjugado de la ecuacién anterior es

2 _san _2n=Dr
nz(l—e ln)(l—e ’n)---(l—e T )

Multiplique las dos ecuaciones anteriores y use la identidad

(1 —e_i%Tﬂ> (1 —e"’%%> =2 —2cos <2k_7r) ,
n

para obtener

o o) (o (22522))

Finalmente, sustituyendo la siguiente identidad en la ecuacién anterior,

2k k
1 — cos (—W) = 2gen? <—7T> ,
n n
se obtiene

2 -1
n? = 221 gen? (E) sen” (—ﬂ) -+ -sen? (U)
n n n

que es equivalente a

2 —1
n =2"""sen (E) sen (—W) <. sen (u) .
n n n

Por lo tanto,

2:L—1 = sen (g) sen (2;;) .. .sen ((71;1)7?) |
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19.

Segunda solucién. Considere el polinomio p(z) = (1 — 2)™ — 1, el cual
puede ser escrito como w™ — 1, donde w = 1 — 2. Las raices de w™ =1
son las raices n-ésimas de la unidad, w;, = COS%7r + 7sen 27” para k =
0,1,...,n — 1. Entonces las raices de p(z) son z = 1 — wy.

Analizando el polinomio p(z), observe que puede escribirse como p(z) =
z(—n + q(z)) donde ¢(z) es un polinomio de grado n — 1. Entonces si se
hace, p(z) = 0, se tiene que las raices deben cumplir, por las férmulas de
Vieta, que (—1)"n = [[/=]' 2, por lo que n = [[/=,' |l

Calcule ahora |z].

ok \ 2 o2k \ 2
|zi] = |1 —wy| = 1—cos|— + (sen | —
n n
= \/1 — 208 (W> + cos? (27rk:) + sen? (W>
n n n
= \/2—2005 (W> = /4 sen? (ij> = 2sen (W),
n \/ n n

donde se utilizé que cos? +sen?z = 1y 1—cos(2x) = 2sen? x. De donde
se obtiene la identidad pedida.

La correspondencia del niimero complejo z = a + b con la matriz

a —b
=V,
b a
da otra manera de representar a los nimeros complejos. Demuestre que:

a) U,, = 0,0,
b) Uopoy =, + T,

c)ﬁllz(é ?)

d) \U, =U,,, si \es real
e) U = (V,)" (la matriz transpuesta).
f) U= (T,) L



1.2 Propiedades de los niimeros complejos

25

g) zesrealsiysélosi U, =(0,).

h) |z| =1 siy sélo si W, es una matriz ortogonal.
Solucion. Sean z =a+iby w = ¢+ id.

a) Como zw = (ac — bd) + i(ad + cb), se tiene que
U ac—db —ad—cb
=\ ad+cb ac—db

a —b ¢ —d ac — db

\I[Z\Dw_<b a)(d c)_<ad+cb

Por lo tanto, ¥,, = ¥, W,,.

o B at+c —d—bY\ [a —b
Fhw d+b a+c )] \b a

= U, +U,.

b)

c) Seaz=1+10

e) Como z =a —ib

—ad — ¢cb
ac — db

e ()= () e

_b
a2+62 ’

O (O =

_a _ _b
212 212

= (“j,b gt ):\Iu.
2402 a24b2 z

1

f) Tenemos que z~ ' = —1 luego

a b
-b a

)
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g) Si z € R entonces z = a + 10, por lo que

v (o) v = (60

por lo tanto W, = (V,)".

Reciprocamente, si ¥, = (V,)" donde z = a + b, entonces

(:2)-(a0)

Dos matrices son iguales si sus entradas respectivas son iguales

a=a —-b=b
b=-b a=a.
Para que b = —b entonces b = 0, por lo tanto z € R.

Si |z| =1, muestre que (¥,)~' = (¥,

t
¢ (a b\ _[a b
(\I]Z)_<b a )_<—b a)'
Por otro lado

= iy (50 )=t (5 1)

- (%)

por lo tanto (V,)™! = (¥,)?, lo cual es equivalente a que U, sea

ortogonal.
Reciprocamente, si (¥,)~! = (¥,)¢, entonces

1 a b\ (a D
a2+ \ =b a) \ =ba)’

por lo que ;%45 = a, de donde a®+b? = 1. Entonces Va2 + b2 = 1,
luego |z| = 1.
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1.3. Algunas funciones elementales

Por funciones elementales complejas nos referimos a la funcién exponencial, a
las funciones trigonométricas y a la funcién logaritmo, las cuales seran definidas
a continuacién.

Definicion 1.3.1 Si z = x + iy, entonces se define ¢* como e”(cosy +iseny).
Esta funcion se conoce como la funcién exponencial compleja.

Una vez definida la funcién exponencial, es posible definir las funciones trigo-
nométricas complejas.

Definicién 1.3.2 Para cualquier nimero complejo z, se definen

eiz _ e—iz eiz + e—iz
senz=—— y 08z = ———
21 2
Definir la funcién logaritmo es un poco mas complicado, pues su dominio de
definicién no es todo el plano complejo C y su rango es una banda de longitud

2.

Definicion 1.3.3 La funcién log : C\{0} — C, con rango yo < Im logz <
Yo + 2m, estd definida como

log z = log |z| + iarg z,

donde arg =z toma valores en el intervalo [yo,yo + 27) y log |z| es el logaritmo
usual del ndmero real positivo |z|.

La eleccién del intervalo [yo,yo + 27), es llamada la eleccién de una rama de
logaritmo. Notemos que podemos elegir cualquier intervalo de longitud 2.

Una vez que se ha definido la funcién log, es posible definir a® para cualesquiera
a,b € C, donde a # 0.

Definicién 1.3.4 Dados a,b € C con a # 0, se define a® = e*'°8%, donde se ha
elegido una rama de log.

Un caso particular importante de la definicién anterior es cuando b = % para
n € N.
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Definicion 1.3.5 La funcidn raiz n-ésima se define como
log 2

1
’\n/gzzn = e n
log z

para una eleccion especifica de una rama de log,; con esta eleccion, /z = e n
es llamada una rama de la funcién raiz n-ésima.

A continuacién presentamos varios problemas acerca de las funciones elementales
definidas en los nlimeros complejos, asi como la geometria de algunas funciones
simples.

1. Exprese en la forma a + ib:
a) e37"

b) cos(2 + 3i).
Solucion.

a) Si z = z + iy, entonces como e* = e”(cosy + iseny), se tiene que
e37" = e3(cos(—1) +isen(—1)) = e3(cos 1 —isen 1).

b) Por la defincién de la funcién coseno tenemos que cos z = #
por lo que
i(2430) | ,—i(2+30) 2i-3 | ,—2i+3
e +e e +e
cos(2 + 3i) 5 5
e 3(cos2+isen2) + e*(cos(—2) + isen(—2))
B 2
e Pcos2 4 e®cos (—2) Z,e_3 sen 2 + e® sen (—2)
B 2 2
_ (e7?+¢€%)cos2 Z( 3 —e73)sen?2
B 2 2
= cosh3cos2+ ¢senh 3sen2.
2. Resuelva
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Solucion.

Ny o eiz_efiz eiz_efiz o § 1 T

a) Por definicién, sen z = <=%—, entonces % — =111 multipli

cando por 47 en ambos de la igualdad se tiene

2e"* — 2e™® = —1 + 3i.

Sean w = —1+3iyt = €%, por lo que 2t — 2t~ = w, asi que

2t> — wt — 2 = 0, y usando la férmula general se obtiene que
wtq/(—w)2 .

t = w. Ahora, es necesario calcular \/(—w)2 + 16 = r,

entonces

r:\/(—1+3i)2+16:\/(—8—6i)+16:\/8—6i.

Para calcular la dltima raiz, se tiene que a = 8 y b = —6 en la férmula
(1.1), luego

a:\/wm:gyﬁ:%—wm:l
2 2

Y

dado que b < 0 se tiene que r = 4(3 —4). Por lo tanto t = ¥ =

4
—1430)+(3—i , ; ;
W, luego las dos raices son t; = 22 — 1 +35 Yyt =

4+4i 4 2
_avait ]
= 1+

Para t1:%+%, se desea resolver eiz:t1:%+%, luego
) 1 L 2+ Ly’ +1 l—i—i + 2
iz = lo - — ilarg [ = + = ™
& 2 2 gl272
1
= log<\/;>+z'<%+27m>.

Haciendo uso de las propiedades de la funcién logaritmo real, se
concluye que iz = —1log(2) + i (I +2mn). Por lo tanto z; =
—4 4+ 2mn + 5 log(2).

Ahora se considera ¢, = —1+4, entonces iz = log(v/2)+i (2 + 27n).
Por lo tanto 2z, = —%'+27m+% log 2, luego z; = —7 +2mn+; log 2
y 29 = —?jf + 2mn + 51og 2, son las soluciones buscadas.
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etz _e— 1z

2i
entonces t?—8it—1 = 0, calculando t se tiene que t = Siiiw =
BEVEO0 — 4+ /—15 =i (4 £ VI5).

Por lo que logt = iz, entonces iz = log |t|+i(arg(t)+27mn) = log(4+
V15)+i (Z + 27n). Por lo tanto z = — (Z + 27n) +ilog(4+/15).

b) Como senz = = 4, entonces €* — e = &i. Sea t = €',

3. Encuentre todos los valores de
a) log (—1).
b) log (1 +1).
Solucion.
a) log (—i) = log|1] + darg(—i) + i2mn = i (3 + 27n), para n € Z.
b) log(1+ i) = log |V2| + iarg(i) + i27n = log V2 +i (% + 27n) para
n € 7.

4. Encuentre todos los valores de
a) (—1)i.
b) 20
Solucién.

a) (_1)1 — eilog(—l) — ei(10g|1|+i7r+2i7rn) — 6—7'(—271'71,, para n € 7.

b) i — eilog(2) _ ez'(10g|2|—|-i27rn) — e—27m+ilog|2|, para n € 7.

5. Dendtese por +/-, la raiz cuadrada particular definida por

V/7(cosf + isinf) =2 [cos (Z) + isin (g)] , 0<6< 2.

La otra raiz es r2 [cos (H%) + 7 sin (H%)] iPara qué valores de z se

cumple la ecuacién v/ 22 = 27

Solucién. Se tiene que si z = r(cosf + isenf), entonces

0 0
Vz=rz (0082+isen2) para 0 <6 < 2.
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Luego, si 22 = 12(cos 20 + i sen 26), se tiene que v/22 = r(cos § + isen 6)
si 0 < 26 < 27, es decir, 0 < # < m. Por lo tanto, las z que satisfacen la
propiedad pedida son las que estan en el semi-plano superior, incluyendo
los reales positivos.

6. Muestre que

1
1 1 i\ 2
z = tan log< +ZZ)

Solucién.

1
tan ,log( -
7 1—=

M)é sen [ Hlog (121) ]
[L10g (

_i%log(Ln)%

1—zi

i<atmqit9%.+e4imd%iwé)

L N
1 =) -6
- . 1 N |
CaE)+GE)
1 (FE) -l 1 (t) -(1-2)
o () 41 0 (T4 z) + (1 - zi)
1 22

7. Examine el comportamiento de e*™% cuando x — 400y cuando y — 4-00.

Solucién. Se tiene que e**t% = e%e¥ |luego cuando x — F00, el término ¥
permanece constante, entonces e**"% — oo cuando x — ooy €Y — 0
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cuando x — —oo. Ahora, si y — 400, ¥ permanece constante, entonces
et pertenece a la circunferencia de radio ¢* cuando y — 400, pero no
existe el limite.

. Defina las funciones senh y cosh en todo C por senh z = 62_2672 y cosh z =
efte”* .
<. Muestre que:
2 2
a) cosh”z —senh”z = 1.

o

senh(z; 4 2) = senh z; cosh z5 4 cosh 21 senh 2.

(9]

cosh(z; + z9) = cosh z; cosh 2z, + senh z; senh z5.

)
)
)
)

Q.

(
(

senh(x 4 iy) = senh x cos y + ¢ cosh z sen y.
(

e) cosh(z + iy) = cosh x cosy + i senh x sen y.

Solucién.

a)

ol s —senls — (€Y (€Y
- 2 2

622 + 2 + e—2z 622 -9 + €—2z
4 4

= — =1
4

b) Sea A = senh (21 + 23), entonces

e#1tz2 _ e—(21+22) 2eF1tz2 _ 26—(Z1+22)

A = =
2 2.2
eitar _ pmait | pri—E e—(ZH—Zz)
= +
4
eAt?2 | pmater _ prime e—(z1+22)
4
eitar _ pmait | primE e—(ZH—Zz) N
4
eAt?2 | pmAater _ prime2 e—(z1+22)
4

B et — e A e?2 4+ e %2 N et 4+ e *t e2 — e *2
N 2 2 2 2

= genh z; cosh z3 + cosh z; senh zs.
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c) Sea B = cosh(z; + z2), entonces

esitez e~ (z1+22) etz 2¢—(71422)

B =
2 2.2
e te2 | pmatae | primE2 g e—(21+22)
= +
4
eAite2 _ pmaita2  pmima g e—(z1422)
4
e ta | pmata | primE2 g e—(21+22)
= +
4
eAitz2 _ pmaita2  pmima g e—(z1422)
4

B et 4+ e~ * e*2 4+ e %2 n el —e A €2 —e 2
- 2 2 2 2

= cosh z; cosh z5 + senh 2; senh z,.

d) Usando la parte b), se tiene que senh(z + iy) = senhx coshiy +
cosh x senh ¢y y utilizando que cosh iy = cosy y senh iy = iseny se
puede concluir que senh(x + iy) = senh x cosy + i cosh x sen y.

e) Usando la parte c), se tiene que cosh(z + iy) = coshx coshiy +
senh x senh iy, entonces cosh(x + iy) = cosh z cosy + isen x sen y.

9. Si bes un niimero real y a es un niimero complejo, muestre que |a’| = |a|’.
Solucién. Recuerde que si z = x4 iy, entonces |e*| = [e*1¥| = % = eRe?,
Por definicién, a® = 8@ entonces

b _ blog(a) _| b(log |a|+i(arg(a)+27n))
@’ = e | = e |
6blog\a| _ ’CL|b.
10. a) Para nimeros complejos a, b, ¢, muestre que aba® = a*¢, usando

una rama fija del logaritmo.

b) Demuestre que (ab)® = al®, si escogemos ramas de log tales que
log(ab) = log a + log b.

Soluciédn.
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a) Fije una rama de logaritmo, entonces

abac — eb log(a) eclog(a)

(bliog |al-+iarg(a)) c(log |al-+iarg(a))

_ eb(log |a|+iarg(a))+c(log |a|+iarg(a))

e (bFc)(log [a|+iarg(a))

e(b—i—c) loga

b+c

= a

b) Por definicién (ab)¢ = e°°8(@) uego en la rama donde log(ab) =
loga + logh, se tiene que (ab)® = ecllogatlogh) — cclogatelogh —
eclosaeclost — qehe. Por lo tanto, (ab)® = acbe.

11.  a) ;Cudl es la imagen, bajo la funcién z — 23, del primer cuadrante?
b) Discuta la geometria de z — /z.

Solucién.

a) Sea z = re?, donde r € RT y el dngulo § € [0,7/2], entonces
. o\ 3 o e
23 = (rew) =73 donde * € Rt y 0 € [0, 37”} Por lo tanto la
funcién transforma el primer cuadrante a los tres primeros cuadrantes.
1

b) Sea z =re”, donde r € RT y 0 < § < 7, entonces /z = (re”?)® =
r3eis, luego rs € RT yde [O, g} Por lo tanto la funcién reduce el
angulo a un tercio del original y expande o reduce la norma.

12. jCual es la imagen de lineas horizontales y verticales bajo z — cos z7
Solucion. Se tiene que
cosz = cos(z +iy) = cos(z) cos(iy) — sen(z) sen(iy)
= cos(z) cosh(y) — sen(z)isenh(y)
cos(x) cosh(y) — isen(z) senh(y).
Suponga que y = yo es constante, entonces si cosz = u + ‘v donde
u = cos(x) cosh(y) y v = —sen(z) senh(y) se tiene que

u? v?

+ =1,
cosh®(yo)  senh?(yo)
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13.

ya que sen’(z)+cos?(x) = 1, y por lo tanto las coordenadas u, v satisfacen
la ecuacion de una elipse.

Similarmente, si z = 2 es constante, de la ecuacién cosh?(y) —senh?(y) =

1 se obtiene ) )
U v

=1

cos?(zg)  sen? (o)
la cual es una hipérbola.

a) Demuestre que bajo la funcién z — 22, lineas paralelas al eje real son
transformadas en parabolas.

b) Demuestre que bajo (una rama) z — /z, lineas paralelas al eje real
son transformadas en hipérbolas.

Solucidn.

a) Sea z = x + iy, entonces z? = (2? — y?) + i2xy, como se quiere

transformar las lineas paralelas el eje real, sea y = 1o fijo donde
Yo € R. Ahora, si 22 = u(x,yo) + iv(z,yo) entonces u(w,yy) =
22 — 2 y v(z,y0) = 2wyo, asi que x° = u(x,yo) + yi y elevando
v(z,yo) al cuadrado se obtiene v?(x,yo) = 4x?y2. Sustituyendo z?
en v?(x,y), se obtiene que v?(z,y) = 4(u(x,y)+y2)ys. Por lo tanto,

vi(z,y) = 4y2(u(z,y) + y2) es la ecuacién de una pérabola.

b) Sea /z = 21982 con 0 < arg z < 2. Calculando la parte real e
imaginaria de /z, se tiene que

1 1
X =Re (Vz) = 2|2 cos <2 arg z) :

1
Y =Im (Vz) = 2|2 sen (2 arg z) :

Una recta paralela al eje real puede ser descrita como x + iy, donde

1
yo es fijo y x € R. Entonces para z = x + iy, |22 = (22 4+ 42)7,
arg z = tan~' (%). Luego,

1 1
XY = |z|cos <2 arg z) sen (2 arg z) = Z’cos( arg z) .

sen m

Seam = arg z = tan™! (y—o) entonces tanm = = L Como
X cosm X
cosm = /1 —sen?m, haciendo ©v = senm, se tiene la ecuacién
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2

_u_ _w ir, u?z? = y2(1 — u? 2=
L =0 es decir, u"z® = yg(1 — u?), de donde u* = w23 ©
u =2l Por lo tanto, XY = % : 2(70“ = @ es decir, la imagen de

|2 - : .
una recta paralela el eje x es una hipérbola.

14. Demuestre que las identidades trigonométricas de suma de angulos para las
funciones seno y coseno, pueden deducirse si se supone e*(#1+%2) — iz vz

Solucién. Por una parte se tiene que

e @1F02) — cos(zy 4 ) + isen(zy + )

y por otra

et = cosxy +isenwy, €? = cosSxy+ isenxs.

Entonces

ee? = (cosx; +isenx;)(cos Ty + isen xy)
= (cosx1COSTy — sen xysen Ty)

+i(cos z1 sen x5 + sen xy cos Ty).
Dado que e(*11#2) = ¢iz1¢i®2 se puede concluir
cos(z1 + Tz) = COS Ty COS Ty — SEN Ty SeN Ty

sen($1 + 1‘2) = COS X1 Sen Ty + Ssen xy cos L.

15. Demuestre que el seno y el coseno son funciones periédicas con periodo
minimo 27, esto es, que:

a) sen(z + 2m) = sen z para toda z.

b) cos(z + 2m) = cos z para toda z.

c) sen(z +w) = sen z para toda z, implica que w = 27n para algin
entero n.

d) cos(z + w) = cosz para toda z, implica que w = 27n para algin

entero n.

Solucién.
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a) Utilizando la identidad trigonométrica
sen(A + B) = sen A cos B + cos Asen B
se obtiene
sen(z + 2m) = sen z cos 27 + cos z sen 27

donde cos2m = 1y sen27 = 0, por lo tanto sen(z + 27) = sen z
para toda z.

b) Recordando la identidad trigonométrica
cos(A + B) = cos Acos B — sen Asen B
se obtiene
cos(z + 2m) = cos z cos 27 — sen z sen 27,

entonces cos(z + 2m) = cos z para toda z.

c) Como sen(z + w) = senzcosw + coszsenw = senz, entonces
coszsenw = 0y cosw = 1, por lo tanto w = 27n, donde n € Z.

d) Como cos(z + w) = coszcosw — senzsenw = COSz, entonces
sen zsenw = 0y cosw = 1, por lo tanto w = 27n para todo n € Z.

16. Demuestre que logz =0 si z = 1, usando la rama —7 < arg(z) < 7.

Solucién. Se tiene que
log z = log |z| + targ(z) = log1 40 =0

por lo tanto log z = 0.

17. Muestre que sen z transforma la banda A = {z | — 7 < Re 2z < 7} sobre
B=C\{z|Imz=0y|Rez| > 1}.

Solucion. Sea z = = + 1y, entonces sen z = sen x cosh y + ¢ senh y cos .
Sea C' = {z | Rez = 7}, por lo que en C se tiene que sen z = cosh y, por
lo tanto, el conjunto C' es enviado al conjunto {z | Rez > 1,y = 0}.

De la misma manera, sea D = {z | Rez = —7}, por lo que en D se tiene
que sen z = — cosh y, por lo tanto, el conjunto D es enviado al conjunto
{z | Rez < -1,y = 0}.
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1.4.

Luego, la frontera de A bajo sen z se transforma en la frontera de B. De
la misma manera, se puede ver que el eje imaginario se transforma en el
eje imaginario.

Ahora, cualquier recta paralela al eje y se transforma en una hipérbola.
Para ver esto, considere la recta z = zy + iy donde xy € (—%, g) luego
sen z = sen xg cosh y 4 ¢ senh y cos vy = u + v, satisface la ecuacién

u? v?

=1

sen?xy  cos?xg

Como el conjunto B se puede descomponer en este tipo de hipérbolas, se
termina la demostracién.

Funciones continuas

Los conceptos topoldgicos en el plano complejo son los mismos que los del plano
real. Asi mismo, los conceptos de limite, continuidad y convergencia de sucesiones
son los mismos que los del calculo real.

Aqui presentamos problemas acerca de estas nociones, pero en los nimeros com-

plejos

. Al final se pide considerar una métrica en la esfera de Riemann, es decir,

C=CUo0.

a) Para cualesquiera dos ndmeros complejos z1 y 25, muestre que
]Re(zl) — Re(22>’ S ’Zl — ZQ| S |Re(21) — Re(22>’ + “m(21> — Im(22)|

b) Si f(z) = u(x,y) + iv(x,y), demuestre que

lim f(z) = lm w(z,y)+i Um oz, y)

Z—20 x—>x0,y—>y0 x—>x0,y—>y0
existe si ambos limites en el lado derecho de la ecuacién existen.
Reciprocamente, si el limite de la izquierda existe, demuestre que
ambos limites de la derecha también existen y que la igualdad se
cumple. Demuestre que f(z) es continua si u y v lo son.

Solucién.
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a)

Se tiene que si w € C, entonces |Re(w)| < |w|, [Im(w) < |w|y
|w| < |Re(w)| + [Im(w)]|. Sea w = z; — 23, entonces

|Re(z1 — 29)| < |21 — 22| < |Re(z1 — 22)| + [Im(21 — 22)]-
Por lo tanto,
|Re(z1) —Re(22)| < |21 — 22| < |Re(z1) —Re(z2)|+]|Im(z1) —Im(22)|.
Primero suponga que

lim  u(z,y) =wug y lim  wv(z,y) = v,
T—20,Y—Yo Z—=%0,Y—Yo

entonces para cada € > 0 existen §; > 0y 9o > 0 tales que

€
’U(Q?,y) - U()’ < 5 v<xay) € D§1(ZO)

€
|U(1}’y) - U0| < 5 v<xay) € D§2(ZO)7

donde Dy, (z9) = {2z € C | |z— 20|} < J;. Sea § = min (d1, 2), enton-
ces las dos desigualdades se satisfacen para toda z tal que z € Ds(2o).
Sea wy = ug + vy, entonces usando la desigualdad del tridngulo

|f(2) —wo| = [u(x,y) —uo+i(v(z,y) —vo)|
< u(z,y) — uol + [v(z,y) — ol
< S4f-e
2 2

para todo z € Ds(z). Por lo tanto, lim,_,,, f(z) existe y es wy.

Ahora suponga que lim,_,,, f(z) = wq. Entonces se tiene que V € >
0,39 > 0 tal que |f(z) — wo| < € para toda z € Ds(z0). Ya que

|u(@,y) = uo| = [Re(f(2) —wo)| <f(2) — wyl

[v(@,y) —vol = |Im(f(2) —wo)| < |f(2) — wo,
entonces
lu(z,y) —ugl <€ V(x,y) € Ds(z0)

[v(z,y) —vo| <€ V(z,y) € Ds(20)-
Por lo tanto,

lim  wu(z,y) vy Iim  v(z,y)

T—X0,Y—Yo T—T0,Y—Yo

existen y son iguales a ug y vy, respectivamente.



40

Funciones Analiticas

. Si zp € C, demuestre que el conjunto {2} es cerrado.

Solucion. Mostrar que el conjunto {2} es cerrado es lo mismo que mostrar
que su complemento es abierto, es decir, A = C\{2} es abierto. Sea z € A
y sea 0 = 1|z — 2|, entonces z, no puede estar en D(z,4). Por lo que
D(z,8) C A, de donde A es abierto y por lo tanto {2} es cerrado.

. Use el hecho de que una funcién es continua si y sélo si la imagen inversa

de todo conjunto abierto es abierta, para demostrar que la composicién de
dos funciones es continua.

Solucién. Sean f: A — By g: B — C funciones continuas, se tiene que
mostrar que gof : A — C'es continua. Sea V' C C un subconjunto abierto,
se debe ver que (go f)7*(V) es abierto en A. Se tiene que (go f)~'(V) =
f71 (g7 (V)) es abierto en A ya que g~'(V') es abierto en B, por ser una
funcién continuay f=! (¢71(V)) es abierto en A ya que f es continua. Por
lo tanto g o f es continua.

. Muestre que f(z) = |z| es continua.

Solucién. Sea zy € C y sea € > 0, se tiene que mostrar que existe § > 0
tal que si |z — 2| < d implica que |f(z) — f(20)] < €.

Se tiene que |f(2) — f(20)] = ||z] — |20]| < |z — 20| < 6, por lo que se
puede tomar § = €. Por lo tanto, lim,_,,, f(2) = f(20), de donde f es
continua.

. Demuestre o dé un ejemplo si es falso: Si lim, ., f(2) = a, h estd definida

en los puntos f(z), lim,_, h(w) = ¢, entonces lim, ., h(f(2)) = c.

Solucion. Dada € > 0 se tiene que existe 0; > 0, tal que si |w — a|] < dy,
entonces |h(w)—c| < €. Para esta d;, existe 05 > 0, tal que si |z —z| < 02,
entonces |f(z) — a| < ¢;.

Por lo tanto, si |z — zy| < d2, entonces |f(z) — a| < J;, pero entonces
|h(f(2)) — ¢| <€, lo que demuestra el resultado.

. Sea f : C — C definida como f(0) =0y f(r[cos@ + isenf]) = send si

r > 0. Muestre que f es discontinua en 0 pero es continua en cualquier
otro punto.

Solucion. Como f(0) = 0, para ver que f es discontinua en 0, es suficiente

mostrar que lim,_, f(z) # 0. Para esto, considere z = (cos 5 +isen %),
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r > 0, es decir, puntos en el eje imaginario positivo, y haga r — 0. En-
tonces, lim, o f (r (cos 5 +isen g)) = lim, ,osen § = 1. Por lo tanto,
f no es continua en 0.

Para ver que f es continua en puntos z # 0, note que sen # es una funcién
continua en 6.

7. Para cada uno de los siguientes conjuntos, establezca si es o no abierto y
si es 0 no es cerrado.

a) A={zeC|Im(z) > 2}.

b) B={ze€C|1<|z| <2}

c) C={2€C| —1<Re(z) <2}
Solucién.

a) El conjunto A es abierto porque no contiene los puntos frontera z =
x + 21 y no es cerrado porque su complemento no es abierto ya que
contiene a los puntos frontera z = = + 21, ver figura 1.3.

Figura 1.3: Conjunto A.

b) El conjunto B es cerrado por contener todos sus puntos frontera,
luego B no es abierto, ver figura 1.4.

c¢) El conjunto C' no es ni abierto, ni cerrado porque la frontera izquierda
del conjunto no esta contenida pero la frontera derecha si, ver figura
1.5.
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2| <2
2] > 1

Figura 1.4: Conjunto B.

Figura 1.5: Conjunto C.

8. Para cada uno de los siguientes conjuntos establezca si es o no conexo y
si es 0 no compacto.

a) A={ze€C|1<Re(z) <2}
b) B={2zeC|2<|z| <3}
c) C={z€Cl|z]| <by|Im(z)| > 1}.

Solucién.

a) El conjunto no es compacto porque no es cerrado ni acotado. Es
conexo, por ser conexo por trayectorias, ver figura 1.6.
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Figura 1.6: Conjunto A.

b) El conjunto es compacto, por ser cerrado y acotado y es conexo, por
ser conexo por trayectorias, ver figura 1.7.

Figura 1.7: Conjunto B.

c¢) El conjunto es compacto por ser cerrado y acotado, pero no es conexo
ya que no hay una trayectoria del punto 1+ al 1 —¢, ver figura 1.8.

9. Muestre que f: A C C — C es continua si y sélo si z,, — zg en A implica

que f(z,) — f(20)-
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10.

11.

Figura 1.8: Conjunto C.

Solucién. Suponga que f es continua en A, y sea {z,} una sucesién en A
tal que z, — 2o € A. Como f es continua en zy, dada € > 0 existe § > 0
tal que si |z — zg| < 9, entones |f(z) — f(z0)| < €. Para esta 0 > 0 existe
N €N, tal que si n > N entonces |z, — 29| < d, por la convergencia de z,
a zp. Luego, como |z, — 29| < d sin > N, entonces |f(z,) — f(20)| < €,
es decir, f(zn) = f(20).

Reciprocamente, suponga que existe 2y € A, tal que f no es continua en
2o, es decir existe € > 0, tal que para toda § > 0, existe z con |z — zo| < 0
y 1£(2) = f(z0)] > €

Para 0 = 1, existe 21 con |z; — 29| < 1 tal que |f(z1) — f(z0)| > €.

Para § = %1, exis.te 2z con |z — 2| < 3 tlal que | f(22) — f(z0)| > €.

Para § = 3, existe 23 con |23 — 2| < 3 tal que |f(z3) — f(20)] > € ¥y
asi sucesivamente. Por lo tanto se ha encontrado una sucesién {z,} tal

que z, — 2o pero f(zn) e f(ZO)

Muestre que la interseccién de cualquier coleccién finita de subconjuntos
abiertos en C es abierta.

Solucion. Sea { Ay, A, . .., A, } una coleccién finita de subconjuntos abier-
tos, por demostrar que A = (), A; es abierto.

Sea z € A, entonces existen discos abiertos N; con centros en z y radios ¢;,
tal que N; C A; para toda i =1,2,...,n. Haga ¢ = min{ey, €9,...,6,},
y sea N el disco con centro en z y radio €, entonces N C A; para toda
1=1,2,...,n, luego N C A, por lo tanto A es abierto.

Demuestre que si f es una funcién continua en un conjunto abierto A
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12.

en C y h es continua en f(A), entonces la funcién composicién (h o
f)(z) = h(f(2)) es continua en A, usando que si lim,_,,, f(z) =ayh
es una funcién definida en una vecindad de a y continua en a, entonces

ltm, ., h(f(2)) = h(a).

Solucién. Para mostrar que ho f : A — C es continua en A, basta probar
que h o f es continua en cada punto de A.

Sea zy € A, luego como f es continua en A, se tiene que lim,_,,, f(2) =
f(20). Como h es continua en f(A), loesen f(z), luego lim,_,,, h(f(z)) =
h(f(20)), por lo tanto h o f es continua en z.

Defina la métrica Cordal p en C haciendo p(z, ) = d(2},2,) donde
Z1 Yy z4 son los puntos correspondientes en la esfera de Riemann y d es la
distancia usual entre puntos de R3.

a) Muestre que z, — z en C si y sélo si p(z,,z) — 0.

b) Muestre que z, — oo en C siy sélo si p(z,,00) — 0.

c) Si f(z) = ij:g y ad — bc # 0, muestre que f es continua en co.

Solucién. Recuerde que si z =z + iy € C, el punto correspondiente en la

: /o4 o 2z 2y |z%-1
esfera de Riemman 2z’ tiene coordenadas 2’ = <‘Z‘2+1, B P ) A la

funcién z +— 2’ se le conoce como la proyeccién estereografica.

a) El hecho de que z, — z en C es equivalente a tener que |z,| — |z|,
Re z, =& Re zeIm 2z, — Im 2. Note que

plzn,2) = d(z,,7)
2 Re z, 2 Re z 2+ 21m z, 21m 2 \?
lzo?+1 |22+ 1 |z 2+ 1 |22 +1
1
. w2 =1 2= 1\
[zn?+1 2P+ 1

de donde p(z,,2) — 0 siy sdlo si z, — z.

b) El punto oo en C corresponde a N = (0,0,1), ademds z, — oo es
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equivalente a |z,| — oo, luego

p(zn,00) = d(z, N)

n?

2 Re z, 2+ 21Im z, 2
|z]? + 1 |z]? + 1

1
4 |2n]* = 1 — |z,* — 1 i
|2n|? + 1

luego, p(z,,00) — 0 cuando |z,| — oo. Por lo que z, — oo si y sélo
si p(zp,00) — 0.

c) f(z) = Zjis ad —be # 0, f : C — C. Para ver que es continua
en 0o, se tiene que ver que lim, ., f(z) = f(00). Pero si definimos

f(oo) = ¢, es claro que lim,_, f(2) = f(o0).

1.5. Funciones analiticas

Una vez que hemos estudiado la nocién de continuidad para funciones complejas,
el siguiente paso natural es definir el concepto de la derivada compleja.

Definiciéon 1.5.1 Sea f : A — C, donde A C C es un conjunto abierto.
Entonces se dice que [ es diferenciable (en el sentido complejo) en zy € A si

o T) (o)

2—20 Z— 2
existe. Este limite se denota por f'(zy) o por df /dz(zy). Se dice que f es analitica
en A si f es compleja-diferenciable en cada z, € A.

La diferencia mas importante entre las funciones diferenciables en el sentido real y
las complejo-diferenciables, radica en que estas dltimas satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann.

Teorema 1.5.2 (Cauchy-Riemann) Sea f : A — C, donde A C C es un
conjunto abierto con f = u—+iv. Entonces f'(zy) existe si y sélo si f es diferen-
ciable en el sentido de las variables reales, y en (xq,y0) = 2o las funciones u, v

satisfacen
ou Ov ou ov

ox 3y ¥ o
(llamadas las ecuaciones de Cauchy-Riemann).
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Observacion 1.5.3 (i) Usando el teorema anterior, la derivada de una fun-
cion analitica se puede expresar como

f’(z()):a—uﬂ‘@—g yf'(zo):al_i@_}__ﬁ.

dr O Oz dy dy i Oy
(ii) A una funcién analitica en todo el plano complejo se le llama funcién
entera.

Un teorema bdsico del analisis real es el teorema de la funcién inversa. Aqui enun-
ciamos la contraparte compleja.

Teorema 1.5.4 (Funcién Inversa) Sea f : A — C, analitica donde A C C es
un conjunto abierto, con f' continua y tal que f'(zy) # 0. Entonces existe una
vecindad U de zy y una vecindad V' de f(zy) tal que f : U — V es una biyeccién
y su funcidn inversa f~' es analitica con derivada dada por

-1 = L onde w = f(z

Las partes real e imaginaria de una funcién analitica f = u+ iv, deben satisfacer
las ecuaciones de Cauchy-Riemann. La manipulaciéon de estas ecuaciones nos
llevan a otra propiedad importante que deben satisfacer estas funciones u y v.

Definicion 1.5.5 Una funcién dos veces continuamente diferenciable v : A —
R definida en un conjunto abierto A, es llamada arménica si

d*u N d*u
ox?  Oy?
Luego, si f = u + iv es analitica, entonces u, v son armonicas, y de hecho
decimos que u y v son conjugadas armonicas.

Viu = 0.

Observacion 1.5.6 La funcion f(z) = 2" es analitica en todo C. Para ver esto,
se tiene que determinar si el limite siguiente existe, para cualquier zy € C,

-1 n—2 n—1
L, 2t =z , z—z2)(Z" T+ 2"+ -+ 2
lim =% = lim ( I o)
z=20 2 — 2 220 Z = 20
. -1 -2 -1 -1
= lmG"" 42" 2+ +25 ) =nz .

Z—20

Por lo tanto, la funcién f(z) = z" es analitica en cualquier zy, con derivada
f'(z0) = nzi'. Luego, todo polinomio también es una funcion analitica.
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A continuacién presentamos una serie de problemas acerca de los temas descritos
en esta seccidn, todos ellos relacionados con la definicién de analiticidad de las
funciones complejas.

1. Determine los conjuntos en los cuales las siguientes funciones son analiticas
y calcule sus derivadas:
a) 322+ 7z +5.
b) (2z + 3)%
3z —1
c :
) 3—z

Solucion.
a) f(z) =322+7z+5 es analitica en todo C ya que f es un polinomio,
ademds f'(z) =6z +T.
b) f(z) = (22 + 3)? es un polinomio, entonces es analitica en todo C y
f(z) =4(22 4+ 3).
) f(z) = =} es analitica en A= {z € C | z # 3}, la derivada es
f/

_ (3=2)3-(Bz—1)(=1) _ 9-32+432—1 _ 8
(Z) - (3—2)2 - (3;:)2 T (3=2)2"

2. Para 7 : [a,b] — C diferenciable y f : A — C analitica, con ([a,b]) C A,
pruebe que o = f o~y es diferenciable con o’(t) = f'(v(¢))7/(¢).
Solucion. Se mostrara la diferenciabilidad de o en ¢y € [a, b]. Sea zo = y(to)
y para z € A defina

fZ)=f(z0) _ 1
oy = { g ) 22

0 , 2= 29.

Como f’(zy) existe, entonces h es continua. Por la continuidad de la com-
posicion de funciones continuas, se tiene que

lim h o v(t) = h(zy) = 0.

t—to

De la definicién de h y haciendo z = 7(t), se obtiene que fovy(t)— f(z0) =
[ (v(8)) + J'(20)] (7(t) = 20), atin si 7(t) = 2.
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Para t # t, se tiene que

fon(t) = fon(t)
t—t

1(t) =1 (to)
t— 1o

= [h(v(t)) + f'(20)] -

Cuando ¢t — tg, el lado derecho de la ecuacién tiende a (0 + f(20)) -

7' (to) = f (7(t0)) - 7' (to)-

3. Estudie el comportamiento infinitesimal de las siguientes funciones en los
puntos indicados:

a) f(z) =2z+5, zy=5+6i.
b) f(z) =z +4z, 2 =1.
Q) fl2) = —— =i

z—1

Solucién. En este problema se utilizara el teorema de la transformacién
conforme: Si f : A — C es analitica y si f'(z9) # 0, entonces f es
conforme en zy con 0 = arg f'(20) y r = | f'(20)].

Esencialmente, el resultado sefiala que en los puntos donde la derivada de
una funcién analitica no se anula, la funcién preserva dngulos entre curvas
que se intersectan en esos puntos, para mas detalles ver [6].

a) Al calcular f'(2) en 2y, se obtiene f'(z9) =2 # 0. Asi f rota local-
mente con angulo 0 = arg(2) y multiplica longitudes por 2 = | f'(z)|.
Si v es cualquier curva que pasa a través de 2z = 5 + 61, la curva

imagen tendrd, en f(zy) su vector tangente multiplicado por un factor
2.

b) Se calcula f/(z) = 423 + 4, entonces f'(29) =4 — 4i # 0. Asi f rota
localmente con dngulo —7 = arg(4 — 4i) y multiplica longitudes por
44/2 = |f'(20)]. Si 7 es cualquier curva que pasa a través de 2y = 4,
la curva imagen tendrd en f(z), su vector tangente rotado por —7
y alargado por un factor 41/2.

c) Sg calcula f'(z) = ﬁ entonces f(z9) = f(i) = ﬁ == =
=+ # 0. Asi f rota localmente con dngulo 37” = arg(5") y multiplica
longitudes por % = |f'(z0)|. Si 7y es cualquier curva que pasa a través
de zp = 1, la curva imagen tendrd en f(zg), su vector tangente rotado
por 2% grados y alargado por un factor 3.
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4. Use el teorema de la funcién inversa para mostrar que si f : A — C es

analitica y f/(z) # 0 para todo z € A, entonces f transforma conjuntos
abiertos de A en conjuntos abiertos.

Solucion. Sea U C A abierto, se tiene que mostrar que f(U) es abierto. Sea
wo € f(U), es decir, existe zg € U tal que f(z) = wy. Como f'(z) # 0,
por el teorema de la funcién inversa, existen U;, V; abiertos con zy € Uj,
f(z) € Viy f: U — Vj biyectiva. Sea h : V; — U; la inversa de f.
Como 2y € U y U es abierto, existe un disco abierto D con centro en z
tal que zg € D C U, luego W = D N U, es un abierto que contiene a z
y W C Uy, de donde f(W) C V1N f(U), ademds wy = f(z0) € f(W)y
F(W) =h=1(W). Note que h es analitica, por lo que es continua y como
W es abierto, h~'(WW) es un abierto que contiene a wy y estd contenido
en f(U), por lo tanto f(WW) es una vecindad abierta de wy en f(U), lo
cual muestra que f(U) es abierto.

. Demuestre que f(z) = |z| no es analitica.

Solucion. Suponga que f es analitica, entonces debe cumplir con las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann. Para z = =+ iy, se tiene que |z| = /22 + 92,

entonces
ou = ou gy

or 2" oy |4
ov ov
8_:16_0’ 8_y_07

por lo que

Ox Oyy(?y or’

Por lo tanto, f no es analitica.

. Realice cuidadosamente los cdlculos para mostrar que las ecuaciones de

Cauchy-Riemann, en términos de coordenadas polares, son

ou 10v Ov 10u

or o0 o rob
por medio del siguiente procedimiento. Sea f definida en el conjunto
abierto A C C (esto es, f : A € C — C) y suponga que f(z) =
u(z) +iv(z). Sea T : [0,27] x RT — R? donde RT™ = {z e R | x > 0},



1.5 Funciones analiticas 51

dada por T'(0) = (rcosf@,rsenf). Asi T es uno a uno y sobre en el
conjunto R?\ {(z,0) | > 0}. Definase u(0,r) = u(rcosf,rsend) y
v(0,7) = v(rcosf,rsenf). Demuestre que:

a) T es continuamente diferenciable y tiene una inversa continuamente
diferenciable.

b) f es analitica en A\{z + iy | y = 0,2 > 0} si y sblo si (u,?v) :
T~1(A) — R? es diferenciable y

ou_1o o _ 1o
or  rod or  rob
en T71(A).
Solucidn.

a) LafunciénT : (0,27)xR*T — R? estd dada por T'(, ) = (rcos,rsen ),
entonces la matriz derivada de 7" es

7 ( —rsenf cos )

rcosf send

Luego, el determinante de [T”] es —rsen® —r cos® = —r # 0. Por
lo tanto, [T"] es invertible y por el teorema de la funcién inversa, T" es
continuamente diferenciable con inversa continuamente diferenciable.
b) La funcién f: A\ {z+iy |y = 0,2 > 0} — R es analitica si y sélo

si 4,0 : T7*(A) — R son diferenciables (con f = 4+ 0 y si 4,0
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en T71(A),

ou B 100 00 B 10u

or  rod or  rob
lo cual se muestra a continuacion.
Puesto que x = rcosf y y = rsenf, la regla de la cadena implica

que
@—COSQ@—FSGDQ@ @——rsen9@+rc0898—u
ar Yo ay 7 o0 Bz By

ou Ou  senf Ou ou ou cosfou
— — =senf— +

B o r a8 7 ay o 00
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Similarmente,

ov Ov  senf Ov ov Ov  cosf v
R R B VR
y asi, las ecuaciones de Cauchy-Riemann resultan
cos 9@_sen0@_ 0@ COSH@
or r 00 or r 00
Y senﬁ@ cos@@ B 0@ SGHQ@.
or r 00 or r 00
Si se multiplica la primera ecuacién por cosf y la segunda por sen 6

y se suman, se obtiene que Qu 18” . Similarmente, _” — _10u
or or r 00

7. Defina los S|mbo|os y a* como

of of  19f of of 10f
9z (aﬁza—y)y% (a—;a—y)-

— 9f

Demuestre que si f es analitica, entonces f' = 27.

)

b) Si f(z) = z, demuestre que af =1y 5% af = 0.
) Si f(z) = z, demuestre que 3 af =0 y af = 1.
)

producto y multiplicacién por escalar para las derivadas.

s N M _ "
e) Demuestre que la expresion Y ' (>~ o Gnn2"Z™ es una funcién
analitica de z si y sélo si a,,, = 0 siempre que m # 0.

Solucién.

a) Como f es analitica en A entonces f’(z) existe, luego

, ou Ov Of , dv  ou 1 Of
Fla) =g tig=o-y fl2) = oy oy iy (1.3)
Sustituya (1.3) en %, para obtener
of 1 [/of 10f
e _<8_m+28y>
1 1
= S IR = 276 = ),

r __ Of
por lo tanto, f' = 5~
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b) Sea f(z) = z = x + iy, usando el inciso a) se tiene %(z) =
T+ =1yZ=5i(1-4)=0.
c) Sea f(z) = z = x — iy, usando el inciso a) se tiene %(2)
li-Y)=0y%(x)=1(1+%) =1
d) Se tiene que
of+g) _ L (of+g)  10(f+g)
0z 2 ox 1 Oy
_L]of [ 99 1 [Oof Oy
2 [033+09: i <8y+8y
L(0F 107\ 1 (0 10
2 \0r 0y 2 \0x 10y
af | 9y
0z + 0z
Por lo tanto, se cumple la regla de suma w = % + %.
Andlogamente,
of-9) _ L(of-9) 10/ 9g)
0z 2 ox i Oy
1 ]of dg 1 rof  9g
2 [aa;ng &xfjL i <8yg+ 8yf
1 /of 10f 1 (g 10g
2 (03:9 i@yg) * 2 <0xf+ i@yf
_of 0
B 8zg+8zf'
Por lo tanto, se cumple la regla del producto % = %g + %f.
Sea c € C, entonces
ocs) _ 1 (0l 10(eh)\ _1 (05 cof
0z 2\ ox i Oy ) 2\ 0xr idy
c(of 105\ _ o1
2\0x iody) 0z
ef) _

Por lo tanto, se cumple la regla de la multiplicacién por escalar

af
o

0z
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e)

b)

_ N M _ » .
Sea H(2,2) =) _o 2 meo @nm2"Z™ una funcién analitica, entonces

OH _ x
%= = 0 por ser analitica. Luego,

Sl

N M N oMo

g E Apm 22" = g E — A 22
0z

n=0 m=0

Asi,

N
Z(CLnOZn'0'2_1+an12n20—|—an22n~2.21_|_...) :0’

n=0

por lo tanto, a,,, = 0 para todo m # 0.
Ahora, suponga que a,,,, = 0 para todo m # 0, entonces

N M N
E A2 2" = E no2",
n=0 m=0 n=0

de donde es analitica.

Sea f(z) = u(z,y) + iv(z,y) una funcidn analitica en un conjun-
to conexo A. Si au(z,y) + bv(z,y) = c en A, donde a, b, ¢ son
constantes reales no todas 0, demuestre que f es constante en A.

i El resultado obtenido en a) es aln vélido si a, b, ¢ son constantes
complejas?

Solucién.

a)

En la ecuacién au(x, y)+bv(z,y) = ¢, no es posible tener a = b = 0,
ya que en este caso ¢ = 0, lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto,



1.5 Funciones analiticas 55

b)

se puede suponer que a? + b* # 0. Derivando con respecto a x y con
respecto a vy, obtenemos
ou ov ou v
a—+b—=0, a—+b— =0.
9y Oy
Usando las ecuaciones de Cauchy-Riemann, obtenemos el sistema de
ecuaciones

ou ov

bl S
a@x * or 0

ou ov
b% — aaix = 0

con incégnitas %, % y constantes a, b.

El sistema se puede escribir como

(i 5 (E)-

La matriz ( “ ) tiene determinante —(a® + b?) # 0, por lo

b
b —a
que el sistema tiene una tnica solucién % = g—; = 0. Por lo tanto
= % + % =0, y como A es conexo, se tiene que f es constante
en A.

El resultado es valido si a, b, c son complejos, ya que siguen siendo
constante.

9. Sea f(2) = i siz#0y f(0) =0.

Muestre que I 1o tiene limite cuando z — 0.

Siu =Refywv =Imf, muestre que u(x,0) = z, v(0,y) =y, u(0,y) =
v(x,0) =0.

Concluya que las parciales de u y v existen, y que las ecuaciones de
Cauchy-Riemann se satisfacen, pero que f’(0) no existe. ; Contradice
esta conclusién el teorema de Cauchy-Riemann?

Repita el ejercicio (c), haciendo f = 1 en los ejes z y y, y 0 en
cualquier otro lado.

Repita el ejercicio (¢) haciendo f(z) = /|zy|.
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Solucién.

a)

Note primero que |z|* = (|2[2)” = (2 - 2)? = 22 - 22, luego
f(z) 2° 22
s = A=t para z # 0.
Si z = x, tenemos que @ = ;5 =1, por lo que h’mx_ﬂ)@ = 1.
(=) ?(144)* 20 _

= —1 por lo que

Si z = x + ix, se tiene que

14,0 72 = —1. Por lo tanto,

22(1-9)2 — -2
) 1o tiene limite cuando z — 0.

z

Del hecho que f(z) = ;—2 es facil ver que si f = u + 7v, entonces

f(2,0) = & = x por lo que u(z,0) = z, v(z,0) = 0y f(0,y) =

‘_2323 =iy, luego u(0,y) = 0, v(0,y) = y.
Como h’mz_m@ = h’mz_ﬂ)%g(o) no existe, entonces f’(0) no
existe.
Ahora,
ou o u(h,0) =u(0,0) .. h
A L R A LT
Ju . u(0,h) —u(0,0)
g, 00 = Jim h 0
v . v(h,0) =v(0,0)
oz 00 = Jim h =0
ov . v(0,h) =v(0,0) . h
T R A L T A

Por lo tanto, 24(0,0) = g—Z(0,0), g—Z(0,0) = —2(0,0). Esto no
contradice el teorema de Cauchy-Riemann ya que es posible ver que
las parciales de u y v no son continuas en 0.

1 st xzy=0 B B
Sea f(x,y) = { 0 si ay#£0 de donde f(0,0) = 1. Sea f =
u+ 1v, en este caso u(z,0) = u(0,y) =1, v(x,0) = v(0,y) = 0 por

lo que §£(0,0) = §%(0,0) = 0, 3%(0,0) = —5£(0,0) = 0, pero

o S = FO) L f() -1
z—0 z z—0 z

no existe pues si z = (z,0) — O el limitees Oy si z = (z +iz) — 0
el limite no existe.
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0 si 2y =20
e) Note que f(z) = /|zy| = { \/@ i xz%O por lo que es

similar a los casos anteriores.

10. Sea f una funcién analitica en un conjunto abierto conexo A y suponga
que f""1(z) (la derivada n + 1) existe y es 0 en A. Muestre que f es un
polinomio de grado n.

Solucién. Use repetidamente el hecho de que si f : A — C es analitica,
donde A es abierto y conexo, con f’(z) = 0, entonces f es constante en
A. Sea g,(z) = f™M(z), entonces por hipétesis ¢/,(z) = f"(z) = 0 en
A, luego g,(z) es una constante c,, es decir g,(z) = f™(2) = ¢, en A.

Sea gn_1(2) = f" Y (2) — c,z, entonces ¢/, (z) = f(2) —c, =0, de
donde g,_1(2) = c,_1 en A, es decir, g,_1(2) = f®V(2) = cpz = cp_y.
Sea gna(2) = ["7P(2) — G 2° — cuo12, entonces g, o(z) = [V (2) —
Cnz — €1 = 0 de donde g, 2(2) = ¢,_o en A, es decir, g, 2(z) =
f=2) () — %22 — Cp_12 = Cp_9.

Ahora es claro que continuando de manera similar, se obtiene que
-1
f(2) =an2" +an_12""" + -+ a1z + ao,
para constantes complejas ag, @1, - .., Qy.

11. Verifique directamente que las partes real e imaginaria de f(z) = 2% son

armonicas.
Solucion. Sea f(x,y) = u(z,y)+iv(z,y)y z = x+iy por lo que u(x,y) =
ot — 62%y? + y' y v(z,y) = 423y — 4wy3. Entonces,

ou 5 , 0%u ) )
ou 0%u
T = —122% 4+ 43, —— = —122% + 1202
ov 0%v
— =122% — 4P, =24
o Y-y o5 xy;
15} 0?
P g — 12092, LY = —24ay
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2, = Pu y Pu _ 2y = v 4 v _
PorIotanto,Vu—ax2+ay2—Oyvv—ax2+ay2_0'

12. ;En qué conjuntos son armdnicas cada una de las siguientes funciones?

a) u(x,y) zlm(z + %)

Solucién.

a) Como u(z,y) = Im (2 + 1) entonces es armdnica donde z + . sea
analitica, esto es en C\ {0}.
b) La funcién u(z,y) = 177 ©s la parte imaginaria de la funcién
f(2) = 1= ya que si z = x + iy, entonces
I 1 B 1 l—z+wy 1-z+ay
l—2z 1—-z—diy l—az—iy l—a+iy (zx—1)2+y2

Por lo tanto, u(z,y) es arménica en C \ {1} que es donde f es
analitica.

13. Si u es arménica, demuestre que, en términos de coordenadas polares,

0%u ou  0%u

2 _— =
T T T =0

Solucién. Dado que u es arménica, existe v su conjugada armdnica, por lo
que u, v satisfaen las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Por el problema (6)
de esta seccidn, la forma polar de las ecuaciones de Cauchy-Riemann es

ou 10v Ov 10u

ar o0 o rob
Luego,

Pu_ 0 (ow)_ 0 (100
orz  or\or) or\ros

_1ov 1%
r200  rorod’
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14.

15.

por lo tanto,
, 0%u v 0*v

“orr = o0 Toro0

De manera similar se tiene que

Pu _ 0 (0w _o( o
002 00 \00) 06 or

. 0%v
- Togor
Finalmente, como r% = %, entonces
2@4_ @4_@—_@4_ azv _|_@_ 82U —0
"o " or "o~ a6 "oroe Toa ogor

donde se ha usado el hecho de que las parciales mixtas de v son iguales ya
que v es continuamente diferenciable.

Muestre que u(x,y) = z° — 3xy? es arménica en C y encuentre una
arménica conjugada v tal que v(0,0) = 2.

Solucion. Para demostrar que u es armoénica se tiene que ver que el Lapla-
ciano de u es cero. Como u(x,y) = x* — 3zy? entonces
0%u ou 0u

a2 0 gy =T 5 =

—6x.
oy v

- =3 2_32
o T v,

Por lo tanto V?u = % + giyg = 6x — 6z = 0. Se puede observar que
u(x,y) = 2332y es la parte real de 23+2i, asi que v(x,y) = 32%y—y3+2
es la conjugada arménica buscada.

Considere la funcién f(z) = % Dibuje los contornos de u = Ref = cte y
v = Im = cte. {Cémo se intersectan?

Solucion. Sea z = x + iy, entonces f(z) = % = xiiy = mgin — mgifr’yz,
luego
u(z) =Re (f(2) = 5. v(z) =Im (f(2)) = ——5~—.
e+ Yy ety

Sic=0, u(z) = 0 implica que x = 0, es decir, todo el eje imaginario tiene
parte real cero bajo f. De la misma manera, v(z) = 0, implica que y = 0,
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N
4 1
3 \
- \' } >
/ \ \ /
/ N 7
\ ® l
\ /
N 7

TXim (f(z) = ¢

Figura 1.9: Curvas de nivel de f(z) = 1.

es decir, todo el eje real. Por lo tanto, las curvas u(z) =0y v(z) = 0 son
ortogonales.

Sea ¢ # 0. u(z) = ¢, es equivalente a c(z? + y?) = x, lo cual podemos

i y , 2
escribir como xz—l—yz—% = 0, que es la ecuacién de un circulo, (x — i) +

2 L 1 o L
y“ = £z, con centro en (26,0) y radio Tk

De la misma manera, se puede ver que la curva v(z) = c es el circulo
2 1\2 _ 1 _ —
2+ (y+ )" = 35, por lo que nuevamente u(z) = ¢y v(z) = ¢ son
ortogonales.

Diferenciacion de las funciones elementales

En esta seccidn presentamos una serie de problema acerca de la diferenciacién
de las funciones elementales estudiadas en la seccion 1.3.

1. Calcule la derivada y dé la regién apropiada de analiticidad para cada una

de las siguientes funciones:
32
log(z + 1)

a
b

(9]

N N N N

Q
S‘\L
ol L
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e) V/z.
Solucion.

a) Para cualquier eleccién de una rama para el logaritmo, la funcién
z — a® es entera y tiene derivada z — (loga)a®. Entonces 3% es
analitica en C y la derivada en z es 3%log 3.

b) Como la funcién z — z+1 es analitica en todo C, y log w es analitica
en
C\{w € C | Im(w) = 0,Re(w) < 0},

entonces log(z + 1) es analitica en
C\{z€C|Im(z) =0,Re(z) < —1}.
La derivada es -

z+1"
c) Sea 2! = e(1T)1og= entonces es analitica en

C\{z € C|Im(z) =0,Re(z) <0}
y la derivada es 2! (114) = (1 +4)z".
d) Sea \/zZ = e2'°82, entonces es analitica en
C\{z € C|Im(z) =0,Re(z) <0}

1
2z

1 L
e) Sea /2 = e31°5% entonces es analitica en

y la derivada es

C\{z€C|Im(z) =0,Re(z) <0}

la derivada es ——.
y 3Vz2

2. Determine si existen los siguientes limites complejos y encuentre sus valo-
res, cuando corresponda.

log z
lim,_,; ——.
a) lim, ,; o
z—1
b) lim,_,,

z—1
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Solucién.

a)

lzoff = lim,_; % =1, pues el limite es la derivada

de la funcién log z en el punto zy = 1, en la rama principal.

b) Sea z — 1 a Io Iargo del eje y, entonces z = 1 —|—zy y z =1—1y,
i

asf que lim,_,; =7 = lim,_,o ﬁ hmy_>0 = —1.

Sea z — 1 a Io Iargo del ejex entonces z = x+i0 =zxryzZ=
r—i0 = x, asi que lim, _,; 2= = lim,,; £ = 1. Por lo tanto el limite

no existe.

3. Resuelva la ecuacién sen z = w, muestre cémo escoger un dominio y de
esta manera cémo escoger una rama particular de sen™! z, de modo que
sea analitica en el dominio. De la derivada en esta rama de sen™" 2.
Solucion. Se desea resolver la ecuacién w = senz = < , de donde
e?” — 1 = 2jwe'*. Haciendo €** = u, se obtiene u? — 21wu - 1 = 0, por
lo que resolviendo para u se obtiene que u = iw £ +/—w? + 1. Entonces,
e = jw £ /1 — w?, por lo que hay dos soluciones para z, dependiendo
la rama de log que se eliga. Si se elige una de ellas, se tiene que z =

—ilog(iw + /1 — w?) es solucién de la ecuacién.

En esta rama de log que se ha elegido, se tiene que sen™! 2 = —ilog(iz +
V1 — 22). Por lo tanto, la derivada de esta rama de sen™! z es

—1iz

—1 ) z 1
—_— || = ——.
iz+\/1—22( \/1—z2> V1—22

4. Sean u(x,y)y v(z,y) funciones con valores reales definidas en un conjunto
abierto A C R? = C y suponga que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en A. Demuestre que

Ul(l’,y) = {u(xvy)]Q - [U(x7y>]2 y Ul(x7y> = 2u(x,y)v(:v,y)

us(z,y) = @Y cosv(z,y) y vax,y) = @Y senwv(z,y)

satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en A. jPuede usted hacer
esto sin realizar ninglin calculo?

Solucidn. Se tiene
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S0 — 2u(x,y) 9t — 2v(z,y) % 92 = 2u(z,y)5 + 2v(z,y) 5
ou ou ov ov ov ou
Como u(x,y) y v(z,y) cumplen que % = g—z y g—z = _%' entonces
ovy ou ov  Ou
— =2U=— — 20— = —
dy ox or  Ox
ov ou ov ou ov ou
L= ou— 4 20— = — [ 2u=— — 20— | = -,
ox dy dy y dy dy
Por lo tanto, si satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
Ahora,
% = —e“senvg—g—i-e“cosv% % :e“cosv% +e“senv%
Jua __ u ou u v Ovs __ u v u ou
a—;——e Senva—y+e CosV g, 8—;—6 cosva—y+e sen vy, .
Como u(z,y) y v(x,y) satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann, en-
tonces
0vy o eos ou o e ov  Ouy
—_— = V— — nyv— = —-,
dy ox or O
vy “ ou e v
—= = —e"cosv— +e"senv——
ox dy oy
e cos Ou e sen v O
= — Ve — v— | = ——=.
dy dy dy

Por lo tanto, si cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Note que ; — Re ((u-+i0)?) y vy = Im ((u-+i0)?). y que uz  Re (¢++*)
y vy = Im (e“T™).

5. Encuentre la regién de analiticidad y la derivada de cada una de las si-
guientes funciones:

a) f(z)=vz2-1
b) f(z) =sen/z.

Solucién.
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1 : . syt
a) Como /23 —1 = e2'8(*~1) para determinar donde es analitica, se
deben buscar que puntos del plano complejo son transformados bajo
2> — 1 en la regién

C\{z € C|Re(z) <0,Im(z) =0},

que es el dominio de analiticidad de la funcién log considerando la
rama principal; o inversamente, que puntos del plano complejo son
transformados bajo 23 — 1 en la regién

{z € C| Re(z) <0,Im(z) = 0}.

Sean 1, w, w? las raices ctbicas de la unidad. No es dificil determinar
que las tres semi-rectas, [y, I3, [3 con origen en los tres puntos ante-
riores y que pasan por el 0, son los tnicos conjuntos que se buscan,
es decir, que se transforman bajo 2 — 1 en la regién

{z € C | Re(z) <0,Im(z) = 0}.

Por 2Io tanto f es analitica en C\ (l; Uls Ul3). La derivada de f es
3z

2Vz3-1"

b) La funcién f(z) = sen /z es la composicién de la funcién sen z y de la
funcién /z. Como sen es una funcién analitica en todo C, se tiene que
f es analitica donde /= lo sea. Pero se sabe que \/z es analitica en la
misma regién donde log es analitica, al considerar la rama principal,
es decir, en la region C\ {z € C | Re () < 0,Im (z) = 0}. La
derivada de f es ﬁ cos/z.

iy 1 " -
6. Muestre que la funcién z — z» = {/z es analitica en el dominio de log z

(por ejemplo en la rama principal) y tiene derivada

Z lz( )_1.
n

S|=

Solucion. Se sabe que la funcién f(z) = {/z es la funcién inversa de g(z) =
2", y estd definida en la rama principal de log. Como ¢'(z) = nz""' # 0
en la rama principal, se tiene por el teorema de la funcién inversa, que g(z)
tiene localmente una inversa analitica. Puesto que la inversa es unica, esta
debe ser f(z).
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La derivada de g7 '(w) es ﬁ, donde g(z) = w, luego

1 1 1
/ _ _ _ = ;_1
Jlw) = nzt=l a1 n

7. Defina la rama de /1 + /2 y muestre que es analitica.
Solucion. Note que logz = log|z| + i arg z, donde —7 < arg z < 7, la
rama principal. Luego, /z = r2(slz1+7 a8 2) por |o que —T < argz <
7. es decir, la imagen de la funcién /2 estd contenida en el semi-plano
superior derecho, el cual estd contenido en la regidn analiticidad de log z.

Entonces es posible definir f(z) = \/1+ 1/z en la rama principal de log,
’ sy / . 1
aqui f es analiticay f'(2) = N
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Capitulo 2

Teorema de Cauchy

Una de las ventajas del andlisis complejo, es que estd basado en pocos pero
poderosos teoremas sencillos, de los cuales son consecuencia la mayoria de los
resultados del 4rea. Entre estos teoremas, uno de los principales es el Teorema
de Cauchy.

2.1. Integrales de contorno

Para poder estudiar el teorema de Cauchy, se necesita primero definir la integral
de contorno. Sea ay = a, ai, ..., a, = b una particién del intervalo [a,b],
decimos que una curva v : [a,b] — C es una curva suave por tramos si v es
diferenciable en cada intervalo (a;, a;41).

Definicién 2.1.1 Sea f una funcién continua definida en un conjunto abierto
A C Cysea~:la,b] = C una curva suave por tramos que satisface y([a, b]) C
A. La expresion

/7 /= / f(2)dz = Z / ) (1)t

es llamada la integral de f a lo largo de .
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Algunas veces es complicado calcular explicitamente algunas integrales, pero se
tiene un resultado que nos dice como acotar integrales de contorno. Para ello
necesitamos primero la definicion de longitud de arco de una curva.

Definicién 2.1.2 Sea v : [a,b] — C, se define la longitud de arco de ~y por

b b
1) = [ k= [ V@ yara
donde ~(t) = z(t) + iy(t).
Proposicion 2.1.3 Sea f continua en un conjunto abierto A y sea ~y una curva

C' por tramos en A. Si existe una constante M > 0 tal que |f(2)| < M para
todo punto z en -y, entonces

/f‘ < Mi(3).

A esta desigualdad se le conoce como la estimacidon estandar.

Asi como en el calculo real, también en los nimeros complejos se tiene el teo-
rema fundamental del calculo para integrales de contorno, el cual enunciamos a
continuacién.

Teorema 2.1.4 Sea v : [0,1] — C una curva suave por tramos y sea F' una
funcion definida y analitica en un conjunto abierto G' que contiene a . Entonces,

/F@@=F@®%4mm»

En particular, si v(0) = (1), entonces

/ F'(2)dz = 0.

En este sentido, se tiene un teorema acerca de la independencia de la integral
con respecto de la trayectoria.

Teorema 2.1.5 (Independencia con respecto de la trayectoria) Suponga
que f es una funcion continua en un conjunto abierto y conexo GG. Entonces las
siguientes proposiciones son equivalentes:
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(i) Las integrales son independientes de la trayectoria. Si zy y z; son dos
puntos distintos cualesquiera en GG, y 7 y 1 son trayectorias en G de z

a z1, entonces
\/70 ( ) /Yl ( )

(ii) Las integrales a lo largo de curvas cerradas son iguales a 0. Si I' es una
curva cerrada contenida en G, entonces [, f(z)dz = 0.

(iii) Existe una antiderivada (global) de f en G. Existe una funcion F' definida
y analitica en todo G tal que F'(z) = f(z) para toda z en G.

A continuacién presentamos una serie de problemas que ilustran los conceptos y
resultados anteriores.

1. Evalde las siguientes integrales:
a) fv xdz, donde 7y es la unién de los segmentos de recta que unen a 0
con 7 y luego ¢ con 2 + 4.

b) fv<’22 + 2z + 3)dz, donde 7y es el segmento de linea que une a 1 con
2+,

1 . .
c) f7 1dz, donde 7 es el circulo de radio 2 con centro en 1, recorrido
Z —_

una vez en sentido contrario a las manecillas de reloj.
Solucion.
a) Se define v : [0,3] — C como v = 7; + 72, donde
) =0+t 0<t<1, pt)=(Ct-1)+i 1<t<3

Ahora, se puede calcular la integral como sigue,

/Ma:dz:/ol (0)(i)dt = 0
/xdz:/lg(t—l)dt: E—tr:z.

Por lo tanto, f7 xdz = f% xdz + fw xdz =042 =2,
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b) Si f(z) = 2% + 2z + 3, entonces f tiene antiderivada, por lo que es
suficiente evaluar la integral en los extremos,

/7 f(2)de = o

;
= { (2+10)° + (2+14) +M2+w}—(é+1+3>
2

23+ 22 —i—3z]
1

+ 112 13

= 3 +3+4i+6+3i—§
112 11
= 47 o R
3 + 71 + 3
16+32,
= — 4+ —1.
3 3

c) Se parametriza v como y(f) = 2¢¥ +1, 0 < § < 27. Por la regla de
la cadena, 7/(0) = 2ie?, y asi

1 2 9 i 2 . .
/ o 1dZ = / mle d@ = / Zde = 2.
¥ 0 0

2. Evalde fv ﬁdz, donde 7 es el circulo de radio 1 centrado en 2, recorrido
una vez en sentido contrario a las manecillas de reloj.

g _ 1 -1 1
Solucién. Sea [ t5-dz = fv Tz dz donde o = - + 55 en-
tonces

2(2—2)

1 -1 1
dz = /(—+7>dz
/722—22 2z 2(z-2)
1 1
= d —d
/22 Z+L2(z—2) :

-1 1
= — 1dz—|—/ 1 dz

2 v ? 2 72—2

1
= 04 =2m = m.
—|—2m T

La primer integral es cero ya que % tiene antiderivada dentro de 7, es
decir, log z en la rama principal. Para la segunda integral, podemos escribir
() =€ 4+ 2,0 < 6 < 2. Por la regla de la cadena, 7/(0) = ic?, y asi

1 2 1 ) 2
/ dz = / —————ie"df = / idf = 2mi.
y 22 o (e?4+2)—2 0
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3. Demuestre que para funciones continuas f, g, constantes complejas ¢y, ¢o
y curvas 71,72, v3 de clase C1, se tiene que

)
a fatsem=a [1ee o
b)
ﬂfz—ﬁf
)
RN AT R
Solucion.

a) Por la definicién de la integral de h a lo largo de

/7 h= /7 h(z)dz = / bh(v(t))y’(t)dt.

Si se considera h = ¢ f + cog, entonces

/ (erf + e29)dz / (erf + cag) (4(8) (0) e

_ / (e f(4(1)) + cag( (1)) ¥/ (1)t
_ / (e F(YE)Y (1) + eag(v (£ (2))) it
(lb b
_ / e[V (D) (B)dt + / e29(v(£)/ (t)dt

— o [ @@+ [ gty

= cl/fdz+02/gdz
Y Y
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b) Note que

— a

donde se hizo el cambio de variable u = a + b — t.

c) Sean 7y : [a,b] > Cyyy:[b,c] = C, luegoy =71+ :[a,c] = C
estd definida como (t) = v (t) si t € [a,b], y Y(t) = 72(t) si
t € [b,c|. Luego,

[ g = [ 16r v
= [ fowpwds [ romp o

= /%fder/wfdz.

4. Evalde fv z2dz a lo largo de 2 trayectorias que unen (0,0) con (1,1), como
sigue:
a) 7 es la linea recta que une (0,0) con (1,1).
b) ~ es la linea quebrada que une (0,0) con (1,0) y luego une (1,0) con
(1,1).
En vista de la respuesta a) y b), y el teorema fundamental para integrales,
ipodria ser % la derivada de alguna funcién analitica F'(z)?

Solucién.
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a) Sea v :[0,1] — C, con 7(t) =t +it, y sea z = x + iy, entonces
z? = (2? — y?) — 2ixy. Luego,

1
/z2dz = / (7 = £7) — 24t?] (1 4 0)dt
¥ 0
1 1
= /—2it2(1+z’)dt:/ (—2it? + 2t%)dt
0 0

—oit3  231Y —2; 2 2 9
+_ —_ _
3 3

= 4+ - = _
. 3 '3 3 3

b) Sea 7 :[0,2] — C definida como v = 7y, + 75, donde
nt) =t 0<t<1, ) =1+—1)i; 1<t<2.

Calculando la integral se obtiene

/Zde = /22d2+/ Z2dz
v 71 Y2
1 2
= /t2dt+/ [1—(t—1)*=2i(t — 1)] idt
0 1

1 2
= / t2dt + / [—t% 4 2t — 2ti + 2i]idt
0 1

1 2

= /thH—/ (—t%i + 2ti + 2t — 2)dt
0 1

{—t%‘ 2% 2> r

31"

- |z A
Mﬁ =t

S L P B D G A S
37\ 3
1 4 2

— S 2 =249
stgtgrlogt

Con respecto a la pregunta de que si z? podria ser la derivada de alguna
funcién analitica F(z), la respuesta es no. Por el teorema de la indepen-
dencia con respecto a la trayectoria, se tiene que si z2 fuera la antiderivada
de alguna funcién F'(z), entonces la integral seria independiente de la tra-
yectoria, lo cual no es cierto en este caso, como se acaba de mostrar.
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5. Sea C' el arco del circulo |z| = 2 que estd en el primer cuadrante. Muestre

que

dz <7r
2 __.
CZ +1 3

Solucion. Se sabe que ‘fvf‘ < MI(~y), donde M = sup |f| sobre puntos

en v y donde [(7y) es la longitud de . Dado que C' es el arco de un circulo
de radio 2 que se encuentra en el primer cuadrante, se tiene que l(y) =m.
Ademds |22| — |1] < |22 + 1|, entonces ——+ < i = L

2241 = 22— |z|2 1~ -1
para puntos z sobre ~. Luego
1 < 1
|22 41| — 3
1
En este caso M = z, por lo tanto UC 2+1| <3

. Sea 7y una curva cerrada que esta enteramente contenida en C\{z | Re(z) <

0}. Muestre que [ dz = 0.

Solucién. Sean A = C\{z | Re(z) < 0} y f(z) = ., entonces se tiene que
A es un conjunto abierto y conexo en C y f es continua en A. Haciendo
uso del teorema de la independencia de la trayectoria, ya que f tiene
una antiderivada en A, se tiene que las integrales, bajo curvas cerradas
contenidas en A, son iguales a cero. Si <y es una curva cerrada contenida
en A, entonces [ f(2)dz =0.

. Dé algunas condiciones sobre una curva cerrada < que garanticen que

fv %dz =0.

Solucién.

a) La curva ~y debe de estar contenida en un conjunto abierto conexo que
sea subconjunto de C\{z | Re(z) < 0}, ya que este dltimo conjunto
es el dominio de definicién de la antiderivada de % la funcién log z
definida en la rama principal.

b) La curva 7 debe estar contenida en un conjunto abierto conexo que
sea subconjunto del plano complejo menos un semi-rayo con centro
en 0, ya que en estos conjuntos es posible definir una rama de la
funcién logaritmo, la cual es una antiderivada de %
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8. Demuestre que la longitud de arco /() de una curva 7, no cambia si se
reparametriza la curva.

Solucién. Sea 7 : [a,b] — C una reparametrizacién de v : [a,b] = C, es
decir, existe una funcién de clase C’,  : [a,b] — [a,b] con o/(t) > 0, tal
que a(a) = a, a(b) = by y(t) = Y(«(t)). Luego,

) = /Iv ut!/| )l[(8)|at
- /!v )l ()t = /Iv )ldu

donde se hizo el cambio de variable u = «(t), por lo que du = o/(t)dt.

2.2. El teorema de Cauchy: version intuitiva

En esta seccidn se presenta la primera version del teorema de Cauchy, la cual se
puede decir que es una versidn intuitiva. De hecho presentamos varias formula-
ciones del teorema, en donde en cada una de ellas, se tienen diferentes hipétesis.

Version 1. Suponga que f es analitica, tal que la derivada f’ es continua sobre
y en el interior de una curva cerrada simple . Entonces

Lf:Q

Version 2. Si v es una curva cerrada simple y si f es analitica sobre y en el
interior de 7y, entonces
[=0
gl

Version 3. Sea f analitica en una regidon A, y sea 7y una curva cerrada simple
en A. Supdngase que vy puede deformarse continuamente en otra curva cerrada
simple 7 sin salirse de la regidn A, (es decir, 4 es homotdpica a y en A). Entonces

[i=17
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Definicion 2.2.1 Una region A C C se llama simplemente conexa, si A es
conexa y cualquer curva cerrada v en A es homdtopica a un punto en A.

Los teoremas de independencia de la integral con respecto a la trayectoria y la
existencia de la antiderivada, pueden reescribirse en el contexto de la definicién
anterior.

Proposicion 2.2.2 Sea f una funcién analitica en una region simplemente co-
nexa A. Entonces, para cualesquiera dos curvas v, y 72 que unen dos puntos z

y 21 en A, se tiene que fm f= f72 f.

Teorema 2.2.3 (Antiderivada) Sea f una funcién definida y analitica en una
region simplemente conexa A. Entonces existe una funcion analitica F' definida
en A, dnica médulo la adicién de una constante, tal que F'(z) = f(z) para toda
z € A. Se dice que F es la antiderivada de f.

A continuacién presentamos algunos problemas donde se pueden aplicar las ver-
siones del teorema de Cauchy que acabamos de enumerar.

1. Sea v una curva cerrada simple que contiene al 0 en su interior. Argumente
informalmente que

1

Solucién. Sea f(z) = %, observe que f tiene antiderivada en C\ {0} la
cual es F'(z) = _71 Si ¥ es el circulo unitario, entonces se tiene que

1
—dz = 0.
- 22
ol
Por el teorema de deformacién, como v y 74 son curvas cerradas simples

homotdpicas, entonces

2. Discuta la validez de la férmula log z = log r + 16, para log definida en la
regién A que se muestra en la figura.
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Solucion. Si A es un regién simplemente conexa tal que 0 ¢ A, entonces
existe una funcién analitica /() tal que e*) = 2, a IV se le conoce como
la rama de log en Ay se escribe F(z) = log z.

En este caso, la regién A es simplemente conexa y no contiene a 0, por lo
que existe tal funcién F. Si z = re’? € A, tenemos que e/'(*) = z, pero no
se puede garantizar que F'(z) = logr + if.

3. Evalie f7 (z — %)dz donde 7 es la trayectoria de la linea recta de 1 a i.

Solucién. La funcidn es analitica en los puntos de la trayectoria ~y, entonces

1 2 i
/(z——> dz = [Z——logz}
v z 2 1
-1 1
1

donde se considera log con la rama principal. Por lo tanto, fv (z — ;)dz =
— (1+143).

4. Sea v el circulo de radio 1y sea 75 el circulo de radio 2, ambos centrados
en el origen (recorridos en sentido contrario a las manecillas del reloj).

Muestre que
/ dz B / dz
o 23 (22 +10) 23 (22 +10)

Solucién. Sea f(z) = m,

—14/10. Entonces, es posible deformar la curva cerrada v, a la curva cerrada

la cual no es analitica en z = 0, 73/10,
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v en la regidn donde f es analitica, es decir, sin pasar por los puntos z = 0,
13/ 10, —iy/10.

Luego, las dos integrales son iguales por el teorema de Cauchy.

5. Evalle f7 V22 — 1dz, donde ~y es el circulo de radio % centrado en 0.

Solucion. Por el ejercicio resuelto 1.6.8 en [6], se tiene que existe una
rama de la funcién w — /w de tal forma que z — /22 — 1 es analitica
en A=C\{z € C|Imz=0,|Rez| > 1}. Como v C A, se tiene por el
teorema de Cauchy que f7 V22 —1dz = 0.

2.3. El teorema de Cauchy: version precisa

La version precisa del teorema de Cauchy utiliza los conceptos de curvas ho-
motdpicas a un punto y de regiones simplemente conexas.

Teorema 2.3.1 (Teorema de Cauchy) Sea f una funcion analitica en una
region G. Sea v una curva cerrada en G la cual es homotdpica a un punto en

(. Entonces
/f:O
.

Teorema 2.3.2 Si f es una funcion analitica en una region simplemente conexa
Gy~ es una curva cerrada en (G, entonces

Af:o

Veamos a continuacién algunos ejemplos del uso del teorema de Cauchy.

1. Muestre que todo disco es convexo.

Solucion. Sea D el disco con centro zy y radio 7, es decir, D = {z €
C | |z — 20| < r. Para ver que D que es convexo, sean z,w € D, entonces
se tiene que mostrar que tz + (1 — t)w € D para toda t € [0, 1]. Esto es
equivalente a mostrar que |tz + (1 — t)w — 2| < r. Observe que

ltz+ (1 —tw—2| = [tz+ (1 —t)w—(t+1—1)z
= [t(z —20) + (1 = 1) (w — 2)|
[t(z = 20)[ + [(1 = £)(w = 20)]

<
< tr+(1—-t)r=r,
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donde hemos usado que z,w € D.

2. Demuestre que un conjunto A es convexo si y sélo si tiene forma de estrella
con respecto a cada uno de sus puntos.

Solucion. Si el conjunto A es convexo, entonces con centro en cualquier
punto w en A, podemos considerar el segmento que une w con cualquier
otro punto z en A, este segmento esta en A, por la convexidad del conjunto.

Si A tiene forma de estrella con respecto a cualquiera de sus puntos, en
particular tomando dos de ellos vemos que el segmento que lo une debe
estar contenido en A, lo que implica que A es convexo.

3. Suponga que f es analitica en una regién simplemente conexa A. Muestre
que para cualesquiera dos curvas 7y, y 72 que unen dos puntos 2y y z; en
A, se tiene que f% f= fw f.

Solucién. Considere la curva v = 1 — 7, la cual es cerrada en A. Como A

es simplemente conexo, por el teorema de Cauchy se tiene que fv f=0.
Ahora, simplemente note que

0=/Wf=/%f—/wf-

4. Evalte f7 % donde ~ es el segmento de la recta que une 1 con .

Solucion. Note que % tiene antiderivada log z en la rama principal. Enton-
ces, la integral de ﬁ is independiente de la trayectoria, cuando las trayecto-
rias se encuentren en el dominio de definicién de la antiderivada. De esta
forma, podemos considerar el arco del circulo unitario v; que une 1 con 1.

Luego
/dz B dz  mi
0l < 71 < 2
5. Evalle las siguientes integrales:

dz
2) Jey 0o
dz
b) f|z+1|:% (1—2)3"

dz
) Jemimg e
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Solucién.

a) fIZIZ% (lf—i)g = 0, ya que la funcién ﬁ es analitica en todo el plano
complejo con excepcién de z = 1y z = 1, puntos que estdn en el
exterior del circulo de integracién, por lo que el teorema de Cauchy
asegura que la integral es cero.

dz _ . Je . . .
b) flel:% (iezys = 0, por la misma razén que el inciso anterior.

c) f =92 — (), en este caso se debe a |a existencia de una antide-
[z=1]=5 (1-2)3

rivada de ﬁ en una regidn que contiene a la curva de integracion.

2.4. Formula integral de Cauchy

Una de las consecuencias importantes del teorema de Cauchy es el hecho de
que los valores de una funcién analitica estdn completamente determinados en
cualquier lugar del interior de una curva cerrada, por sus valores a lo largo de la
curva, y ademas proporciona una férmula explicita que relaciona estos valores.

Antes necesitamos el concepto de indice de una curva con respecto a un punto.

Definicién 2.4.1 Sean v una curva cerrada en C y zy un punto que no esta en
~. Entonces, el indice de y con respecto a z, esta definido como

1 dz
T(7.20) = /
i

L

Es decir, (7, zo) representa el nimero de vueltas que da v alrededor de z.

Teorema 2.4.2 (Férmula integral de Cauchy) Sea f una funcién analitica
en una region A y sea vy una curva cerrada contenida en A que es homotdpica a
un punto, y sea zy € A un punto que no esta en . Entonces,

O O

De hecho, es posible mostrar que una funcién analitica es en realidad infinita-
mente diferenciable y se tiene una férmula integral de Cauchy para todas las
derivadas.
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Teorema 2.4.3 (Férmula integral de Cauchy para las derivadas) Sea f
una funcién analitica en una region A. Entonces, todas las derivadas de f existen
en A. Mas aln, para zog € A y vy cualquier curva cerrada homotdpica a un punto
en A, tal que zy no estd en vy, se tiene que

f(k)(zg)-l(%zg):k!/(f(z)dz, k=1,2,3,...
v

270 z — zg)ktt
donde f*) denota la k-derivada de f.

Teorema 2.4.4 (Desigualdad de Cauchy) Sea f analitica en una regién A
y sea v un circulo de radio R y centro zy que esta en A. Asuma que el disco
{z € C| |z — 2| < R} también estd en A. Suponga que |f(z)| < M para toda
z € . Entonces, para cada k =0,1,2,...

k!
F9z0)| £ M.

Como una consecuencia del teorema anterior, se tiene el siguiente resultado.
Recordamos que una funcién f : C — C es entera si es analitica en todo C.

Teorema 2.4.5 (Liouville) Toda funcion f : C — C entera y acotada es
constante.

Finalmente, enunciamos un resultado que se puede interpretar como un reciproco
parcial del teorema de Cauchy.

Teorema 2.4.6 (Morera) Sea f una funcion continua en una regién A y su-
ponga que f7 f =0, para cualquier curva ~y cerrada en A. Entonces, f es analitica
en A, y f = F' para alguna funcion analitica F' en A.

1. Evalde las siguientes integrales:

2_ , .
a) [ Z=idz, donde v es el circulo de radio 2, con centro en 0.
v 2441

b) [, =2 donde v es el circulo unitario.
i

P 1

Solucidn.
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a) Note que

z2—1_l 22—-1 22-1

241 2\ z2—i 241 )°
Para utilizar la férmula integral de Cauchy, sea f(z) = 22 — 1, luego
f(i) = f(—i) = —2, entonces

1 22 -1
-2 = f(+1) = — dz.
f( 2) QWiini ®

Por lo tanto, como ~ es un curva cerrada simple,
21 1 21 21 1

/ Z2 dz = — SER —(—4mi+4mi) = 0.
5 25 1 21 +\Z2—1 zZ+1 21

b) Aqui se puede tomar f(z) = sene?, y aplicando la férmula integral
de Cauchy, se obtiene

senl = f(0) = %/f(z)dz,

z

luego,

sen e )
dz = 27i -sen 1.
y 2

2. Sea f analitica en el interior y sobre una curva cerrada simple . Suponga
que f = 0 sobre . Muestre que f = 0 en el interior de 7.

Solucién. Sea zy un punto en el interior de 7, entonces por la férmula
integral de Cauchy

1 [ fR)

2mi ),z — 20

f(20) - I(7,20) = dz.

La curva 7 es simple, entonces f(z) = ;.. V%alz, y como f(z) =0

cuando z esta sobre 7, se tiene que f,y %dz =0, luego f(z) = 0. Por
lo tanto, f = 0 en el interior de 7.
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3. Sea f analitica en una regiéon A y sea «y una curva cerrada en A. Para
cualquier zy € A que no esta sobre v, muestre que

[ L=

i Puede usted pensar en una forma de generalizar este resultado?

Solucién. Como f es analitica en A, entonces f’ también es analitica en
A, lo que se sigue de la férmula integral de Cauchy.

Sea zg € A, por la férmula integral de Cauchy aplicada a f/, se tiene que

/ _ 1)
Feo) 1020 = g [ £
luego,
/
[ e ro) 160 2mi = [ A
donde la segunda igualdad se debe a la férmula integral de Cauchy para
derivadas.
Por lo tanto,

[

4. Suponga que f es entera y que lim,_, @ = (0. Muestre que f es cons-
tante.

Solucion. Primero se mostrard que si f es entera y |f(z)| < M|z|" para
|z| grande, donde M es una constante y n es un entero positivo, entonces
f es un polinomio de grado a lo mas n.

Sea zy € C, para |z| = R grande de tal manera que z; sea un punto
interior de ese circulo, se tiene que |f(z)| < M R", por lo que aplicando la
desigualdad de Cauchy (2.4.4), se tiene que
k! . MEK!

70 (0)] < e MR = 2
Entonces, si k > n, y haciendo R — o0, se tiene que | f*)(z)| = 0. Como
2o fue arbitrario, por el ejercicio 10 de la seccion 1.5, se obtiene que f es
un polinomio de grado a lo mas n.




84

Teorema de Cauchy

f(z)
(2)

4
|f(2)] < €|z]. Por lo que se demostré antes, se tiene que f(z) = az + b,
&) — fm, a+§ = 0, entonces a = 0, por lo tanto

Regresando al problema original, la condicién lim, = 0 es equiva-

< €, es decir,

lente a que para toda € y para |z| grande se tiene que

pero como lim,_,

f(z) =b.

. Sea f(z,w) una funcién continua de z y w, para z en una regién Ay w

sobre una curva . Para cada w sobre v asuma que f es analitica en z. Se
define

F(z) = A £z w)dw.

Entonces, F' es analitica y

es analitica en z. Calcule F'(z).

Solucion. El resultado enunciado al principio del problema es el ejercicio
resuelto 2.4.15 de [6].

En este caso, f(z,w) = e~*"%” es continua en ambas variables, con z € C
y w en la curva v : [0,1] — C dada por y(z) = x. Ademas, f(z,w)
es analitica en z. Entonces, F(2) = [ f(z,w)dw = fol e~ () dx =

2.2 .
foe #2% 1 es analitica en z.

Luego,

1
0

F(z) = /7 %(z,w)dw: / (—22)e==dg.

. Muestre que si la imagen de una curva cerrada 7y esta en una regién sim-

plemente conexa A, y si 2y ¢ A, entonces I(7, z) = 0.
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Solucién. Recuerde que el indice de la curva 7 alrededor de z, estda dada

por
1 dz
T(3,20) = /
Y

2w ), 2 — 2o

Como +y estd en una regidn simplemente conexa A, la curva es homotdpica
., 1 s e
a un punto y la funcién _—— es analitica en A, ya que zy ¢ A, por lo tanto

f7 = — (), es decir, I(7, z) = 0.

z—zo

7. Demuestre que [ e“*? cos(sen)df = , considerando [ <dz, donde v
e vz
es el circulo unitario.

Solucion. Primero se calcula f7 ©dz. Sea f(z) = e*y z = 0, se tiene
que f(20)-1(7,20) = 5= [ L) dz, entonces 1 = o fv €dz. Por lo tanto

B 21 Jy z—2p
[, €dz = 2mi.
vy z

Por otro lado, si se parametriza (t) = €, t € |0, 2], entonces

it

2r e
e? et ..
/dZ = / 7Z€ztdt
v Z 0 e
2w . 2w
. i . ;
— Z/ ee dt:Z/ ecost—i—zsentdz
0 0

2m
= z/ " [cos(sen t) + isen(sent)] dt.
0
Asi, 2mi = z'foz7r et [cos(sen t) + i sen(sen t)] dt, luego
2 2
27 :/ e cos(sent)dt y 0= / ! sen(sen t)dt.
0 0

De esta forma se tiene que

2
21 = / e cos(sen t)dt
0

us 27
= / e cos(sen t)dt + / et cos(sen t)dt,
0 s

-7 e s
y como la funcién coseno es una funcién par, entonces ;" e“*" cos(sen t)dt =
2
Jo" st cos(sent)dt, por lo tanto

/ e°*? cos(sen 0)df = .
0
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8. Considere la funcién f(z) = L.

z

a) Se satisface que f7 f(2)dz = 0 para toda curva cerrada v (que no
pasa a través del origen), pero no es analitica en z = 0. j Contradice
esta afirmacién el teorema de Morera?

b) La funcién f estd acotada conforme z — oo, pero no es constante.
i Contradice esta afirmacidn el teorema de Liouville?

Solucién.

a) No se contradice el teorema de Morera, ya que f no es continua en
el interior de curvas que contengan al cero, pues f no esta definida
en 0.

b) No contradice el teorema de Liouville pues la funcién f no es entera,
al no ser analitica en 0.

9. 4Es [, Gdz =07 iEs [ %*dz =07

z|=1
Solucion. Por la férmula integral de Cauchy, la primera integral es

omi = eV - 2mi = / %dz.
|z

=12

Para la segunda integral, observe que si f(z) = cos z, entonces f'(z) =
—sen z, por lo que f'(0) = 0. Luego,
1 cos 2z

0= f/(o) = 277” e 22

dz.

10. Muestre que para curvas cerradas vy, 2 se tiene que

[(—71, 20) = —](717 20)

I(m + 72, 20) = (71, 20) + 1(72, 20)-
Interprete geométricamente estos resultados.

Solucién. Por definicién

1 dz
(=1, 20) = /
-7

27 2=z
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Como f_7 fdz = — f7 fdz, entonces
1 dz dz
I(—%’Zo):/ :—/ = —I(m, 20).
-7 s

211 Z— 2 L2 20

Andlogamente, por definicidn se tiene que

1

dz
I(y1 4 72, 20) = /
.

1+y2 # T *0

271

Usando que fdz=[_ fdz+ |_ fdz se tiene que
Y it Y2

1+72

I(y1 + 2, 20) = (71, 20) + (72, 20).

2.5. El teorema de moédulo maximo y funciones
armanicas

Una de las consecuencias mas importantes de la féormula integral de Cauchy
es el teorema del médulo maximo, también llamado el principio del médulo
maximo.

Teorema 2.5.1 (Principio del médulo maximo, version local). Sea f analiti
ca en una region A y supdngase que |f| tiene un maximo relativo zy € A.
Entonces, f es constante en alguna vecindad de z.

Teorema 2.5.2 (Principio del médulo maximo). Sea A un conjunto conexo,
abierto y acotado, y sea f : A — C una funcién analitica en A y continua en A.
Sea M el maximo de |f(z)| en la frontera de A, es decir, M = sup |f(z)| para
z en la frontera de A. Entonces,

1. |f(2)] £ M para toda z € A.
2. Si|f(z)| = M para alguna z € A, entonces f es constante en A.
Una de las aplicaciones del teorema del médulo maximo es el siguiente resultado.

Teorema 2.5.3 (Lema de Schwarz). Sea f analitica en el disco abierto uni-
tario D tal que |f(2)| < 1 para z € D y f(0) = 0. Entonces |f(2)| < |z| para
todaz €Dy |f(0) <1.5i|f(z0)| = |20| para algin zy € D, zy # 0, entonces
f(2) = cz para toda z € D y para alguna constante c, con |c| = 1.
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Se menciond anteriormente que si f = u + iv es una funcidén analitica, entonces
u, v son funciones arménicas. De hecho el reciproco también es cierto.

Proposicion 2.5.4 Sea A una region en C y sea u una funcién armdnica, dos
veces continuamente diferenciable en A. Entonces u es C*°, y en una vecindad
de cada punto zy € A, u es la parte real de alguna funcion analitica. Si A es
simplemente conexo, existe una funcion analitica f en A tal que u = Re f.

La importancia de la proposicién anterior es que nos permite mostrar algunos
resultados de funciones analiticas para funciones arménicas, como el resultado
siguiente o el principio del médulo méximo para funciones arménicas, tanto en
su versién local como en la general.

Propiedad del valor medio para funciones armdnicas. Sea u una funcién
armoénica en una regién que contiene un circulo de radio r alrededor de zy =
Zo + 1Yo y a su interior. Entonces

1

2T
u(xo, Yo) = %/ u(zo + re')do.
0

Un problema muy importante en matematicas y fisica, es llamado el problema
de Dirichlet: Sea A una regién acotada y abierta y sea ug una funcién continua
dada en fr(A). Encuentre una funcién de valores reales u en A que es continua
en Ay arménica en A, y que es igual a ug en fr(A).

A pesar de que la solucién del problema es complicado, la unicidad es facil de
mostrar. Cuando la regiéon A es un disco abierto, la solucién al problema de
Dirichlet se puede encontrar explicitamente. En ese sentido, se tiene el siguiente
resultado.

Férmula de Poisson. Si u estd definida y es continua en el disco cerrado
{z € C||z] <r}yesarmdnica en el disco abierto D,., entonces para p < r,

T2 _p2 /271' u<r€i0)
0

27 r2 —2rpcos(f — @) + p?

u(pe'?) =

A continuacién presentamos una serie de problemas relacionados con los resul-
tados de esta seccion.

1. Encuentre el maximo de |cos z| en [0, 27] x [0, 27].
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Solucién. Se tiene que cos z es una funcidén entera, y entonces se puede
aplicar el principio del médulo maximo, el cual dice que el maximo ocurre
en la frontera del cuadrado.

Ahora, usando que cos z = cos (x + iy) = cos x cos (iy)+isen x sen (iy) =
cosx coshy — isen x senhy, se tiene que

|cosz|> = cos®wxcosh?y + sen® xsenh?y

= cos’zcosh’y + (1 — cos® ¥) senh®y

= cos® z(cosh? y — senh? ) + senh?y

= cos’z + senh®y.

En la frontera y = 0, | cos 2]2 tiene como maximo 1; para x = 0 el maximo
es 1 + senh?(27), ya que senh®y crece con y; para = 27 el maximo
es otra vez 1 + senh?(27); para y = 27, el maximo es 1 + senh?(27).
Asi, el méximo de |cosz|*> ocurreen z = 0, x = 2mr y y = 27 y es
1+senh?(27) = cosh?®(2r). Por lo tanto, el maximo de | cos z| en [0, 27] x
[0, 27] es cosh (27).

2. a) Muestre que para |z| < R, la transformacién

R(z — zp)

T:2z—
R? — Zyz

envia el disco abierto de radio R, en forma uno a uno y sobre, en el
disco de radio 1 y envia z; al origen.

b) Suponga que f es analitica en el disco abierto |z| < Ry que |f(2)| <
M para |z| < R. Suponga también que f(zy) = wo. Muestre que

M{f(z) — wol

R(z — zp)
M? —wo f(2) '

R? — Zyz

S ’

Solucidn.

a) Se tiene que mostrar que 7 : Dr — Dy es biyectiva, donde D =
{z € C: |z| < R}. Es directo ver que T'(z) = 0.
Sea z tal que |z| = R, entonces z - 7 = |z|> = R?. Como T'(z) =
ggz__;ooz), se tiene que |Tz| = ’f(;__;)oz

12| = R.

_ R|z—z9| __ R|z—z0|
" |zllz==2] T Rlz—=0|

=1 para
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Luego, T" manda la frontera de Dy en la frontera de D. Por el teorema
del médulo méaximo si |z| < R, entonces |T'(z)| < 1, por lo que en
efecto 7' : Dp — D;. Para ver que T es biyectiva, defina S(z) =
%. Luego, es posible ver que S : Dy — Dgy que SoT(z) = z,

ToS(z) =z esdecir S =T"1.

b) Por hipétesis f : Dg — Dy con f(29) = wy. Sea Tx : D — D; dada

por Tr(z) = g(f__;ooz) y Ty : Dy — Dy dada por Thy(z) = ]]ijj(ff_gg
Entonces, g = Tyso foTy" : Dy — Dy con g(0) = Tyro foTx'(0) =
Ty o f(z0) = Th(wo) = 0.

Por el lema de Schwarz, se tiene que |g(2)| < |z| es decir [Ty o f o
TR (2)] < |2]. Si w = Tx'(2) entonces Tr(w) = 2 y [Ty o f(w)| <
|Tr(w)]|, luego

M (f(2) —wo)
M? — o f(2)

R2 - Z_()Z

3. Sea u armodnica en la regién acotada A y continua en A. Entonces mues-
tre que u alcanza su minimo dnicamente en fr(A), a menos que u sea
constante.

Solucién. Como u : A — R es continua y arménica en A, entonces —u :
A — R también es continua y arménica en A. Por el principio del maximo
para funciones armonicas, existe M el maximo de —u en OA, es decir,
—u(z,y) < M para toda (2,y) € Ay si —u(x,y) = M para alguna
(x,y) € A, se sigue que —u es constante en A.

Por lo anterior u(z,y) > —M para toda (z,y) € Ay si u(z,y) = —M
para alguna (z,y) € A, entonces —u(z,y) = M, de donde u es constante
en A.

4. Encuentre el maximo de u = Re(z?) en el cuadrado unitario [0, 1] x [0, 1].
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Solucién. Sea z = x + iy, entonces 2* = 2® — 3zy? + i(32%y — 3°),

luego u(z,y) = Re 2 = x® — 3zy%. Para encontrar el méximo de u en
[0, 1] x [0, 1] sélo se tiene que analizar la frontera del cuadrado unitario.

Para y = 0, u(z,y) = 2 < 1; para z = 0, u(z,y) = 0. Para y = 1,
u(r,y) =2 —3x <2 < 1;parax =1, u(z,y) =1—3y> < 1. Por lo
tanto, el maximo de u = Re 2% es 1.

5. Muestre que u(x,y) = log+/x%+ y? es armdnica, pero que no tiene
arménica conjugada en C\ {0}.

Solucién. Como u(x,y) = log /2% + y2, entonces

1
8_u_%(x2+y2)2-2x_ x @_ Yy
or ViRt 2ty Oy a2 4y?
Pu (P +y?) —z(2r) oy —a?
or2 (22 + y?) (22 +y2)?
Pu (P +y?) —yQ2y) 2Py
oy* (et +yh) (a2

Por lo tanto, % + % = 0, de donde u es arménica en C\ {0}.

En el ejemplo resuelto 1.5.21 en [6] se muestra que la conjugada arménica
de u tiene que ser v(z,y) = tan~' (¥) que no est4 definida en todo C\{0}.

6. a) Demuestre que

2m RQ _ 2
/ ' . S0 = 27
o R?2—2rRcos(6 —¢)+r

para R > r y cualquier ¢.

b) Resuelva directamente el problema de Dirichlet con la condicién de
ser acotada ug(z) = . Deduzca para r < 1,

1 /27r (1 —7?)cosf
0

rcosgb:% 1—2rcos(f —¢)+r2

Solucidn.
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a) La férmula de Poisson permite encontrar una solucién del problema
de Dirichlet para el caso en que la regién es un disco. Es decir, si ug
es una funcidn continua definida en el circulo de radio R, entonces
una solucién al problema de Dirichlet estd dada por

u(re'?) = B = /27r to( Fee”) df
2r ), R?2—2rRcos(§ —¢)+r2

Si se considera ug = 1, entonces por la unicidad del problema de
Dirichlet, se tiene que u = 1, de donde

2m 2 .2
/ 5 R Sdf = 2.
o R?—2rRcos(6 —¢)+r
b) De la férmula

u(,,,ei¢>) B R2 _ 7“2 /27r UO(RGW)
2r  Jo R?—2rRcos(6 —¢)+r2 "’

se obtiene para ug(z) = x, R =1y r <1, que u(z) = x por la
unicidad del problema de Dirichlet y que

1 [ (1 —r?)cosb
= — de.
rcos¢ 27?/0 1 —2rcos(f — ¢) + r? b

7. Demuestre el teorema de Hadamard de los tres circulos: Sea f analiti-

ca en una regién que contiene al conjunto R = {z | r; < |z| < r3}, donde
0 <1 <ry<rs. Sean My, M, Ms, los maximos de |f| en los circulos
|z| = 71, 79, T3, respectivamente. Entonces

log( 22 log(%2) | log(%2)

M2 ;) < Ml MS (

Solucion. Sea s = }Og”ﬂ
ogrz—logry

mostrar es equivalente a

, entonces la desigualdad que se quiere de-

log My < (1 — s)log M7 + slog Ms.

Sea a un ndmero real, defina la funcién u(z) = alog |z| + log|f(2)], la
cual es armédnica (ver ejercicio 5 de esta seccién) fuera de los ceros de
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f. Cerca de los ceros de f, la funcién u tiene valores grandes negativos.
Luego, por el principio del médulo maximo para funciones arménicas, u
alcanza su maximo en la frontera del anillo R, especificamente, en los dos
circulos |z| =11 y |2| = rs.

Entonces
alog|z| +log|f(2)] < max{alogr, + log M, alogrs + log Ms},
para toda z € R. En particular, se tiene la desigualdad

alogry + log My < méx{alogr, + log My, alogrs + log Ms}.
Ahora, sea « el nimero real tal que los dos valores dentro del parentésis
en la parte derecha de la desigualdad, sean iguales, es decir,

log M3 — log M,
o= :

logr; — logrs
Luego, de la desigualdad anterior, se obtiene que
log My < aclogr + log M; — aclog s,
y sustituyendo el valor de « se tiene el resultado deseado.

8. Demuestre que si u : C — R es continua y satisface la propiedad de valor
medio, entonces u € C*> y es armdnica.

Solucién. Se mostrard que u es armdnica en cualquier disco D de radio
r con centro en 0. Por la solucién al problema de Dirichlet en un disco
abierto, existe una funcién continua w : D — R, la cual es arménica en D
y coincide con u en la frontera de D.

Como w es armédnica, satisface la propiedad del valor medio, por lo que
también u — w satisface la propiedad, ademds u — w = 0 en la frontera
de D, y como la propiedad del valor medio es suficiente para tener el
principio de médulo maximo, entonces u = w en todo D. En particular, u
es armonica.

9. La funcién f(z) es analitica en todo el plano complejo, e Imf < 0. De-
muestre que f es una constante.



04

Teorema de Cauchy

Solucion. Sea f(z) = u + iv, entonces —if(z) = v — iu, luego
|€—if(z) ‘ _ ‘ev—iu|
= e’U
ya que Imf < 0. Por el teorema de Liouville se concluye que e~*/(*) es cons-

tante, por ser una funcién entera y acotada. Pero si e #/(*) eg constante,
es inmediato ver que f es constante.



Capitulo 3

Representacion en series de
funciones analiticas

Existe una forma alternativa de definir una funcién analitica. En algunos trata-
mientos de la teoria de funciones complejas, una funcién f es llamada analitica
si localmente se representa como una serie de potencias. Si esto se puede hacer,
esta serie debe ser la serie de Taylor de f.

3.1. Series convergentes y funciones analiticas

La nocién de convergencia de sucesiones nimericas complejas, asi como la de
convergencia de sucesiones de funciones de variable compleja, son las mismas
que las del célculo real. Para determinar convergencia, se pueden aplicar los
criterio de la razén, de la raiz y de Cauchy, por mencionar algunos. Ademds, se
tiene también la nocién de convergencia uniforme para sucesiones de funciones
complejas y de series de funciones complejas, donde es posible usar el criterio de
Cauchy para determinar este tipo de convergencia.

Un resultado importante en convergencia es el siguiente.

El criterio M de Weierstrass. Sea g, una sucesién de funciones definidas en
un conjunto A C C. Suponga que existe una sucesién de constantes M,, > 0 tal
que
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1. |gn(2)| < M, para toda z € A.
2. > | M, converge.

Entonces Y | g, converge absoluta y uniformemente en A.

El resultado mds importante en esta seccidn tiene que ver con la convergencia
de funciones analiticas.

Teorema de convergencia analitica.

1. Sea A una region en C y sea f,, una sucesion de funciones analiticas defini-
das en A. Si f, — f uniformemente en cualquier disco cerrado contenido
en A, entonces f es analitica. Mds adn, f — f' puntualmente en A y
uniformemente en cualquier disco cerrado en A.

2. Si gi. es una sucesion de funciones analiticas definidas en una region A
o0 . . .
en C y g(z) = > 1—, 9x(z) converge uniformemente en cualquier disco
sy / o oo /
cerrado en A, entonces g es analiticaen Ay g'(z) = Y -, 95.(%) converge
puntualmente en A y también uniformemente en cualquier disco cerrado
contenido en A.

Veamos algunos ejemplos.

1. Sea ¢ una constante compleja. Defina una sucesién por medio de zp =0y
z1=cyparan>1, zn+1:zg+c.

a) Muestre quesi |c| > 2, entonces lim,,_,, 2, = 00. (Sugerencia: Haga
r = |¢| — 1y use induccién para mostrar que |z,| > |c|r"~! para toda

b) Muestre que si |c| < 2y existe un valor de k con |z;| > 2, entonces
limy, o0 2, = 00. (Sugerencia: Haga r = |z;| — 1 y muestre que
|2k4p| > |2|7P para toda p > 0.)

Observacion: Aquellos valores de ¢ para los cuales la sucesion z,,, definida
en este problema, permanece acotada, forman un conjunto muy interesante
con varios patrones agradables, llamado el conjunto de Mandelbrot.

Solucién.
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a) Sea r = |¢| — 1, muestre por induccién que |z,| > |c[r"! para

2. a)

n > 2. Para n = 2 se tiene que z, = z% + ¢ = c? + ¢, luego como
|+ ¢| > |c|* — |¢|, entonces |z| > |c|r = |c|(|c| — 1).

Suponga que |z,| > |c|r"!, entonces se tiene que mostrar

|2ns1] = |2 + | > |elr™,
pero se tiene por hipdtesis de induccién que
|2 + el 2 [zl® = le| > |c[*r*" 72 = |e| = [e[(|e]r* ™ = 1).

Luego, se tiene que mostrar que |c|(|c|r?"™2 — 1) > |c|r", o equiva-
lentemente que ]c]rQ"_Q — 1 > 7", lo cual es cierto para n > 2, lo
que termina la induccion.

Por lo tanto, como |c|r"™! — oo cuando n — oo, ya que r > 1, se
concluye que z,, — oo cuando n — oc.

Sea r = |2 — 1, muestre que |zj4,| > |2x|r? para toda p > 0. Para
p = 0, se tiene que |zx| > |z, lo cual es cierto. Para p = 1, se
debe mostrar que |zx11]| > |27, lo cual es equivalente a mostrar que
|22 4+¢| > |z1| (2, —1). Pero |22 +¢| > |2 —|c| > |2x]* —|2x| donde
la dltima desigualdad es cierta si y sélo si |z| > |c|, la cual es cierta
ya que |zx| > 2 > |c|.

Suponga que |zpy,| > |2k|rP y demuestre que |zpip1| > |zk|rPT
Observe que

> anpl® = Il
> |af*r® — ||
>

|Zk|’l"p+17

[hapr1] = 124 + ]

donde la dltima desigualdad es cierta ya que |z;| > 2y r > 1.

Por lo tanto, como |zgi,| > |zk|rP?, para todo p > 0, se tiene que
Zy, — 00 cuando n — oo.

oo 1

Muestre que la serie )~ -

converge en el conjunto

C\ {z =ni | n es un entero}.
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b)

Muestre que la convergencia es uniforme y absoluta en cualquier disco
cerrado contenido en esta regién.

Solucién.

a)

Sea z = x + iy, entonces la desigualdad |n?+ z| > n? es equivalente
a la desigualdad 2n2x + 22 + y? > 0, la cual es cierta si x > 0.

Considere z tal que Re (2) > 0y z # ni, para toda n € Z. Lue-
go, |n? + z| > n?, entonces ﬁ < L =M,y Y2 M, =
> # converge. Por el criterio de comparacién se tiene que la

serie Y n%ﬂ converge absolutamente, y por lo tanto, converge.
Ahora, considere el caso donde Re (z) < 0. Se tiene que
2 2 12 .
In” + 2| = [Re (n” + 2)| = |n” + a;

como (1 —xz)/2 > 0, existe ny € N tal que ng > (1 —x)/2, es decir,
para toda n > ng se tiene que |n® + x| > (n — 1)%. Por lo tanto,
para toda n > ng se tiene que [n? + 2| > (n — 1)2. Nuevamente, se
puede aplicar el criterio de comparacién para asegurar la convergencia
absoluta de la serie "> L va que Z:’:no M,, converge, donde

) n2+4z’
M, = .

Sea D un disco cerrado contenido en A = {z € C | Rez > 0,Imz #
ni, paratoda n € Z}. Luego, |n® + z| > n? para toda z € D,
entonces ‘n21+z‘ < % =M,y M, =", # converge. Por el
criterio M de Weierstrass se tiene que la serie >
absoluta y uniformemente en A.

oo 1

ne0 245 converge

Ahora, considere un disco cerrado D contenidoen B = {z € C| Re(z) <

0}. Sea g = min {Re(z) | z € D}. Ya que
In? + z| > |Re (n® + 2)| = |n® + x|

y como (1 —z¢)/2 > 0, existe ng € N tal que ng > (1 — z¢)/2,

es decir, para toda n > ng se tiene que |n® + xo| > (n — 1)

Por lo tanto, para toda n > ng y para toda z € D, se tiene que

In? 4+ 2| > (n — 1)% Nuevamente, se puede aplicar el criterio M de

Weierstrass para asegurar la convergencia absoluta y uniforme de la

serie Y >° —'— en B, ya que ) > M, converge, donde M, =
1

n2+4z

(n—1)2"
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Para terminar, note que AU B = C\ {z =ni | n es un entero}.

3. a) Muestre que la sucesién de funciones f,(z) = cos (£) converge uni-

formemente a la funcién constante f(x) = 1 para z € [0, 7.

b) Muestre que converge puntualmente a 1 en todo R.

c¢) iLa convergencia es uniforme en todo R?

Solucion.

a) Observe que |1 — f,(z)| = |1 — cos (%) | =1 — cos (%) <1 (%)2

Para verificar la desigualdad, se considera la funcién g(x) = 5

x : : / _
11—cos (%), luego al calcular la derivada se obtiene que ¢'(z) =
—sen 7 la cual es siempre positiva ya que x > senx para x € [0, 7],
es decir, g es una funcién creciente, por lo que se tiene la desigualdad

considerada.

Por lo tanto, para = € [0, 7], se tiene que

-l < (7)< 5 ()

de donde la convergencia uniforme.

Segunda solucion. Del célculo real, se tiene que cosf es decreciente
y cosf < 0+ 1 para0 <6 <. Luego, parax € [0,7] yn > 1, se
tiene que |f,(z) — f(z)] = |cos (%) — 1| < |cos (£) — 1| < Z. Por
lo tanto | f,(x) — f(x)| < € siempre que n > max(1, 7).

Como % — 0, cuando n — o0, y cosx es una funcidén continua, se

tiene que cos (£) — cos0 = 1 cuando n — oo para toda z € R.

Para ver que la convergencia no es uniforme en todo R, note que en
— 1 m—n — —

los puntos x = 7 - n, se tiene que cos (T) = cosm = 0, por lo que

la convergencia falla ser uniforme en estos puntos.

4. Demuestre que

1
Pz)=)
n=1

no converge uniformemente en A = {z | Rez > 1}.
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Solucién. Note que si z = x es real, la serie toma la forma

1
px) =) —.
nl’
n=1
Para > 1, se sabe que la serie converge, ademds ¢(z) — oo, cuando
x — 1, ahora vea que la serie no converge uniformemente en (1, 00).

Si Y22, a converge, demuestre que a; — 0. Si Y7, gr(z) converge

uniformemente, muestre que gi(z) — 0 uniformemente.

Solucién. Suponga que Y °° . a; converge, es decir la sucesién de sumas
k=1

parciales s, = >_7'_, a) converge, por lo que es una sucesién de Cauchy.
Luego, para toda € > 0 existe una N € N tal que si n > N implica que

n-+p

|Sntp — Sn| = Z ai| <€, paratodap=1,23,....
k=n+1

Con p =1, se tiene que si n > N entonces |a,1| < €, luego ap — 0.

Si > o, gr(z) converge uniformemente, por el criterio de Cauchy, se
tiene que para toda € > 0 existe una N € N tal que si n > N implica que

n-+p
Z grk(z)| <€, paratoda z yparatodap=1,23,....
k=n+1

Nuevamente, haciendo p = 1, se tiene que sin > N entonces |g,4+1(2)| < €
para toda z, es decir, gi(z) — 0 uniformemente.

Muestre que
oo

1
Z nlzn

n=0

es analitica en C \ {0}. Calcule su integral alrededor del circulo unitario.

e n s
Solucién. Como €* = > | Z: es analitica en C, entonces

n=0
oo
1
B Z nlzn

n=0

=

e
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es analitica en C \ {0}. Ahora

=1 > 1 1
A;n!z”dz - Zﬁ z_”dz

= O+27TZ+O:27TZ.

El hecho de que se pueda sacar el simbolo de la suma de la integral, se
justifica por la convergencia de la serie en todo C. La dltima igualdad se
debe al hecho de que para n > 2, la funcién % tiene antiderivada, y como
la curva es cerrada, la integral es cero.

Por lo tanto, [ 37 iadz = 2mi.

n=1 n'z"

7. Demuestre que la serie

n

Zl—i—zzn

n=1
converge tanto en el interior como en el exterior del circulo unitario y
representa una funcidn analitica en cada regién.

., . . n
Solucién. Observe que siempre se tiene que o = anz,n.

Para el caso |z| < 1,
2"+ 27 2 2T = 2 2 e -1 2 272,

a partir de cierta n, entonces

n
2|z|".

z
1+ 220

Como la serie Y7 | |z|"™ converge, entonces por el criterio de comparacién
para series, se tiene que la serie Y >~ 1+22n converge absolutamente en
|z] < 1, de donde también se tiene la convergencia de la serie.

En el caso |z| > 1, como

2"+ 27 2 2 = 27 2 [ = 1 = 27/2,
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a partir de cierta n, entonces

n

1

2

BEl

z
14 22

Como la serie > _>° converge, entonces por el criterio de comparacién

n=1 | |"
ZT
para series, se tiene que la serie >~ | 1.2 converge absolutamente en

|z| > 1, de donde se tiene la convergencia de la serie también.

Como las series Y2 | [z|"y > 2

cerrados contenidos en ID; y C \ D, respectivamente, entonces lo mismo

n
es cierto para la serie Y 7 | 2o

n=1 \z\n convergen uniformemente en discos

Por lo tanto, la serie representa una funcién analitica en cada region.

Sea f una funcidn analitica en el disco Dy, = {z € C | |z| < 2} tal que
|f(2)] <7 para toda z € Dy. Demuestre que existe una & > 0 tal que si
z1,29 € Dy y si |21 — 29| < 4§, entonces |f(z1) — f(22)| < 15. Encuentre
un valor numérico de ¢ independiente de f, que tenga esta propledad.

Solucién. Por hipétesis, se tiene que f : Dy — D7 es analitica, donde D

es el disco abierto con centro en 0 y radio 7. En particular, f : D; — Dy

es continua con dominio un conjunto compacto, por lo que f en D; es
1

uniformemente continua. Luego, para ¢ = {; existe 6 > 0 tal que si

21,72 € Dy con |z — 23] <, entonces | f(21) — f(22)] < 15

Usando la férmula integral de Cauchy, se tiene para z1,20 € D; y para
v(t) = 2¢" con t € [0, 27], lo siguiente

VR Y

2mi J, 2z — 2 2ri y 72— 22

- [ (- ;f;) -

|/ (z1) = f(z2)]

_ i/ fe)(a —z)
2m | ), (2 — 21)(2 — 22)
¢ Ly Tl
2 (I =[a)(1 = [2])
< 14|z — 2o



3.2 Series de potencias y el teorema de Taylor 103

10.

3.2.

Ahora, para que |f(z1) — f(22)] < 5 se necesita que 14 - |z — 25| < &,

entonces |z, — 23| < —=. Por lo tanto, si toma § = - se obtiene el
140 140
resultado.

Demuestre que f, — f uniformemente en cualquier disco cerrado en una
region A si y sélo si f, — f uniformemente en cualquier subconjunto
compacto (cerrado y acotado) de A.

Solucion. Si f,, — f converge uniformemente en un subconjunto compacto
de A, el resultado es inmediato ya que todo disco cerrado en A es un
compacto en A por ser acotado.

Reciprocamente, si f, — f converge uniformemente en cualquier disco
cerrado en una regién A, y como cualquier compacto puede ser cubierto por
un ndmero finito de discos cerrados, entonces también f,, — f converge
uniformemente en el compacto.

Sea f, analitica en una regién acotada A y continua en cl(A), n =
1,2,3,.... Suponga que la sucesién de funciones {f,} converge unifor-
memente en fr(A). Entonces demuestre que la sucesién de funciones { f,,}
converge uniformemente a una funcién analitica en A.

Solucién. Como la sucesién de funciones { f,,} converge uniformemente en
fr(A), se tiene que para toda € > 0, existe N € N, tal que sin, m > N,
entonces |f,(2) — fm(2)| < €, para toda z € fr(A), es decir, la sucesién
es uniforme de Cauchy en la fr(A).

Para todas n, m > N, se tiene que las funciones f,, — f,, son analiticas en
A, y alcanzan su maximo en la fr(A). Si D es un disco cerrado contenido
en A, por el principio del médulo maximo, se tiene que |f,(2) — fin(2)| < €
para toda z € D. Por lo tanto, la sucesién {f,} es uniforme de Cauchy
en D, luego converge uniformemente en D. Por el teorema de convergen-
cia analitica, tenemos que {f,} converge uniformemente a una funcién
analitica en A.

Series de potencias y el teorema de Taylor

Una serie de potencias es una serie de la forma

o
an(z — z)"

n=0
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donde zj y todos los a,, son nimeros complejos fijos. Este tipo de series convergen
en discos abiertos como se enuncia a continuacion.

Teorema de convergencia de series de potencias. Sea )~ a,(z—z)" una

serie de potencias. Existe un tinico nimero R > 0, posiblemente oo, llamado el
radio de convergencia, tal que si |z—zy| < R, la serie converge y si |z—zy| > R,
la serie diverge. Mds adn, la convergencia es uniforme y absoluta en cualquier
disco cerrado en A = {z € C | |z — 2| < R}. En caso de que |z — zy| = R no
se puede hacer un enunciado general de convergencia.

Combinando los teoremas de convergencia analitica y de convergencia de series
de potencias, podemos deducir lo siguiente:

Analiticidad de las series de potencias. Una serie de potencias >~ a,(z —
2p)™ es una funcién analitica en el interior de su circulo de convergencia.

Teorema 3.2.1 (Taylor) Sea f una funcién analitica en una region A. Sea
20 € Aysea A, = {2 € C| |z — 2| < r} contenido en A (es posible que
r =00, A, = A= C). Entonces, para cada z € A,, la serie

©  p(n)(,
S e -ar
n=0 ’

converge en A, (es decir, tiene un radio de convergencia mayor o igual que ),
Yy tenemos que
— /™ (x) n
o) =3 =)

n
n=0

La serie anterior es llamada la serie de Taylor de f alrededor de z,.

1. Encuentre el radio de convergencia de cada una de las siguientes series de
potencias:

> om0 113
n=0 1427 "

Solucién.



3.2 Series de potencias y el teorema de Taylor 105

a) Usando el criterio de la razén sea a,, = n?, entonces
n2 n2

— | = lim
(n—i—l)2

n—>oo n2+2n+1
, 1
noo 1+20 + 0

lim
n—o0

Por lo tanto, el radio de convergencia es 1.

2n 2\"
b) Sea ) in => 0", (z—> entonces para que se de la convergen-

cia ZZ < 1, por lo que |z| < 2. Por lo tanto, el radio de convergencia

es 2.

c) Se tiene que lim,, |(n‘:L-!1|) = lim_, o — +1 = 0, por lo tanto, el radio

convergencia es 0.

’ 1427

1
1+2n+1 o , — o
e = lim,, oo iﬂ = 2, se

d) Como lim,, ‘ = l{m, e

‘1+2n+1
tiene que el radio de convergencia es 2.

2. Establezca la serie de Taylor para:

b) g(z) = cosz.
¢) h(z) = (14 2)®, usando la rama principal con « € C fija.

Solucion. La expansidn en serie de Taylor de una funcién analitica alrededor

de zg es
— " (20) n
- Z nl Ch)
n=0
a) Sea f(z) = senz y zp = 0, se tienen que calcular las derivadas
de la funcién y evaluar en zy = 0. Como f(2) = senz, f'(z) =
cosz, f"(z) = —senz, fO(z) = —cosz, f@(z) = sen z, entonces

f(0)=sen0 =0, f'(0) =cos0 =1, f'(0) = —sen0 = 0, f®(0) =
—cos0 = —1, f®(0) =sen0 = 0, y de aqui se repite cada cuatro
derivadas.

Por lo tanto,

3 5 7 o 2n—1

_ 2 LE_E L e 2
senz=z— gt g =g to=2 (=) (2n— 1)

n=1
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g(z) = cosz g(0) = cosO0=1
g'(z) = —senz g(0) = —sen0=0
g"(z) = —cosz g"(0) = —cosO0=-1
g¥(z) = senz g®(0) = sen0=0
gW(z) = cosz g¥W(0) = cos0=1.
Por lo tanto,
Cosz:1—%+%_%4_...:”2:0(_1)71(;”)'
c) Sean h(z) = (14 2)* y z = 0, entonces
h(z) = (1+2)% h(0)=1
W(z) = a(l+2)*", W(0)=a
W'(2) = (a)(a—1)(1+2)*"
h'(0) = (a)(a—1)
h(3)<z) = (a)(a—1)(a—2)(1+ 2)>3
hP0) = (a)(a—1)(a-2)
h(4)(z) = (a)(a—1D(a—2)(a—3)(1+2)**
h(4)(0) = (a)(a—1)(a—2)(a-3).
Por lo tanto,
(e = 1rass @D (e a2,
L(@)e— 1)(2!— D(@—=3) 4

(a) _ (a)(a—1)(a=2)---(a—n+1)

—~ , por lo tanto,

Por otro lado, se tiene que

(1+2)" =302 ()"

1

3. Calcule los primeros cuatro términos de la serie de Taylor de f(2) = &

alrededor de z; = 0. ;Cual es el radio de convergencia?
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Solucién. Se calculan las tres primeras derivadas de f:

1 1 —e? 1
= 0) = - ! = "0)=—-=
f(2) 1+ez’f() AR (1+€Z)2,f() 1
2622 e
f// 2) = _ 7 f// 0 :0
=) (14e)?  (14e) ©
6e* 6e* 6e* 1
f/// o) = — + B : f/// 0) = -
=) (1+e)t  (14e)® (1+e)? (0) 8
De donde f(2) = 5z = 5 — j2 4+ 52° + -+
La funcién f(z) = 1+162 no es analitica en {z € C | ¢* +1 = 0}, esto es
si ¢ = —1, luego e* = 1. Se sabe que ¢¥ = 1 si y sélo si w = 27in.

Entonces existe n € N tal que 2z = 2min, de donde z = 7win, con n impar.
Asi que el radio de convergencia es 7.

4. Calcule la serie de Taylor de las siguientes funciones alrededor de los puntos
indicados:
2 _
a) senz®, zp=0.
2 _
b) e**, z =0.
Solucion.

> (=1)"1 2L haciendo el cambio de

a) Recuerde que senw = )

n=1 (2n—1)1"
variable w = 22, se tiene que
00 22211—1
2 n+1
sen z° = -1 B
nz_:l (=1) (2n —1)!

Por lo tanto, sen z? =3 >°  (—1)"*! (5:1_712)!-

n . . .
b) Como e¥ ="  “:, con el cambio de variable w = 2z, se obtiene

que ¢ = Y (227

n=0 n!
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5. Sean f(z) =Y 0" sa,2"y g(z) = > 2, b,z" convergentes para |z| < R.

Sea 7 un circulo de radio » < R y defina

-3/

Muestre que F(z) = > 7 a,b,2".

Solucién. Note que f™(0) = nla, y g™ (0) = nlb,. Sea fo(z,w) =

o f&“)g( ) para 2| < Ry w € v, entonces f; es continua en z y w,

ademds si se fija w, fy es analitica en z. Por el ejemplo resuelto 2.4.15 en

[6], se tiene que
f(¢
27m/ ( ) d
1 [0fo _ 1 [f©Q) (=
ani 02 O = 0 | T2 (c)dg

De hecho note que
L Q) (=
)= 27?2‘/7@“9 (C) @

Por la férmula integral de Cauchy se tiene que

es analitica y

F'(z) =

nla, = - Qm/cnﬂ
luego
ey L [ Q) (0 _onlby [ F(Q)
F(0) = o /7 a9\ ¢ dC = i d¢ = nla,by.

Por lo tanto, F(z) = > 7 anb,2".

i Cual es la falla del siguiente razonamiento?

z __ oo 2" . i 00
Ya que e = ano 7, se obtiene que ez = Zn o =i~ Dado que esto

converge (pues e* es entera) y ya que la expansién de Taylor es Unica, la

expansién de f(z) = e: alrededor de z = 0 es 3.

Solucion. Se tiene que % no estd definida cuando z = 0, asi que no es

analitica.

nOn"
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7. Suponga que f(z) = > .7 a,z" tiene radio de convergencia R y sea
A={z€C||z| < R}. Sea zy € Ay sea R el radio de convergencia de la
serie de Taylor de f alrededor de z;. Demuestre que R—|z5| < R < R+|z|.

Solucién. Sean zy € Ay r = R — |z|. Cualquier punto en el disco B =
{z € C | |z — 2| < r} esta contenido en A, por lo que f es analitica en

B. De hecho
= Z a,z" = Z an[(z — 20) + 20)]"
n=0 n=0
oo n n -
- Zan [Z (k)zg k] (z—zo)k
n=0 k=0
oo o n
= Y ()t
k=0 n=k
= ZAk(z — 20)",
k=0
donde

Para justificar el cambio de orden en la serie iterada, basta demostrar la
convergencia absoluta como sigue. Si |z — zy| < 7, entonces

Z|an| [Z()rzo r] 2= 2ol = Zmnr lzol + 12 — 2o]]"

donde la (ltima serie converge ya que |z| + |z — 20| < R.

Por lo tanto, el radio de convergencia de la serie de Taylor de f alrededor
de zp no es menor que R — |z| = r, es decir, r < R.

Ahora, sea s = R+ |z| y suponga que s < R. Entonces, A esta contenido
en el disco de convergencia de la serie de Taylor de f alrededor de z,. De
la misma manera que antes, es posible mostrar que la serie de Taylor de
f alrededor de O tiene radio de convergencia al menos R, lo cual es una
contradiccién.
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8. Sea f(z) =Y _°°,a,2" una serie de potencias con radio de convergencia
R > 0. Para cualquier curva cerrada yen A = {z € C | |z| < R}, muestre

que fvf =0.
a) Usando el teorema de Cauchy.

b) Justificando la integracién término a término.
Solucion.

a) Como la serie f(z) = Y °  a,z" tiene radio de convergencia R, f
es analitica en el disco con centro 0 y radio R. Como v es una curva
cerrada y estd contenida en ese disco, el teorema de Cauchy asegura
que la integral fvf = 0.

b) Como la serie f(z) = )", a,z" tiene radio de convergencia R, la
serie converge uniformemente en cualquier disco cerrado con centro
0 y radio r, con r < R, entonces

[ [ S-S [ a0

n=0

ya que cada 2" tiene una antiderivada y v es una curva cerrada.

sen z
Cos z

9. Encuentre los primeros términos de la expansién de Taylor de tan z =
alrededor de z = 0.

Solucion. Sea f(z) =tanzy zp = 0, luego

f(2) tanz, f(0)=0
'(2) = sec’(z), f(0) =1
f"(z) = 2sec(2)tan(z), f(0)=0
fO() = 2sec(z) +4sec?(2) tan’(2), f@(0) =2
fW(2) = 16sec’(z)tan(z) + 8sec?(z) tan®(2), f@(0) =0,

y de hecho f©®)(0) = 16. Por lo tanto, tan(z) = z + 2 + 1622 ...

10. Demuestre que una serie de potencias converge absolutamente en todo su
circulo de convergencia, o en ningun lugar de éste. Dé un ejemplo para
mostrar que cada uno de estos casos puede ocurrir.
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11.

Solucién. Considere la serie de potencias

Z an(z — 29)"

n=0

con radio de convergencia R. Para determinar la convergencia absoluta, se
tiene que considerar la serie

) )
D lanll(z = 20)[" = lan| B",
n=0 n=0

la cual converge o diverge pues es una serie de nlimeros reales no negativos,
por lo que se tiene el resultado pedido.

Considere la serie >~ | %5, la cual tiene radio de convergencia R = 1,

por lo que en el circulo de convergencia, la serie de valores absolutos se
H o0 1 ,

convierte en ) | -, la cual es convergente en todo el circulo de conver-

gencia.

Para el otro caso, considere la serie Y ° 2" que tiene radio de conver-
gencia R = 1; en este caso la serie no converge absolutamente en ningtin
punto de su circulo de convergencia.

Sea f(z) =) .~ ,a,2" convergente para |z| < R. Si 0 < r < R, muestre
que f(z) = >_>"  a,r"e™, donde z = re” y para toda n € N,

1 27 0 -
- e 0. 1
= LG (31)
Ademds, muestre que
1 2 0 2 = 2 92n
o |, |Fre®)"do =) lan]* " (3.2)
n=0

La ecuacidn (3.2) es referida como el teorema de Parseval, y decimos que
la ecuacién (3.1) expresa a la serie se Taylor como una serie de Fourier.

Solucién. Sustituyedo z = re® en f(z) = > 7 a,z" es inmediato que

f(z)=>"", a,rtem?.
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12.

Por la férmula integral de Cauchy, con () = re?, para 6 € [0,27], se
tiene que

[0 1 fie, 1 / [06) oy
tJo

n == 1 = 95 P = o it Lgi(n+1)0
por lo tanto
1 2
10\ _—inf
an = re'e db.
" 27T7’”/0 f(ret)

0

Note que si z = re’, entonces se tiene que

1f(2)]2 = f(re?) .W = (Z anrneme) ) (Z anr”e_me) ‘
n=0 n=0
Como la integral [;™ ¢ df = 0 para todo entero m # 0, se tiene que
1 2m NP 1 2 . 00 Y o
or ; |f(7’e )‘ de:% i la,|*r dQ:Z|an| P2
n=0

Para mas detalles, ver problema 6 de la seccion 3.3.

Calcule la expansién de Taylor de ((z) = >~ n~* alrededor de z = 2.

Solucion. Por el ejemplo resuelto 3.1.15 de [6], se tiene que ((z) =
Y 2, n~% es analitica en la regién A = {z € C | Rez > 1} con deri-

vada ('(z) = —> 0 (logn)n~>.
La serie de Taylor de ((z) alrededor de z = 2 es

) = anz—2)"

=0

3

donde

Luego, se tienen que encontrar las derivadas de ((z), evaluadas en zy = 2.

Como ('(z) = —=>_°7 ,(logn) n™7, entonces ¢"(z) = > (logn)*n~*y

en general
oo

(W) = (=1)" ) (logn)*n~.

n=1
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Por lo tanto, al evaluar en z = 2 las derivadas, se obtiene que

((2) =) an(z—2)" = % ((—1)k 3 (1052”) ) (z —2)"

n=1

13. Encuentre una funcién f tal que f(0) =1y f'(x) = zf(x) para toda z.
Solucion. Sea f(z) = > " a,z", con ap =1 ya que f(0) = 1.

También, f/(z) = 77  na,z""'. Luego, de la ecuacién dada se tiene que

o0 o0 o0
E na,z" ' =z E a2t = E a, 2"t

Lo anterior es equivalente a
0=ay + (2a2 — ag)z + (3az — a1)2* + (day — az)2® + - -

donde el término general es [(n + 1)a,+1 — a,—1]2" para n > 1. Entonces,

a; =0, 2a3 —ap =0, ..., (n+1Dap1 —a,_1 =0, ....
Es decir, a,41 = ‘Z:ll para toda n > 1. Usando que ag = 1 se tiene que
ay = 0726L2 = 1736L3 —a; = O,4CL4 — Qg = O, .... Porlo tanto, agn4+1 = 0

1 _ _ 1 :
5Ton = o) — Tl De donde se tiene
2

n Z2
que f(2) =1+ 72" =20 & (%) = e 2. Por lo tanto, una

2
., ., . xZ
funcién que resuelve la ecuacién pedida es f(z) =e2.

para toda n € Ny ay, =

3.3. Series de Laurent y clasificaciéon de singula-
ridades

El teorema de la expansién de Taylor no aplica a funciones como f(z) = % o

z
f(z) = < en 2z, = 0, pues no son analiticas en ese punto. Para tales funciones
existe otra expansion, llamada la expansiéon de Laurent, que utiliza potencias
inversas de z. Esta expansion es importante en el estudio de puntos singulares

de una funcién.
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Teorema 3.3.1 (Expansion de Laurent). Sear; > 0,70 > 1, y 20 € Cy
considere la region A = {z € C | r < |z — 29| < ra}. Se admite que r, =0 o
r9 = 00 (0 ambos). Sea f analitica en la region A. Entonces, podemos escribir

o

F6) = Yl =) + 30

donde ambas series en el lado derecho de la ecuacidn, convergen absolutamente
en A y uniformemente en cualquier conjunto de la forma B,, ,, = {z € C | p; <
|z — 20| < po}, donde r1 < p1 < py < r9. Siy es un circulo alrededor de zy con
radio r, con r1 < r < ry, entonces los coeficientes estan dados por

1 f©)
an:% Fymd(, n:0,1,2,...
bn:%/vf(g)(g—zo)"‘ld(, n=12 .

La serie para f en el teorema anterior es llamada la serie de Laurent o ex-
pansion de Laurent alrededor de z; en el anillo A. Ademds, la expansion de
Laurent es unica.

Es de suma importancia considerar el caso r; = 0, ya que entonces f es analitica
en {z € C|0 < |z— 2| <}, la ry-vecindad agujerada de z, y decimos que
2o es una singularidad aislada de f. De esta forma, podemos expander a f en
serie de Laurent como sigue:

bn

f(Z):‘”_{—m_i_”‘_{_Z—ZQ

+a0+a1(z—z0)+a2(z—zg)2+---,

vélida para 0 < |z — zo| < 7.

El coeficiente b; es de cierta relevancia y se le conoce como el residuo de f en z.
Su importancia radica en el hecho de que es suficiente conocer este coeficiente
para calcular la integral de f sobre una curva cerrada, a este resultado se le
conoce como el teorema del residuo.

1. Encuentre la expansién en serie de Laurent de ﬁ alrededor de 2z, = 0,

valida en la regién 1 < |z] < oo.
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Solucidn. Sea

1
2(z+1)

1
la cual converge ya que 1 < |z|. Por lo tanto, oD = >

—_

1
z

n=0

oo
n=0

1
Zn+2

(1" ().

2. Expanda en una serie de Laurent, en las siguientes regio-
z2(z—=1)(z —2)
nes:
a) 0<|z] <1
b) 1< |z <2.
Solucion.
a) Note que
1 1 1 1 1 1 1
2z-1)(z—-2) 2z\z2-2 z—-1) 2z\1l-2z 2-—=z
1 1 1
oz \1l—-2z 2(1-2/2)
1 ( > 2 n)
- (Ee-150
z 2 2
n=0 n=0
SRR N E)
z
n=0 4 n=0 2
- 1 n—1
- > (-5
n=0
Por lo tanto, .9y = 202 (1 = ga5r) 2"~ cuando 0 < |z] <

1.
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3. Suponga que la serie de Laurent de f(z) = 16

b) Ahora para 1 < |z| < 2, se tiene que

z(z—1§(z—2) B 2(212_211):1(1;_2;)
1 1 1
T (2(100 1/2) 201 mz/2)>
S )
-5 (SE2E)

Il Il
e DM w=
7~ N 7 N
N
3
+}—‘
no
|
N —
~
DO | W
—— ©
3

3
Il
=)

3
Il
=)

, valida para 0 < |z] < 1,

oo
es > ¢z Caleule c_o, c_1, o, 1, Co.

., . 1 o 00 n .,
Solucién. Para 0 < |z| < 1, se tiene que — = » z". También,
L 1 1 1 _\oo 1 00 n _
ez—1+;+ﬁ+m+~~—znzom.Porloquezn:_oocnz =

e8] 1 n
> 0 nizn Dm0 2"
Para calcular c_y, c_1, ¢p, c1, ca, se deben calcular los coeficientes de Z%

%, el término independiente, z, 22, respectivamente.

Por ejemplo, para calcular c_, se debe encontrar el coeficiente de Z% en

00 1 [e'S) n / . .
> Y o 2", el cual despues de comparar términos, se obtiene que

n=0 nlz"
es .
TRERE ! 2
TRETASTRASRED SFTEE R
n=2
Andlogamente, se tiene c_; = Y 2 L =e—1,¢=> 0 L = =
Cy = €.

Demuestre, usando series de Taylor, la siguiente versién compleja de la
regla de L’Hospital: Sean f(z) y g(z) analiticas, ambas con ceros de
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% tiene una singularidad removible, y

f(2) _ fY(%)

lim = .
259 g (0)

orden k en z,. Entonces

Solucién. Como fy g son analiticas, ambas con un cero de orden k en z,
se pueden escribir de la siguiente forma, f(z) = (z — 29)*h(z) donde h(z)

es analitica en z, y h(z) = f<k) o) £ 0; g(2) = (2 — 20)¥t(z) donde t(z)

¢ )
es analitica en zp, y t(zp) = &% ZO # 0. Entonces

f(2)  (z=20)"h(z)  h(z)
g9(z

) T M) i)
Por lo tanto, lim,_, ,, gg 3 = ﬁ:;g 3

tiene una singularidad removible en zj.

y como el limite existe, entonces fgg

5. Si f es analitica en una regién que contiene a un circulo v y a su interior, y
tiene un cero de orden 1 Gnicamente en zj en el interior o sobre vy, muestre

" /)
omi (2) dz

Z0 =

Solucion. Como f tiene un cero de orden 1 en zy, existe una funcién

analitica ¢ en una vecindad de z, tal que f(z) = (2 — z)¢(2), con
6(20) £ 0. Luego, ['(z) = (= — 20)(2) + 6(2), por lo que
2f'(z) 1 [zl(z=2)¢ (2) + ()]
i) 0 T wml),T Gomel
1 2¢'(2) 1 z
= 5= o) dz—i—% 7Z_Zod,z.

Es claro que ;- fv ¢ (2) = jj((z)') es analitica. Ademds,

sig(z) =z, entonces g(zo) = 2 y utilizando la férmula integral de Cauchy,
se tiene

1 z
20 = ——
2mi ), 2 — 20

dz.

Por lo tanto, zy = ﬁ f’y ZJ{ES) dz.
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6. Para f como en el teorema de expansidén de Laurent, muestre que si r; <
r < r9, €ntonces

2T 00 oo
/ ‘f(zojtreie)‘zd& = 2ﬂz|an|2r2n+2ﬁz|bn|27“_2n.
0

n=0 n=0

Solucion. Por el teorema de expansidn de Laurent, se tiene que

flz) = n(z2 — 20) +Z T para 11 < |z — 2| < 7.
n=0

Sea z = zo+re conry <71 <19, luego f(z0+1re?) =37 a,(re?)"+

> W’ donde la convergencia es absoluta y uniforme. Entonces

2
/ [f Gz +re?)Pdd = / f(z0+7é”) f (20 + rei)df
0 0

2T o0
n
= a re + E :
/0 " 7’619
n=0

n=1

n=0

s

= QW; |ap|?r?™ + 27?2 ‘TZTL

Note que se ha usado el hecho de que

2w o
/ an(rew)” . C_Lm(T’e_w)mdQ — an(_zan+m/ ew(n_m)dﬁ
0 0
_ 0 n#m
B 21|a,|*r*® n=m,

2 7
/ an(reie)"(bicw =0 si n#m
0

re=i)ym

Mg

y que

/(bﬁ . b"? df =0 si n#m.

Tez@)n (TG—ZO)m
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7. Suponga que f tiene un cero en zy de multiplicidad k. Muestre que el
residuo de f7 en zp, es k.
Solucién. Como f tiene un cero de orden k en 2, existe g analitica en
una vecindad de 2z, con g(zg) # 0 tal que f(z) = (z — 20)*g(2). Ahora,

la derivada de f es igual a f'(z) = k(z — 20)¥1g(2) + (z — 20)*¢/(2),

entonces

f'(z) _ k(z—2)*"g(2) + (= — 20)g'(2) _ & L9

f(z) (2 — 20)kg(2) z—2  g(2)
Como % es analitica en una vecindad de 2, se tiene que Res (J%, z0> =
k.

. 1 , . .
8. Evalle f7 2"e=dz, donde 7 es el circulo de radio 1 centrado en 0 y recorrido
una vez en direccién contraria al sentido de las manecillas de reloj.

Solucién. Sea f(z) = z"e:, estd funcién solo tiene una singularidad en
2o = 0 que esta dentro de . Se sabe que f f(2)dz = 2mi - by, donde by
es el coeficiente de de la serie de Laurent aIrededor del 0.

n on—k

o
Como e* = =X On, entonces Zler = b0 g T Y= n+m) zm por lo
que el coeficiente de 2 es — . Por lo tanto, f flz dz = Qﬂ) .

9. a) Sea z una singularidad esencial de f y sea U una vecindad aguje-
rada de zy. Demuestre que la cerradura de f(U) es C.

b) Suponga el teorema de Picard y derive el "teoremita de Picard”:
La imagen de una funcidn entera no constante, es todo C, excepto
posiblemente por a lo mas un punto.

Solucidn.

a) Para demostrar que la cerradura de f(U) es C, se tiene que mostrar
que f(U) es denso en C.

Sea w € C, por el teorema de Picard, la ecuacién f(z) = w tiene
infinidad de soluciones z € U, con excepcién de un valor w. Si w
no es este valor excepcional, cualquier vecindad W de w intersecta a
f(U). Sea w el valor excepcional, y sea W una vecindad de w. Luego
siu € W\ {w}, entonces la ecuacién f(z) = u tiene solucién z € U,
por lo tanto U N W # (). Esto muestra que f(U) es denso en C.
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b) Sea f : C — C una funcidn entera no constante. Si f es un polinomio,
entonces por el teorema fundamental del dlgebra se tiene el resultado.

Suponga ahora que f es una funcién entera que no es un polinomio
y considere la funcién g(z) = f(1/z). Como f no es un polinomio, g
tiene una singularidad esencial en z = 0. El resultado ahora se sigue
del teorema de Picard.
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La variable compleja es una rama de las matematicas que posee algo para
todos los gustos. Ademas de tener aplicaciones en la fisica y, en especifico, en
otras partes del analisis, representa una puerta de entrada en otras areas de las
matemadticas, por ejemplo, la teoria de homotopia, la geometria hiperbdlica, la
dinamica holomorfa, entre otras.

Este libro incluye algunos de los tépicos de variable compleja que se han
ensefado en la ultima década en la Licenciatura en Ciencias de la Facultad de
Ciencias de la Universidad Autonoma del Estado de Morelos (UAEM), en las
areas terminales de Matematicas y Fisica. Los temas aqui desarrollados corres-
ponden a un curso estandar de variable compleja en cualquier licenciatura en
estas areas.

La motivacion principal para realizar este libro es proporcionar al estu-
diante un apoyo adicional para este curso, que le sirva como base para aden-
trarse tanto en la teoria como en la resolucién de problemas.
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