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Prodlogo

El propédsito principal de este libro es exponer la construccion de diferentes métodos de
solucién de ecuaciones en derivadas parciales y ecuaciones ordinarias que aparecen en
problemas asociados al estudio de fenémenos fisicos asi como la introduccion de funciones
especiales que se originan al resolver dichos problemas. El enfoque de este libro tiene como
proposito principal que el lector pueda analizar las metodologias de solucion y durante
este proceso analizar las soluciones de ecuaciones diferenciales que resultan en funciones
especiales.

En este sentido, en el capitulo [1] se introduce la funciéon gamma de Euler, la cual es
una herramienta de mucha utilidad en la construccion de diversas funciones especiales, al
tratarse de una funcion que generaliza la operacién factorial. En este mismo capitulo se
introducen algunas funciones relacionadas con la funciéon gamma, tales como las funciones
digamma y poligamma, la familia de funciones beta de Euler o la funcién zeta de Riemann
y exploramos sus propiedades mas elementales. En este punto, se pone al lector en contacto
con uno de los principales objetivos de este libro al introducir funciones especiales en
capitulos posteriores: conocer las propiedades de una funcién especial a través de diferentes
representaciones o a través de diversas relaciones funcionales (o relaciones de recurrencia),
que nos facilita comprender su comportamiento en general.

El capitulo [2] estd destinado a introducir al lector en el mundo de las ecuaciones en deriva-
das parciales, presentar diversas clasificaciones, asi como dar un panorama de las princi-
pales ecuaciones en derivadas parciales que se originan en el estudio de diversos fenémenos
fisicos. Asimismo, se establecen las condiciones generales (condiciones de frontera y condi-
ciones iniciales), para establecer adecuadamente el problema y la correspondiente solucién.
Este capitulo finaliza con el estudio de la teoria de Sturm-Liouville, la que permite obtener
soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias con caracteristicas especiales, soluciones
a las que nos referiremos genéricamente como funciones especiales. Posteriormente, en
el capitulo [3| se introduce el método de la separacion de variables a través de ejemplos
sencillos. Ya en esta seccion se hace uso de la teoria de Sturm-Liouville para establecer
propiedades ya conocidas de algunas funciones elementales y la construccion de soluciones
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generales a través de desarrollos en serie. Veremos en particular como se origina la serie de
Fourier como un problema tipo Sturm-Liouville en lugar de visualizarlo como un cambio
de base, como normalmente se introduce.

En el capitulo [4 se comienza con el estudio de las funciones que se generan al resolver
problemas con geometria cilindrica. Abordamos inicialmente el problema de resolver la
ecuacion de onda en un dominio circular como motivacién para introducir la gran familia
de funciones denominada funciones de Bessel. Primero, desarrollamos las funciones de
Bessel de primer y segundo tipo, que son las que ayudan a resolver el problema de la
funcion de onda. Se establecen estas funciones como una analogia de las funciones trigo-
nométricas, analogia que se extiende al definir las funciones de Hankel (también llamadas
funciones de Bessel de tercer y cuarto tipo) como las equivalentes de las funciones exponen-
ciales imaginarias. Posteriormente, introducimos las funciones de Bessel modificadas de
primer y segundo tipo, siendo esta tltima una funcién clave para obtener aproximaciones
asintdticas de todas las funciones de la familia Bessel.

Posteriormente, en el capitulo [5| comenzamos el estudio de la solucién de ecuaciones en
derivadas parciales con geometria esférica, particularmente de la ecuacién de onda como
el arquetipo de problemas en los que se originan las funciones que genéricamente deno-
minamos esféricas. Inicialmente, se definen los polinomios de Legendre y las funciones
asociadas de Legendre como soluciones asociadas a la parte angular de la ecuacion de
onda. Luego, se introducen los armonicos esféricos que aparecen normalmente al resolver
problemas con geometria esférica en los que interviene el operador de Laplace. En el caso
particular de la ecuacién de onda, se desarrolla la solucion general a través de las funciones
de Bessel esféricas que se definen como una extension natural de las funciones de Bessel al
caso esférico. El capitulo [f] se dedica a introducir varias familias de funciones especiales.
Ademas, se introducen las familias de polinomios ortogonales de Hermite y de Laguerre
asi como los polinomios asociados de Laguerre, y culminamos este capitulo con una breve
introduccién a la teoria de las funciones hipergeométricas.

Por otro lado, en la segunda parte de este libro se aborda el tema de los métodos integrales
para resolver ecuaciones en derivadas parciales. De esta manera, en el capitulo[7]se aborda
el problema de las ecuaciones integrales con cierta generalidad y analizamos su conexion
con las ecuaciones diferenciales ordinarias en una dimension. En ese capitulo se presenta
la técnica de la serie de Neumann, asi como el método del niicleo separable, para resolver
una amplia clase de ecuaciones integrales lineales, tanto de tipo Fredholm como de tipo
Volterra. Ademas, se establece una teoria paralela a la teoria de Sturm-Liouville para
las soluciones de ecuaciones integrales con ntcleo simétrico, conocida como la teoria de
Hilbert-Schmidt. En el capitulo [§] nos adentramos, brevemente, a la teoria de funciones
de Green como técnica de solucién de ecuaciones en derivadas parciales y su conexion
tanto con la teoria de ecuaciones integrales como con las funciones propias que resultan
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de la teorfa de Sturm-Liouville. En el capitulo [ exponemos brevemente la técnica de
transformadas integrales para resolver ecuaciones en derivadas parciales. Presentamos
las dos transformaciones integrales emblematicas, que son la transformada de Fourier
y la transformada de Laplace. Al final del libro, se presenta un apéndice con férmulas
elementales que son de utilidad para su consulta y para poder desarrollar los célculos
presentados aqui.

Es conveniente mencionar que todas las graficas (no esquematicas) presentadas a lo largo
del libro han sido obtenidas mediante cddigos escritos en Python utilizando librerias de
cédigo abierto. Especificamente, se hace uso de la libreria SciPy que contiene rutinas para
calculo de varias funciones especiales, varias incluso que no se mencionan en este libro.
Los codigos escritos para este proposito se pueden encontrar en el repositoriol de GitHub
creado ex profeso para su consulta por parte de los estudiantes:

https://github.com/raul-sg-001/Metodos-Matematicos-Funciones-Especiales.git

Finalmente, se debe dejar dicho que este libro es un compendio de técnicas matematicas
cuyo proposito es servir como punto de referencia de aprendizaje en la gran diversidad de
disciplinas que requieren esta clase de metodologias, con un enfoque, principalmente, en
la fisica o la ingenieria.

Cuernavaca, Morelos a 19 de agosto de 2025
Raul Salgado Garcia


https://scipy.org/
https://github.com/raul-sg-001/Metodos-Matematicos-Funciones-Especiales.git
https://github.com/
https://github.com/raul-sg-001/Metodos-Matematicos-Funciones-Especiales.git

XIV

Por una parte, la materia que trato es tan vasta y tan variada que
temo abordar el asunto de una manera enciclopédica y superficial;
por otra, es deber mio no cansar la imaginacion con aforismos que
unicamente ofrecerian generalidades bajo formas dridas y dogmdticas.

Alexander von Humboldt
Cosmos. Ensayo de una descripcion fisica del mundo
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Funciones especiales y ecuaciones
en derivadas parciales






Capitulo 1

La funcion gamma de Euler
y funciones relacionadas

1.1. La funcién gamma

El 13 de octubre de 1729, Christian Goldbach, matematico prusiano, nacido en Konigs-
berg, conocido principalmente por la conjetura que lleva su nombre El recibié una carta
en la que se resolvia el problema de extender la funcién factorial para valores no enteros
positivos. El remitente de dicha carta era quien hoy es considerado uno de los més gran-
des y prolificos matematicos de todos los tiempos y cuyo nombre se asocia con multiples
descubrimientos tanto en la fisica como en las matematicas: Leonhard Paul Euler [23].
En realidad, quienes propusieron a Leonhard Euler el problema de extender la funcion
factorial fueron Daniel Bernoulli y Christian Goldbach [7], reconocidos también como
grandes matematicos de la historia. Hoy en dia, esta funcion es ampliamente conocida
como la funcién gamma de Euler, y es una funcion icénica tanto en la fisica como en las
matematicas. A esta funcion nos referiremos simplemente como funcién gamma.

La funciéon gamma es una de las primeras funciones especiales que se presentaran a lo lar-
go de este libro, por dos razones principalmente. Primero, la funcién gamma es de suma
importancia porque varias funciones especiales, que resultan al resolver algunas ecuacio-
nes de la fisica, inevitablemente se desarrollan con ayuda de dicha funcion. El segundo
propésito de introducir la funciéon gamma es de caracter practico. Aunque la funcién gam-

!La conjetura de Goldbach establece que “todo niimero par mayor que 2 puede escribirse como suma
de dos ntmeros primos”, y es considerado uno de los problemas abiertos mas antiguos de la historia de las
matematicas. Curiosamente, este problema fue también establecido en una correspondencia de Goldbach
a Euler fechada el 7 de junio de 1742 [23].
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ma es especial porque no esta definida en términos de funciones elementales, no pertenece
a la clase de funciones especiales que se desarrollaran mas adelante dentro del marco de
la teoria de Sturm-Liouville. No obstante, la funcion gamma sirve como arquetipo de la
metodologia y del espiritu mismo del desarrollo de las funciones especiales, como se pre-
sentaran a lo largo de este libro. Esto es, cuando se define una funcién especial a través
de alguna féormula o ecuacion, sus propiedades normalmente se obtienen mediante dife-
rentes representaciones de la misma, o formulaciones alternativas que pueden permitirnos
simplificar calculos o incluso hallar nuevas propiedades que en formulacién original no son
del todo directas.

1.1.1. Definicion de la funcién gamma y el factorial de un entero

Al parecer, la primer definicién de la funcién gamma en este sentido fue la versién dada
por Euler, en su correspondencia con Goldbach, establecida como un producto infinito. La
funcién gamma se suele representar con la letra griega gamma maytscula, I’ El Més tarde,
el mismo Euler encontraria la representacion como integral impropia, que es la definicion
mas popular y elegante que aparece en varios libros de fisica y matematicas.

Vamos a definir la funcién gamma, I' : C — C, como el siguiente limite infinito (definicién
también debida a Euler [5]):

['(z) := lim 223

, 1 ;
n—>ooz(z+1)(z+2)~~(z+n)n ' (1.1)

Como mencionamos anteriormente, la motivacién para introducir la funcién gamma es que
se trata de una funcién que extiende la funcion factorial para valores mas alla de los enteros
positivos. Mostremos que I'(2) es, efectivamente, una funcién que interpola los valores del

factorial. Comencemos observando que, cuando evaluamos I' en z + 1 obtenemos:

) 1-2-3...n .
Petl) = I o oG+ eant )" (12)
y 1-2.3...n

D+ 13) (1)

= (n ; 1) (2(2 = 1>1§—2?23;<'z”+n?;>@--+<?+ "t ”nz)

Notemos que, en el limite anterior, las cantidades encerradas entre paréntesis poseen un
limite bien definido cuando n — oo. Los primeros paréntesis encierran una cantidad cuyo

z+1

2La notacién de la funcién con la letra griega gamma, I', es debida a Legendre, aunque previamente
Gauss utiliz6 la letra griega Il para la funcién factorial.
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limite es uno, mientras que la segunda pareja de paréntesis tiene como limite la funcion
gamma evaluada en z. Puesto que el limite de un producto puede escribirse como el
producto de los limites (cuando éstos existen), entonces, resulta claro que:

B ) n , 1-2-3---n-(n+1) .
P+1) = Z(Jggon—i—l>(nh—>lgoz(z+l)(z+2(z+3)--~(z+n+1)n)’ (13)

de donde se sigue inmediatamente que la funcién I'(z) satisface la siguiente propiedad,
[(z+1) =2I'(2), (1.4)

la cual es una de las relaciones funcionales basicas de la funciéon gamma. Este tipo de
relaciones son denominadas genéricamente como relaciones de recurrencia, y esta es, en
particular, una relacion de recurrencia de la funcién gamma. Mas adelante veremos que las
relaciones de recurrencia seran de importantes para entender, en parte, el comportamiento
de una funcién especial. Por otro lado, también podemos notar que si z = 1, entonces, el
limite se puede calcular facilmente:

1-2.3---n .

r) = lim @G- m+1)" (1.5)

Es decir, tenemos que el valor de la funcién I'(z) en z igual a uno es justamente uno. Esta
propiedad, en forma conjunta con la relacién funcional (a la que también llamaremos
relacion de recurrencia), nos permite obtener valores de la funcién gamma para valores
de z enteros mas alld de la unidad. En efecto, recordando que I'(z+41) = 2I'(z) y tomando
z = 2, entonces, tendremos que:

[(2)=r1+1)=1-T(1) =1,

esto es, la funcion gamma valuada en z = 2 también es uno. Tomando un entero positivo
n arbitrario, es facil convencerse de que:

I'n+1) = nl'(n)=nn—1)I'n—-—1)=n(n—1)(n-2)'(n—2)=... (1.6
= nn—1)(Mn-2)---3-2-1I'(1),

lo que muestra que:
'n+1) = nn—1)Mn-2)---3-2-1=nl, (1.7)

es decir, la funcién I'(z) toma los valores de la funcién factorial cuando z es un entero
positivo.
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1.1.2. Otras representaciones de la funcién gamma

Vamos ahora a obtener una representacién alternativa de la funcién I'(z) partiendo de
la definicién que introdujimos en la ecuacién (|1.1)) como un limite infinito. Comencemos
definiendo una funcién que nos sera de mucha utilidad para este fin. Sea F': C x N — C

la funcion definida como:
n t n
F(z,n) := / (1 — —) 7t (1.8)
0 n

Esta funcion la vamos a transformar en otra integral mediante el cambio de variables
u = t/n. Realizando dicho cambio de variable podemos observar que:

F(z,n) = /0 (1 = w)" (un)*ndu, (1.9)

o bien, acomodando los factores,

F(z,n) = nZ/O (1 —u)"u* 'du. (1.10)

Vamos ahora a hacer una transformacion més: vamos a realizar la integracién por partes
tomando las funciones f = (1—u)"y ¢’ = u*~'. Recordando la vieja férmula de integracién
por partes [} podemos ver que:

z

1 1 .
F(z,n) = n? {(1 — u)”u— +/ n(l— u)”_lu du
z 0

0 z

nz—i—l 1
= / (1 —u)" tu*du, (1.11)
= Jo
o bien,
n [
F(z,n) = n® —/ (1 —u)" tu*du. (1.12)
< Jo

Solo con fines ilustrativos y para entender con facilidad la siguiente exposicion de ideas,
vamos a definir una nueva funcién, denotada por G, (z), como sigue,

Gn(z) = F(zn) :/0 (1 —u)"u* 'du. (1.13)

nz

Esta expresiéon para G,(z) se obtiene a partir de la identidad (1.10]). Por otro lado, si
miramos la identidad ([1.12)), podremos darnos cuenta de que la funcién G, (z) satisface

SEstoes, [ fg'=fg—[[g.
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una relacién funcional interesante que resulta ser una relacion de recurrencia. No es dificil
apreciar que la ecuacién ([1.12]) nos conduce a:
n
Gn(z) = —Guo1(z+1). (1.14)
z

Si iteramos esta relacion de recurrencia sucesivamente para reducir el valor de n a cero,
podemos ver que:

_n B ~n(n—1) B
Gn(z) = . Gno1(z+1) = EE) Gn_2(z + 2)

_ n(n—1)(n—2

2z 1)(2+2) Gns(z+3)

B nn—1Mn-2)---2-1
B 2(z+1)(z4+2)--(z+n—1) Go(z + n). (1.15)

Si recordamos ahora la definicién de la funcién G, (z), podemos verificar sin problemas
que:

wtn |t 1

1
Go(z+n) = /uz+n1du: = (1.16)
0

z4+n|, z+n

Usando este tltimo resultado conjuntamente con la definicién (1.13)) en la identidad (|1.15)

obtenemos lo siguiente:

F(z,n) B n(n—l)(n_Q)...Q...l
n? 2+ D42 (2= 1)(z+n) (1.17)
o bien,
P - D@21 .

2(z4+1)(z+2)---(z+n—1)(z+n)

Esta ultima ecuacién nos indica que la funcién F(z,n) estd intimamente relacionada con
la funcién gamma que definimos a través del limite (|1.1)). En efecto, podemos apreciar
que

m F(z.n) = lm nn—1)n-2)---2---1
nlaooF(v ) 7}*)002(2“‘1)(2‘{‘2)-..(2—{—7’1,—1)(Z+n)

n*=T(z). (1.19)

Hay que recordar que la forma original de la funcién F(z,n) viene dada por la expre-
sién (|1.8)), por lo que si usamos dicha expresién para calcular el limite, obtendremos lo
siguiente:

n t n
lim F(z,n) = lim (1 — —) t*~dt. (1.20)
n—00 n—o0 Jq n
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No es dificil probar que la tltima integral que aparece en la ecuacién anterior converge a
una integral impropia en cuyo integrando aparece la funcién exponencial. De esta manera,
podemos ver sin mucho problema que:

lim F(z,n) :/ e '* 1 dt. (1.21)
0

n—oo

Puesto que ya hemos visto que el limite lim,, o, F'(z,n) coincide con la funcién gam-
ma, esta ultima igualdad nos muestra que I'(z) coincide con la integral impropia de la
ecuacién ((1.21]). Asi pues podemos escribir:

I'(z) = / e 7 tdt, (1.22)
0
la que es una de las representaciones mas conocidas de la funciéon gamma de Euler.

Otra representacion de la funcién gamma, tal vez no tan popular como la representacion
integral, es una que se exprese como un producto infinito, conocida como la definicion de
Weierstrass de la funcion gamma. Recordemos la definicion de la funcién gamma como
un limite y reescribamos los factores usando la notaciéon de producto. Podemos ver sin
mucho problema que

, 1-2-3---n /1 1 P n
['(z) = lim n® = lim | - n?,
n—oo z(z+1)(z+2)---(z+n) n—oo\z) \2z+1) \z2+2 z+n

lo cual, implica que
i n%\ — k
O(2) = lim (—) |1 ( ; k) ' (1.23)

k=1

Vamos ahora a escribir el reciproco de la funcién gamma y haremos uso de la identidad
n? = ™™ Haciendo eso obtenemos
n

1 Y z - Z+k7 Yy ~In(n)z Z—l—k}
F(Z) a nh—>nolo (eln(n)z> IH < L ) - nh_>nolo ze H I , (1.24)

k=1

lo cual se puede escribir de manera més elegante como,

1 L z
~ lim ze M- (1 —). 1.25
AER R VG 129

Vamos ahora a hacer uso de una identidad de la funcién exponencial. Dado que ésta tiene
la propiedad de que el producto de exponenciales puede verse como la exponencial de la
suma de los argumentos, queda claro que

exp (Zl %) = l_Ilez/m, (1.26)



La funcién gamma 9

lo que significa que podemos escribir

1= exp (En: %) ( ﬁ e—z/m). (1.27)

m=1 m=1

Si usamos esta identidad para reescribir la ecuacién ([1.25)), tendremos que

%@ - i ze )7 oxp, (Zn: %) ( ﬁ e—z/m) (’i[l (1 + %) )

m=1 m=1
" 2 = z
= 1 » =) er iz ||(1 —) —=/k 1.28
lim zexp (mZI m) e 11 + z)e (1.28)

en donde fusionamos los productos que aparecian separados en uno solo. Fusionando,
igualmente, las exponenciales en una sola, obtenemos:

1 , "1 & A
gt e (S5 w0 I am

m=1

En esta ultima expresion aparecen dos sucesiones que podrian tratarse de manera separada
si sus correspondientes limites existieran. Primero observemos la sucesion que aparece
dentro de la exponencial fuera del producto. A esta sucesién la llamaremos 7, y esta dada

por:
n

1
Y 1= — — In(n). 1.30
32 - (130
Se debe notar que la suma de los reciprocos de los naturales no es una serie que converja.
Pero tampoco lo hace el logaritmo de n cuando n tiende a infinito. Sin embargo, la
diferencia de estas cantidades tiende a un limite finito cuyo valor se denomina constante

de Fuler-Mascheroni, y dicha constate se denota por la letra griega v,
v = lim i N In(n). (1.31)

La convergencia se puede demostrar si expresamos la sucesion 7, como una serie (solo
hay que escribir el In(n) usando una serie telescopica) y hacemos uso del criterio gene-
ralizado del cociente [56]. De esta manera, puesto que en el proceso limite dado por la
ecuacion tenemos un producto de sucesiones convergentes por separado, podemos
aplicar la regla de que el limite del producto es el producto de los limites, asi tenemos
que:

1 —~ 1 - z
— s - 3 e —z/k
o znh_r)glo exp <z [ E - ln(n)]) 7}1_1)20 k”l (1 + k) e ", (1.32)

m=1
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de manera que podemos escribir la funcion gamma como

ﬁ = zexp(yz2) g (1 + %) e Ik, (1.33)

expresién conocida como la representacién como producto infinito de Weierstrass de la
funciéon gamma. Vale la pena resaltar el hecho de que ha habido cierta controversia sobre
origen de esta representacion de la funcién gamma. Aunque esta representacién lleva el
nombre de Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, matematico aleman que se suele considerar
como el padre del andlisis moderno [§], la férmula ha sido adjudicada a varios otros
autores. Tal como lo menciona Ricardo Pérez-Marco [49], Philip J. Davis [I6] da crédito
a F. W. Newman, quien encontrd esta factorizacién de la funcién gamma en 1848 [43].
Sin embargo, Norlund [45] y Remmert [51] atribuyen la férmula a Schléomich [57] que
obtuvo dicha representacion en 1843, cinco anos antes que Newman. Aycock observo
que los célculos para llegar a la representacién del producto ya estan contenidos en el
trabajo de Euler de 1787 [6l 19]. Dado que Weierstrass [70] desarrollé una teoria general
sobre factorizacion de funciones meromorficas en el plano complejo, se le ha atribuido
erréneamente esta representacién de la funcion gamma. No obstante, debido a que esta
representacion se encuentra dentro del marco de la teoria de Weierstrass, es comin que la
forma de este tipo de factorizacion de funciones meromorficas sea referida genéricamente
como productos de Weierstrass.

Existe otra representacion como producto infinito que se puede obtener directamente de
la definicién a través del limite (|1.1)),
1.2.3.-.n

[(z) = Jm z(z—l—l)(z+2)---(z+n)nz' (1.34)

Si en la ecuacién anterior escribimos a n, dentro de n*, como un producto telescopico,
obtenemos

1-2-3--m n n-—1 3 2\°
r = I — = - . 1.35
(2) nggoz(z+1)(z+2)---(z—|—n) (n—l n—2 2 1) (1.35)

Observemos ahora que el cociente,

n+1
n

— 1,

cuando n — oo. Como el limite de la definicién ([1.1)) converge a la funcién gamma y puesto
que el producto de los limites de sucesiones es el limite del producto de las sucesiones si
ambos limites existen, entonces, podemos escribir

M) = lim 1-2-3---nm ( n _n—1_”§'g)z(n+1>z. (1.36)

n—oo z(z+ 1)(z+2)--- (2 +n) n
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A
Im(s)

C/l/l\
L 4
\J Re (s)
Contorno de integracién

\/

Figura 1.1: Contorno de integracién para la representacion integral de la funcién gamma.

De esta manera, podemos reescribir la funciéon gamma como,

) = §7p%a(zi1> (%>Z<zi2) (g)a"(zin) (nil)z’ (1.37)

lo cual, usando la notacién de producto, se puede escribir de la siguiente forma

my:hmﬁk:@;y. (1.38)

Notemos que, en este punto, ya podemos sustituir la operacién de limite por un producto
infinito, de manera que una segunda representacién de la funcién gamma como producto
infinito viene dada por,

Il —~ k E+1\~?
L) = ‘Em(T) ’ (1.39)

la cual es diferente al producto infinito de Weierstrass. Solo por completar el esquema de
representaciones de la funcion gamma, vale la pena escribir una representaciéon mas de la
funciéon gamma como una integral en el plano complejo. El inverso de la funcion gamma
se puede escribir como:

I'(z) = L s *e’ds, (1.40)
27 Je
donde C; es un contorno que encierra el corte de ramificacion principal de la funciéon
Log(z), es decir, el seme-eje real negativo del plano complejo s, el cual se puede apreciar
en la figura |1.1} Esta integral es conocida como integral de Hankel, y en la referencia [49]
se encuentra una demostracion elegante de esta identidad.
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Diferentes representaciones de la funciéon gamma

I'(z) = / e 't dt, (1.41)
0

I‘(lz) = zexp(y2) ]f:[l 1+ %) ek, (1.42)

() = M 2(z + 1§(z2—|—?;) n(z +n) m, (1.43)

r(z) — % 1 kf_z <%> (1.44)
k=1

I'(z) = % . s eds. (1.45)

1.1.3. Algunos valores especiales

Vamos ahora a calcular los valores de funciéon gamma evaluada en algunos puntos especia-
les. Uno de los primeros valores obtenidos para la funcién gamma para valores no enteros
de su argumento se debe al mismo Euler, quien logré mostrar [20] que de la funcién gamma
evaluada en z = 1/2 se obtiene el valor

F(l) = T, (1.46)

2

algo que se pudo mostrar a través de la férmula de Walis para el valor de m como producto
infinito [I6] , es decir,

- () G2) 69) (55) (7

Vamos a demostrar este resultado de la forma clasica, esto es, a partir de la representacion
integral de la funcién gamma,

r<1> = / t~Y2e "t dt. (1.48)
2 0

Vamos a transformar la integral anterior a la forma de una integral de Gauss. Para esto
solo tenemos que aplicar el cambio de variable ¢t = 22, con lo cual se tiene que dt = 2zdx,
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o bien, 2dx = t~*/2dt. Con esto tenemos que la integral anterior se transforma en:

1 1 i g2 o & g2
F<§> = 5/0 e dx—/_ooe dx. (1.49)

Esta ultima integral es exactamente /7 (véase Apéndice [A]), con lo cual se muestra que
efectivamente:

F(l) = (1.50)

Una vez que conocemos el valor de la funciéon gamma en algin punto, podemos usar la
relacién de recurrencia I'(z + 1) = 2I'(z) para poder conocer la funcién gamma valuada
en otros puntos. Por ejemplo, conociendo el valor de I'(z) en z = 1/2 tenemos que:

r(her) - e (L), as

lo cual nos permite escribir inmediatamente:

0(2)- 0

Esta expresion se puede generalizar para obtener los valores de la funcién gamma en
cualquier semi-entero, esto es,

r <1 —|—n> — Mﬁ, (1.53)

2 2n

en donde hemos hecho uso de la notacion de doble factorial para expresar el resultado
anterior. Es necesario senalar que la notacién doble factorial n!! es usada para senalar la
multiplicacion de todos los enteros no negativos impares menores o iguales a n, si este es
impar, o bien, la multiplicacién de todos los enteros pares no negativos menores o iguales
a n si éste es par. Especificamente tenemos que si n € N, entonces:

@n—DI = 2n—1)2n—3)---5-3-1, (1.54)
@2n)!! == (2n)(2n—2)---6-4-2. (1.55)

Se puede demostrar que los dobles factoriales se pueden escribir en términos de factoriales
simples como:
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La deduccion de estas identidades se deja como ejercicio para el lector.

Como mencionamos al principio, diferentes representaciones de la misma funcién pueden
dar idea acerca de su comportamiento o resaltar propiedades que no son aparentes con
otras representaciones. Este es el caso de la representacién de Weierstrass de la funcion
gamma como producto infinito. Esta representacion es particularmente 1til debido a que
nos indica los polos de la funciéon gamma. Recordando esta representacion de la funcion
gamma, tenemos que:

1 - ? —z/k
e = zexp(y2) E (1 + E) ek, (1.58)

No es dificil apreciar de la expresion anterior que, cuando la variable z es un entero
negativo o cero, el inverso de la funcion gamma desaparece, i.e.,

1

o = (1.59)

para z = —n con n € Ny. Esto quiere decir que la funcién gamma I'(z) en z = —n
tiene algin tipo de singularidad. De hecho, la representacién de Weierstrass nos muestra
claramente que estas singularidades son, en realidad, polos simples.

1.1.4. La féormula de reflexion

Hasta ahora hemos podido obtener tres representaciones alternativas a la definicion de
la funcién gamma. Cualquiera de estas identidades es equivalente a las otras, de modo
que podemos emplearlas para investigar las propiedades de la funcién gamma. Una de las
propiedades mas importantes es la llamada formula de reflexion de la funcién gamma, la

cual viene dada por:
T

') —2z2)= (1.60)

sin(rz)
Vamos a demostrar esta identidad a partir de la representacion integral de la funcién
gamma. Comencemos escribiendo el producto de las funciones gamma en términos de su

representacion integral ((1.22)),
L(z)I'(1—2) :/ e_ttz_ldt/ e °s *ds. (1.61)
0 0

Por el teorema de Fubini, sabemos que el producto de las integrales lo podemos ver como
una integral doble. Asi, al combinar la integrales obtenemos

L)1 —2) = / / e 't s dtds. (1.62)
o Jo
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Funcién gamma en variable real

20+

10

M(x)
o

_10_

—20

Figura 1.2: Gréfica de la funcién gamma en el eje real. Podemos ver que, para valores de x
mayores que x = 1, la funcién gamma crece y, de hecho, lo hace méas que exponencialmente,
como se verd mas adelante. Para valores de x enteros no positivos (es decir, enteros negativos
incluyendo el cero), tenemos que la funciéon gamma diverge. Estas divergencias son claras a partir
de la representacién como producto infinito de Weierstrass, en la Ec. .

Hagamos ahora un cambio de variables mediante la transformacion siguiente: u = s + ¢,
v = s/t. Notemos que la transformacién inversa viene dada por:

uv u
= t = ) 1.63
T v+1 (1.63)
No es dificil demostrar que el jacobiano de la transformacion (1.63)) viene dado por:
at,s)  w

J= (1.64)

O(u,v)  (v+1)2
Con todo esto, tenemos que la doble integral (1.62)) se puede escribir como:

T(2)D(1—2) = /Ooo /OOO et (v f‘r 1)H (Uqfl)_z T fl)g du dv. (1.65)

Si invocamos nuevamente el teorema de Fubini, podemos separar la integral doble en
dos integrales unidimensionales, lo que es posible ya que el integrando puede factorizarse
como dos funciones, una que depende solo de la variable u y la otra solo de la variable v.
Haciendo esto, obtenemos:

F(z)F(l—z):/Oooe”du /OOO LIPS (1.66)

v+1
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En la ecuacion anterior, la primer integral es facil de evaluar y, de hecho, su valor es uno.
La segunda de las integrales (la que tiene como variable de integracién v) es un poco mas
dificil, pero aun su valor se puede calcular de manera exacta mediante técnicas de variable
compleja. No es dificil comprobar que:

/ Y dy= (1.67)
0

v+1  sin(rz)’

Este resultado nos permite escribir de manera inmediata la formula de reflexiéon que
anticipamos en la ecuacion (|1.60)),

D()[(1—2) = ——. (1.68)

sin(7mz)

1.2. Las funciones digamma y poligamma

Como ya habiamos mencionado anteriormente, la funcién gamma y las funciones relacio-
nadas con la funcién gamma, juegan un papel importante en varias dreas de la fisica y
las matematicas. Vamos a introducir una funcién, derivada del logaritmo de la funcion
gamma, que tiene relaciéon con varios problemas matematicos atin sin resolver. La funcion
digamma es una funcién definida como la derivada logaritmica de la funcion gamma, y se
relaciona directamente con la constante v de Euler-Mascheroni, asi como con los ntiimeros
armonicos. Mas adelante definiremos una generalizacion de la funcién digamma, llamada
funcion poligamma que se relacionara de manera directa con una funcién emblematica de
problemas abiertos en matematicas: la funcion zeta de Riemann. No vamos a explorar los
problemas matematicos relacionados con estas funciones, solo nos limitaremos a definirlas
y explorar sus propiedades mas elementales.

1.2.1. La funcién digamma

La funciéon digamma es definida como la derivada del logaritmo natural de la funcion
gamma, funcién que se denota como 1(z), esto es,

d

P(z) = 7 In(I'(2)) . (1.69)

Antes de ver las propiedades de la funcién digamma, que no es mas que la derivada
logaritmica de la funcién gamma, es interesante analizar el comportamiento asintético del
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logaritmo de la funcién gamma, I'(z), para valores de z reales y grandes. A la postre, este
resultado nos permitird inferir el comportamiento de ¢(z) en el mismo contexto.

Comencemos escribiendo la funcién factorial de z en su forma integral, esto es:

z!:/ e " dx. (1.70)
0

Ahora, realizamos el cambio de variables © = zy, con lo cual obtenemos lo siguiente:

Sl = / ezln(:p)f:p dr = Z/ 6zln(zy)fzy dy
0 0

— Z/ ezln(z)-i-zln(y)—zy dy
0
= zeln? / eIy gy, (1.71)
0
Esta ultima expresién para la funcién factorial de z es importante, porque asi podemos

aplicar el popular método de Laplace [37] que permite obtener aproximaciones de inte-
grales de la forma:

b
/ MI@) g, (1.72)

cuando el valor de M es muy grande. Una descripciéon elemental del método de Laplace
se expone en el Apéndice [AT]

Aplicando el método de Laplace, no es dificil darse cuenta de que la iltima integral que
aparece dentro de la expresién ([1.71)), puede aproximarse, para z grande, como:

0 2
/ V=Y gy ([, (1.73)
0 z

lo cual nos permite escribir la siguiente aproximacion para la funcién factorial:

2l ze?MEy [ e, (1.74)
o bien,
z z
2l =21z (—) ,para z > 1, (1.75)
e

que es la, asi denominada, formula de Stirling.
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Esta aproximacién nos permite ver que, cuando z > 1, el logaritmo de z! puede aproxi-
marse como:

In(z!) ~ iln (272) + zIn <E> : (1.76)

(&

En la figura podemos ver una grafica del logaritmo de la funcién gamma en variable
real, y como se compara con la aproximacién de Stirling.

Logaritmo de la funcién gamma

— In(|F(x)])
— Férmula de Stirling

10.01

7.5

5.0+

2.5

In(]F(x)|)

0.0

—2.51

-5.0

Figura 1.3: Grafica del logaritmo de la funcién gamma en variable real comparada con la
formula de Stirling. La linea negra representa el logaritmo de la funciéon gamma mientras que la
linea roja representa la aproximacion de Stirling de la ecuacion . Podemos ver que ambas
lineas se sobreponen para valores cada vez mas grandes de la variable x.

La expresién asintética para In(z!) de la ecuacién ((1.76)) es un resultado que nos permite
ver particularmente cémo se comporta la derivada de In(z!) cuando z va a infinito:

dln(z!) 1 z
Rt <E> g (1.77)

Como z > 1 tenemos que 1/z — 0 y asi, podemos escribir simplemente

dIn(z!) 2
S am (g) g (1.78)

Este resultado muestra que la derivada de In(z!) se va lentamente al infinito con z — oo,
es decir, de manera logaritmica. Dicho de otra forma, la funcién digamma (z) diverge
cuando z — 0o. Ademas, las singularidades de la funcion gamma se heredan en la funcién
In(z!) y consecuentemente en sus derivadas sucesivas. Esto quiere decir que la funcién
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digamma tendra igualmente singularidades en los valores enteros negativos, y en el origen.

Vamos ahora a obtener una representacion explicita de la funciéon digamma como de-
sarrollo en serie de potencias. Es de particular utilidad calcular la expresién explicita
mencionada de la funciéon digamma evaluada en z + 1:

d d
P(z+1) = 7 In(T'(z+1)) = = In (2I'(2)), (1.79)
lo cual, haciendo uso de la definicién como limite de la funcién gamma, podemos escribir

COImo:

d ( 1-2-3---n

vletl) = i lim (z+1)(z+2)---(z+n)nz> (1.80)

, n!
= lim —In

n-so0 dz ((z+ 1)(z+2)---(2+n)nz>

= lim 4 [z In(n) +In(n!) —In(z +1) —In(z+2) —...In(z + n)] :

n—oco (A2

lo cual resulta en:

, 1 1 1 1
Y(z+1) = nh—>nol<>(1n(n>_z+1_Z—|—2_Z+3_'”Z—|—n>7 (1.81)

o bien, de manera equivalente, la funcién digamma se puede escribir como sigue,

n

¥(z+1) = lim (ln(n) —;Zik) (1.82)

Es importante notar la relacion que guarda la funciéon digamma con los niimeros armoéni-
cos. Si evaluamos la funcién digamma 1(z + 1) en z = 0 obtenemos:

(1) = lfm (ln(n) —Xn:%> = —, (1.83)

n—00
k=1

es decir, —1(1) resulta ser la constante de Euler-Mascheroni. Recordemos que los nimero
armonicos se definen como los valores de la suma del reciproco de los enteros no negativos,

"1
H, := ZE (1.84)
k=1



20 La funcion gamma de Euler

Si sustraemos y sumamos los nimeros armoénicos a la funcién digamma durante el proceso
limite, podemos reescribir esta tltima como sigue,

et = tin (-3 (5 - ) )

= i <1n<”) —Hnt ; m) (1.85)

lo cual implica que

v(z+1) = —v+zm. (1.86)

Esta ultima expresion es particularmente importante, ya que nos permite ver sin mucha
dificultad que, al evaluar la funcion digamma en enteros no negativos z = n, se tiene una
conexion directa con los niimeros armonicos,

b(n+1) = —y+ H,. (1.87)

1.2.2. La funcién poligamma

Al igual que la funcién digamma, las funciones poligamma se definen como derivadas
logaritmicas de orden superior de la funcién gamma. Si denotamos por 1™ (2) la funcién
poligamma de orden m, entonces,

m—+1

(m) =
Pz 4 1) = dzm+1

In (D(z +1)). (1.88)

Si empleamos la serie ((1.86)) obtenida para la funcién digamma, podemos obtener una
serie equivalente para la funcién poligamma:

Y1) = T+ D).
dm = 1 1
— dz_m<_7_;<z+k_E)>‘ (1.89)

De este modo, obtenemos la siguiente representacion de la funcién poligamma

m _ m+1 . 1
P (z4+1) = (=1) +m!;m. (1.90)
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Funcién poligamma en variable real

6
4_
2 .l (a)
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_50,
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Figura 1.4: Gréficas de las funciones poligamma. En el panel (a), podemos ver las funciones
poligamma de orden m = 0 (o funcién digamma) representada por la linea negra, la funcién
poligamma de orden m = 1 (linea negra) y la de orden m = 2 (linea azul). Podemos apreciar cémo
la funcién digamma diverge en forma logaritmica cuando x — co. En el panel (b), podemos ver
las mismas funciones poligamma mostrando las singularidades en los valores enteros negativos
y en el origen, propiedad que se hereda por las singularidades de la funcién gamma en dichos
valores.

Un hecho interesante de esta funcion w(m)(z + 1) es que, cuando la evaluamos en z = 0
obtenemos una serie que resulta ser la asi llamada funcién zeta de Riemann,

Y1) = ()™l + 1), (1.91)

para m > 1, donde ¢ : C — C es la funcion zeta de Riemann, definida como:

((2) = Z % (1.92)

Esta expresién para la funcién poligamma (™) (z 4 1), valuada en z = 0, nos permite
escribir el desarrollo en serie de Taylor de la funcién digamma de alrededor de z = 0. Esto
es debido a que

ok

ez +1) =v(1)+ P14, (1.93)
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lo que nos lleva, junto con la identidad ([1.91)), a la expresion:
POz 4+ 1) = —y+ > (DR + 1)~ (1.94)
k=1

A partir de este desarrollo en serie de Taylor y de la identidad (|1.91)), podemos verificar
directamente que el desarrollo en serie para ¥)(™)(z 4 1) viene dado por:

oo

P (z41) = Z(—l)mﬂgﬂwqm +k+1)2F, para m > 1. (1.95)
k=0 '

1.3. La funcion zeta de Riemann

En este punto vale la pena establecer algunas propiedades generales de la funcién zeta de
Riemann por su relevancia en varias areas de la fisica y las matematicas. Como menciona-
mos en la seccion anterior, la funcién zeta ¢ : C — C es una funcién definida en términos
de una suma infinita como:

=1

C(s) := Zk— (1.96)

k=1
Primero que nada, es conveniente mencionar que la funcién zeta de Riemann tiene una
relacién muy cercana, y bastante significativa, con la teoria de nimeros. Esto se debe,
principalmente, a la relacién de {(s) con la distribucién de los niimeros primos. La primera
conexi6n de la funcién ((s) con los nimero primos se debe, precisamente, a Euler, quien
mostré que la funcién zeta de Riemann puede escribirse como un producto infinito de
funciones que involucra, exclusivamente, a los niimeros primos: a

) =Tl (197

_ s’
peP 1 p

siendo P el conjunto de los nimeros primos. La demostracién de esta identidad se basa
en la serie geométrica, asi como en el teorema fundamental de la aritmética El, y su de-
mostracion se puede encontrar en algunos libros béasicos de funciones especiales. Dejamos

al lector la tarea de verificar la identidad (1.97)).

4El teorema fundamental de la aritmética, también llamado teorema de factorizacién tinica (o teorema
de factorizacién prima), establece que todo ntimero entero mayor que 1 puede representarse, tinicamente
como producto de niimeros primos, hasta el orden de los factores. Es importante mencionar que histérica-
mente, segtn referencia [2], el teorema fundamental de la aritmética tiene su origen en los Elementos de
Euclides, aunque no aparece dicho teorema en su forma completa. Fue Kamal al-Din al-Farist quien dio
la primera versién del teorema de la descomposicién prima. Més tarde, Gauss presenté una demostracion
moderna de dicho teorema en sus Disquisitiones Arithmeticae [24].
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La funcién zeta se ha relacionado con varias otras funciones matematicas y se han desa-
rrollado miiltiples representaciones ademas de varias relaciones funcionales. Por ejemplo,
la funcién zeta tiene una representacion integral que se puede demostrar utilizando pro-
piedades de la funcién gamma:

1 o sl
) = 75 /0 TRt (1.98)

Ademas de representaciones alternativas, la funcién zeta de Riemann tiene una relacion
directa con los, asi llamados, ntimeros de Bernoulli. Los nimeros de Bernoulli son ele-
mentos de una sucesién de nimeros naturales que estan intimamente relacionados con la
teoria de nimeros y particularmente con la funcién zeta de Riemann. Hay varias formas
de introducir los ntimeros de Bernoulli, denotados por B, El, pero es comun definirlos a
partir de una funcién generatriz, es decir, como coeficientes de un desarrollo en serie de
potencias de una funcién especifica:

7m

i m! (1.99)

m=0

Podria decirse que la aplicacion més importante de los ntimeros de Bernoulli es su uso
en la féormula de Euler-Maclaurin [27]. Suponiendo que f es una funcién suficientemente
diferenciable, la férmula de Euler-Maclaurin puede escribirse como:

C?‘

-1

f(k /f dx+zk' FEDB) — fE V(@) + R(f,m), (1.100)

a

B
I

siendo R(f,m) un residuo que depende del orden de la aproximacién y de la funcién
misma. Los nimeros de Bernoulli se relacionan con la funcién zeta a través de la identidad,

(_1)k—1 (27T)2kBQk

((2k) = 22! ,

(1.101)

lo cual ofrece valores de la funcién zeta para enteros pares positivos.

La funcién zeta de Riemann se puede prolongar analiticamente para todo niimero complejo
s, excepto en s = 1 E], mediante la siguiente ecuacion funcional:

C(s) = 257 15111(7; )m—s)g(l—s). (1.102)

®Hay dos clases de nimeros de Bernoulli, los B,, y los B;}, los cuales se diferencian inicamente en
que By = —1/2y que Bff =1/2.

SEn s = 1 claramente la serie (1.96]) diverge y por lo tanto en dicho punto la funcién ¢(s) no puede
ser analitica.
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La demostracién de esta identidad se basa en una propiedad sobre integrales que se puede
deducir a partir de propiedades basicas de integracion.

Sea f : R — R una funciéon continua con derivada continua en el intervalo cerrado
[a,b] C R, entonces, tenemos que:

Ejfm)==[fﬂ@dx+LbGF{ﬂ—%)f@ﬁm

o b (omf-g) s@= (0-1-5) o (1.103)

donde [z] denota la parte entera de = € R. La demostracion de esta identidad se basa en
técnicas elementales de integracién y se deja como ejercicio para el lector.

Aplicando la identidad (1.195)) a f(z) = z—° obtenemos directamente la siguiente repre-
sentaciéon de la funcién zeta de Riemann:

C(s) = ! —s/wwdx+l. (1.104)

s—1 plts 2

Esta identidad es vélida para todos los valores de s € C tales que Re(s) > 0. En este
punto se debe notar que:

Yz —z+ 1) 1 1 1/ 1 1
STy = —— == ~). 1.105
/0 xlts T 1 2s s(s—1+2> ( )

Esta ultima identidad nos permite reescribir la identidad ((1.105]) para la funcién zeta en
términos de una sola integral:

C(s) = s /OOO (El=2+s),, (1.106)

Il—&—s

Notemos ahora que el desarrollo en serie de Fourier de la funcién [z] — x + 1/2 puede
escribirse como: - : )
1 sin(27nx
[ZE] —:L‘—|—§ :Z—nﬂ . (1.107)
n=1
Este desarrollo en serie se puede sustituir dentro de la representacién integral de la funcion
zeta dada por la expresion para obtener lo siguiente:

sin(2mnx) sm (2mnx)
) = o [Ty [T
(2mn)* [ sin(u) o [ 1 > sin(u)
= SZ e du = 2°1° s ans i du. (1.108)

n=1
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En esta tltima igualdad podemos reconocer inmediatamente que

> nll_s = ((1-ys). (1.109)

Por otro lado, no es dificil demostrar que la integral resulta en [c.f. ejercicio :

> sin(u) 1 . /ms
/0 e du = S sin <7> I'1—s). (1.110)
Con estos resultados, es posible ver que la funcién zeta de Riemann obedece la identidad:
((s) = 2 sin (5) D(1 = 8)¢(1 - ), (1.111)

que es la identidad que queriamos demostrar. El lector interesado en esta relacién funcional
puede consultar el libro de Titchmarsh y Heath-Brown [62], en el que se pueden encontrar
al menos siete formas alternativas de deducir esta identidad, ademas de muchos otros
resultados interesantes.

Ademads de prolongar analiticamente la funcion zeta de Riemann, la identidad
nos muestra unas cuantas propiedades adicionales. Primero, una mera inspeccion de esta
relacién funcional nos muestra que la funcién zeta tiene un polo simple en s = 1, ademas
de tener ceros en los enteros pares negativos. Esto se sigue inmediatamente de la expre-
sién debido a que la funcién T'(1 — s) tiene un polo simple en s = 1 y debido a que
el factor sin(ws/2) desaparece en los valores de s reales tales que s = 2k para toda k € N.
Se suele referir a estos valores del plano complejo como los zeros triviales de la funcién
zeta de Riemann. La misma relacion funcional , por otro lado, nos muestra, con un
poco mas de esfuerzo, que ((s) tiene otras raices, a las cuales se les denomina no triviales,
en la franja 0 < Re(s) < 1 [62]. De hecho, Jaques Hadamard [28] y Charles Jean de la
Vallée Poussin [I7] mostraron, en forma independiente, que los zeros no triviales de ((s)
no ocurren el Re(s) = 1, por lo que dichos ceros deben encontrarse en la banda abierta
0 < Re(s) < 1[]del plano complejo.

Es claro que la relacién entre la funcién zeta y los niimeros primos, ademés de las rela-
ciones con otras funciones, hacen que la funcién zeta sea una funciéon de mucho interés
practico en la fisica-matemaética. Sin embargo, esta funcién es ademas interesante debido
a que sobre esta recae uno de los problemas abiertos mas importantes en la matematica
contemporanea: la llamada hipdtesis de Riemann.

La hipdtesis de Riemann es una conjetura que afirma que todos los ceros no triviales de la
funcién zeta de Riemann tienen la parte real igual a 1/2. Esta hipdtesis tiene una profunda

"La relacién funcional (I.111)) es una férmula de reflexién, de la cual se puede deducir que la linea
Re(s) = 0 del plano complejo tampoco contiene los ceros no triviales de ((s).
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Funcidon zeta de Riemann

. \ —=

X 2 14 -12 -10 -8 -6 -4 =2
N
0
—2{(a) \/ j
-20 -15 —-10 —_5 0 5
4
— 27
: 0 ,A%\MQ/AMM/\A\K\A\Q/AA&/A\@
S (N A AN
6_2- — Re[ (0.5 +ix) ]
—4 (b) — Im[ Z(0.5 +ix) ]
—40 —20 0 2'0 4'0

Figura 1.5: Gréficas de la funcién zeta de Riemann. (a) Se muestra la funcién {(z) con z como
variable real. En este panel se puede verificar la presencia de los ceros triviales de la funcién zeta
de Riemann: todos ocurren, como se esperaba, en los enteros pares negativos. (b) Se muestra la
funcién zeta, en su parte real (linea negra) e imaginaria (linea roja), a lo largo de la recta critica
0.5 + iz, con z € [—50,50]. Podemos ver que las partes real e imaginaria de funcién zeta se
anulan simultdneamente en algunos valores de x, tal como lo establece la hipdtesis de Riemann.

influencia en la teoria de los numeros, especialmente en la distribucién de los nimeros
primos. Esto es debido a que, entre otras propiedades, la funcién zeta de Riemann se
relaciona directamente con la distribucién de nimeros primos. La funcién contador de
nimeros primos, 7(z), es definida como la cantidad de niimeros primos menores o iguales
a x y se puede escribir como:

m(z) =#{peP|p <z}, (1.112)

donde el operador # se refiere a la cardinalidad del conjunto. No es dificil demostrar
que la funcién zeta de Riemann y la funciéon contador de ntimeros primos se relacionan a
través de la siguiente igualdad:

In (¢(s)) = /:O xf;—(i)l)dm. (1.113)

Si la hipdtesis de Riemann se cumple, entonces, el término error que aparece en el teorema
de los numeros primos puede acotarse de la mejor manera posible. El teorema de los
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nimeros primos, que fue conjeturado por Legendre y por Gauss y demostrado formalmente
por Jaques Hadamard [28] y Charles Jean de la Vallée Poussin [17] [} establece que la
funcién contador de ntimeros primos tiene el comportamiento asintético:

(1.114)

m(r) ~

In(z)’

para x tendiendo a infinito. En realidad, Hadamard y de la Vallée-Poussin demostraron
no solo el resultado de Gauss, sino que reforzaron dicho resultado estableciendo que:

m(x) =~ Li(z), (1.115)
donde Li(z) es una funcién denominada logaritmo integral, definida como:

Todt

Li(z) = —. 1.116
)= | (1.116)
Concretamente, Helge von Koch demostrd, en 1901 [65], que si la hipdtesis de Riemann
se cumple, entonces, el término error seria del orden de raiz de x divido por el logaritmo

natural de z, es decir:

m(z) = Li(z) + O (Vzlnz). (1.117)

Representaciones de la funcién zeta de Riemann y algunas propiedades

((z) = <(s) ::Z%, (1.118)

) = 115 L (1.119)

peP _p—s
((z) = F(ls) /OOO expx(;_) — da, (1.120)
C(s) = 27" 'sin (g) T(1 = $)C(1 - s), (1.121)
C(s) = s/omm;—ffi)dx, (1.122)
sm(x)

In(¢(s)) = /Qoomdx. (1.123)

8Para la demostracién de este resultado se utiliza el hecho de que la funcién zeta de Riemann ((s) no
tiene zeros en la linea Re(s) = 1, el resultado citado arriba en relacién con los ceros no triviales de ((s).
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1.4. La funcién beta

Al deducir la férmula de reflexién de la funcién gamma, nos dimos cuenta de que el produc-
to de dos funciones gamma puede escribirse en términos de integrales definidas, las cuales
nos fue posible evaluar en ese caso particular. Resulta que cuando tomamos el producto
de dos funciones gamma, en general tendremos que dicho producto puede escribirse como
una sola integral definida. Esta integral define en realidad toda una importante familia
de integrales que continuamente aparecen en el desarrollo de otras funciones especiales, y
por lo tanto, de mucha importancia en la fisica matematica.

En términos de la funcién gamma, la funcién beta de Euler , B : C? — C, se define como

I'(p)L'(q)

P T )

(1.124)

Al igual que en el caso de la funcién gamma, vamos a buscar representaciones alternativas
de la funcién beta con la finalidad de obtener otras propiedades. Comencemos escribiendo
el producto de funciones gamma haciendo uso de su representacion integral,

C(p)l'(q) = </ e_ttp_ldt) (/ e_ssq_lds)
0 0
= / / e s s1  dsdt, (1.125)
o Jo

en donde hemos hecho uso del teorema de Fubini para combinar las integrales en una
doble integral. Haciendo ahora el cambio de variable t = 22 v s = 2, es facil ver que

L(p)T / / —(@P ) g 2010 201 gy (1.126)

Notemos que la integral anterior es una integral doble cuyo dominio de integracion es el
cuadrante positivo en R?. Si hacemos un cambio de variables de coordenadas cartesianas
a coordenadas esféricas, entonces, tenemos que

L(p)T / / e (rcos(0)) 2 (r sin(6)) % ' rdfdr. (1.127)

Notemos que el integrando de esta tltima ecuacién se puede factorizar como el producto
de dos funciones, una que solo depende de r y otra que solo depende de 6. Esto nos permite
separar la doble integral como el producto de dos integrales individuales, es decir,

L(p)L(q) = 4( /0 R rdr) ( /0 W/QCOSQP_l(Q)sian_l(Q)cw). (1.128)
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No es dificil probar que la integral que se realiza a lo largo de la coordenada r es, hasta
en un factor constante, la funcién gamma evaluada en p + ¢ (solo hay que usar el cambio
de variable t = r?). Con esta observacién tenemos que

/2
L(p)T(q) = 2I(p+q) /0 cos®~1(6) sin* 1 (6)d, (1.129)

es decir, la funcién beta, puede representarse como una integral definida de la siguiente
forma

w/2
B(p,q) = 2/ cos?~1(0) sin®? 1 () db. (1.130)
0

Haciendo algunas transformaciones de coordenadas, la funcién beta puede representarse
de diversas maneras, entre las cuales se encuentran, por ejemplo,

1
Blp+1,q+1) = 2/ (1 — 2?)d, (1.131)
0
1
Bp+1,q+1) = /tp(l—t)th, (1.132)
0

Blp+1,q+1) = /OOO<1 o (1.133)

+ u)ptat2 du.

La deduccién de las férmulas ((1.131)), (1.132)) y (1.133) solo requiere sucesivos cambios de
variables. Para pasar de la identidad (1.130]) a (1.131)) solo necesitamos hacer el cambio
de variable = cos(f). Para obtener (1.131)) a partir de la igualdad (L.132) hay que
hacer la sustitucién ¢ = 22, mientras que para llegar a la identidad (1.133]) a partir
de necesitamos hacer el cambio de variable ¢t = u/(1 + u). Vamos a dejar al lector
la verificacién de estas férmulas.

1.4.1. La férmula de duplicacion de Legendre

Una propiedad interesante que se obtiene a través del uso de la funcién beta es la bien
conocida formula de duplicacion de Legendre. Esta es una relacién funcional para la fun-
cién gamma, cuya deduccion se puede obtener a partir de un caso especial de la funcion
beta.

Evaluando la funcién beta en p =z —1/2 y ¢ = z — 1/2 en la representacion dada por la

ecuaciéon (|1.131]), obtenemos:

1 1 !
B(”@Z*i) - / 21— ) 2, (1.134)
0
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Si ahora hacemos el cambio de variable t = (1 + s)/2, entonces, tenemos que

1 1 1 [ 14 s\7Y2 14s\* 12
B Sa4z) = = -T2 12 d
(+3e03) =3[ () (%) =

1

= 2721/ / (1452 (2= (1+5)" 2 ds, (1.135)
-1

lo cual resulta en,

1 1 ! —

1

y puesto que el integrando es simétrico alrededor del origen, resulta claro que podemos
escribir la integral en la forma,

1 1 ! -
B(s+yerg) = 7 [0- e (1.137)
0

Si observamos detenidamente esta tultima expresion, podemos ver que la integral que
aparece en el miembro derecho de la igualdad corresponde a una funcién beta en su
representacion dada por la ecuaciéon . Haciendo esta identificacion es facil darse
cuenta de que,

1 1 ! - 1 1
Blz+2,2+-) = 2—2Z+1/ (1-5)"ds=2%B(=,2+=). (1.138)
2779 0 2772

Si escribimos la igualdad solo entre las funciones beta involucradas y recordamos la defi-
nicion de la funcion beta en términos de la funcion gamma, podremos ver que,
1 1N TeE+HT(z+43 Fr(3)r(z+1 1 1
I RN CEs T Co N V()1 Ch ) SRR
2 2 I'(2z2+1) I'(z+1) 2 2
de lo cual se sigue inmediatamente que
C(z+3) _27%T(5)
2z+1) T(z+1)
De esta manera, hemos comprobado que la funcion gamma satisface la siguiente identidad,
conocida como la formula de duplicacion de Legendre,

r (z + %) [(z+1)=2"2/a[ 2z + 1), (1.139)

en donde hemos hecho uso de un resultado bien conocido de la funcién gamma: cuando
la funcién gamma es evaluada en 1/2, el resultado es la raiz de 7, esto es,

r (%) _ (1.140)



Otras funciones especiales 31

1.5. Otras funciones especiales

Hasta ahora hemos visto que la funcion gamma nos ha proporcionado un pilar sobre el
que se han construido otras funciones especiales como la funcién beta o la familia de las
funciones poligamma. Ahora estudiaremos una coleccién de funciones que se relacionan
intimamente con la funciéon gamma y que son de mucha utilidad en cuestiones practicas.

1.5.1. Las funciones gamma incompleta superior e inferior

Las funciones gamma incompletas superior e inferior son tipos de funciones especiales
que surgen como soluciones a diversos problemas matematicos, como ciertas integrales.
Sus nombres se derivan de sus definiciones en términos de integrales similares a la de la
funciéon gamma, pero con limites “incompletos”. La funcién gamma se define como una
integral de cero a infinito. Esto contrasta con la funcién gamma incompleta inferior, que
se define como una integral de cero a un limite superior variable. De manera similar,
la funcién gamma incompleta superior se define como una integral de un limite inferior
variable hasta infinito.

La funcion gamma incompleta superior, la cual se denota por I'(z, x), se define como:
[(z,2):= / e tdt, (1.141)

mientras que la funcién gamma incompleta inferior, la cual se denota por v(z, z), se define
como:

v(z, ) ::/ e tdt. (1.142)
0

En ambos casos la variable z es una variable compleja, de tal manera que su parte real
es positiva. No es dificil darse cuenta de estas definiciones que la suma de las funciones
gamma incompletas superior e inferior nos da como resultado la funcién gamma, esto es,

L(z,2) +7v(z,2) =[(2). (1.143)

Aunado a lo anterior, también es claro que la funcién gamma, I'(2), puede recuperarse de
las funciones gamma incompletas superior e inferior de la siguiente forma:

['(z) =1(z,0) = lim (2, x), (1.144)

T—r00

A partir de integraciéon por partes de las expresiones (1.142)) y (1.142) para v(z,x) y
['(z,z), podemos obtener las siguientes propiedades elementales de las funciones gamma
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incompletas:

Y(z+1,2) = zvy(z,x) — 2%, (1.145)
IF(z+1,z) = 2I'(z,2) +a%e " (1.146)

La funcién gamma incompleta inferior y la funcién gamma incompleta superior, definidas
anteriormente para z y x reales positivos, pueden desarrollarse en funciones analiticas
con respecto a x y z, las cuales estdn definidas para casi todas las combinaciones de x
y z complejos. A continuacién, vamos a explorar desarrollos en serie de estas funciones
aprovechando las relaciones de recurrencia dadas en las ecuaciones (|1.145) y (|1.146).
Comencemos con la funciéon gamma incompleta inferior. No es dificil darse cuenta de que

al iterar “hacia arriba” la expresion (|1.145)) obtenemos:

z+ 1,2 rFe™®
7 ),

Vzx) = .
1/v(z+2,x) x”l o
= - +Z
z z+1 z+1
v(z+2,2) a*tle™® zfe®

e
z(z+1) z(z—i—l)+ z
(2 + 3, ) r*tlem® N pFtlem® N r7e™?

2(z4+1)(z+2)  zz+1)(24+2) z2(z+1) z

T(2)v(z 4+ n,x)

n-1 ke
= 1.147
I'(z+n) +z; z—i—k:—i— ( )

Ahora, cuando hacemos tender n al infinito tenemos que el primer término de la dltima
igualdad en la expresion anterior se va a cero, esto es,

=0. 1.148
n— oo ['(z+mn) ( )

Con esto, tenemos, entonces, que la funcion gamma incompleta inferior se puede escribir
como el siguiente desarrollo en serie:

v(z,x) =2°T(z xz

k=0

1.14
Fz—l—k—f-l ( 9)

Dado que I'(z+k) crece muy réapidamente cuando k — oo, y por el hecho de que el 1/T'(2)
es una funcién entera, tenemos que los coeficientes de la serie en la expresién ([1.149)) estan
bien definidos y, por lo tanto, la suma converge uniformemente para todos los complejos
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z y x. Algunas veces, la serie en la ecuacién ([1.149)) sin el factor 2°I'(z) suele denotarse
como v*(z, x), esto es:

“( o 1.150
7 ;Fz—l—k—k ( )

Un teorema de Weierstrass [41] indica que si { f,(z) : n € N} es una coleccién de funciones
analiticas en una region 2 C C tal que f,, converge a una funcién f uniformemente en
todos los subconjuntos compactos de €2 conforme n — oo, entonces, f es analitica en
Q2. Dado que la serie v*(z, z) converge uniformemente, tenemos que v*(z, x) es entera, es
decir, es analitica en todo z € C con z fijo y viceversa, es analitica en todo = € C con
z fijo. Por el teorema de Hartogs H, que indica que si una funcion es analitica en cada
variable, entonces, es analitica en forma conjunta, por lo tanto, v*(z,z) es analitica en
todo C x C.

El hecho de que la funcién v*(z, z) es analitica implica que la funcién gamma inferior es
analitica, lo cual es una consecuencia de la descomposicién de (z, z) como

Y(z,x) = 2* ['(2) " (2, z), (1.151)

que extiende la definicién original de la funcién gamma inferior a todo C x C como una
funcién analitica.

Una forma directa de obtener desarrollos en serie de potencias para las funciones gam-
ma incompletas es desarrollando la funcién exponencial en serie e integrando término a
término, lo que resulta en:

— 1 _t k tz+k 1
D(z,z) = t dt = dt (1.152)
0 0 !

[e. 9]

Z

0 e k:'(z + k)

Mg

(1.153)

— z+k

lo que nos permite escribir la funcién y*(z,z) como el siguiente desarrollo en serie de
potencias de en la variable z:

* 1.154
I 1150

9Ver, por ejemplo, Corolario 1 p. 279 en la referencia [61] o se puede consultar un libro sobre el
problema de las funciones separadamente analiticas de Jarnicki y Pflug [33].
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1.5.2. La funcién error y funciones relacionadas

La funcién error es una funcién especial que se utiliza principalmente en el andlisis de
probabilidades, estadisticas y teorias relacionadas con el calculo de integrales. Por ejem-
plo, en la teoria de la probabilidades la funcién error se usa para calcular probabilidades
en distribuciones normales. Se usa en la formulacién de intervalos de confianza, pruebas
de hipdtesis, y en la determinacion de la probabilidad acumulada de eventos que siguen
una distribucién normal. En el area de la fisica, esta funcion suele expresar soluciones
de ecuaciones diferenciales que involucran procesos de difusién y conduccién de calor o,
incluso, aparece en problemas relacionados con mecanica cuantica. Ademas de lo anterior,
la funcién error también aparece en areas de ingenieria como el andlisis de senales, el pro-
cesamiento de imagenes y la modelacion de fenémenos de difusion en medios heterogéneos.

La funcién error, denotada comunmente como erf, se define como:

erf(z) = % /0 e . (1.155)

Esta integral no puede resolverse en términos de funciones elementales, pero erf estd bien
tabulada y se puede calcular numéricamente con bastante precision. En palabras sencillas,
la funcién error mide el area bajo la curva de la funcién de Gauss desde x = 0 hasta un
valor x arbitrario.

En este punto vale la pena mencionar que el nombre “funciéon error” fue propuesto por
Glaisher en 1871 en un articulo titulado “On a class of definite integrals” [26]. Glaisher
propone el nombre de funcién error para la integral “debido a que su uso méas
temprano y ain mas significativo esta vinculado con la teoria de la probabilidad, y en
particular con la teoria de los errores” [26]. Es importante destacar que en dicho articulo
Glaisher presenta una serie de integrales que se pueden escribir en términos de erf(z)
mostrando que era indispensable tener una notaciéon para la integral definida de la ecua-
cion que no se puede escribir en términos de funciones elementales.

Algunas propiedades que se pueden apreciar directamente de la definicién son, por ejem-
plo, que la funcién error es impar, lo que significa que erf(—x) = —erf(z), o que sus valor
en x = 0 es cero. erf(0) = 0. Igualmente, es facil darse cuenta de que la funcién error,
cuando x tiene a +00 y +00, toma los valores 1 y —1 respectivamente, es decir,

lim erf(z) = +1. (1.156)

r—+oo

No es dificil darse cuenta de que el desarrollo en serie de potencias para la funcién error
se puede obtener facilmente al desarrollar la exponencial e integrando término a término
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la serie, hasta obtener:

orf = ii% (1.157)

Ademas de la funcién error bésica erf(z), existen varias funciones que estén estrechamente
relacionadas con ella y que son ttiles en diversos campos, especialmente en la probabilidad
y en la resolucién de ecuaciones diferenciales.

La funcién error complemento, denotada comunmente como erfc, esta definida como:
erfc(z) = 1 — erf(z). (1.158)

Esta funcién representa la probabilidad de que una variable aleatoria normalmente distri-
buida con media cero y varianza uno sea mayor que x. La erfc también tiene una relacion
directa con la distribuciéon normal estdndar, ya que la probabilidad acumulada de una
variable normal estandar esta dada por:

O(z) = % [1 +erf (%ﬂ . (1.159)

Esta expresion describe la probabilidad de que una variable aleatoria X distribuida segiin
una normal estandar sea menor o igual a z.

Es importante también mencionar que la funcién error y la funciéon error complemento
estan relacionadas con la funciones gamma incompletas (inferior y superior) a través de
las siguientes identidades:

2%), (1.160)
,2%). (1.161)

erf (2) = L

v
erfc (z) = 772l

Otra funciéon que es importante mencionar es la funcién error imaginaria, denotada por
erfi(z), una funcién que es real y se define como la funcién error con argumento imaginario:

erfi(z) := ierf(izx), (1.162)

donde el factor imaginario i se incluye para que erfi(x) sea una funcién con imagen real.
Esta funcién es importante ya que muchas veces simplifica la notacion de otras funciones
que se expresan como la funcién error con argumento imaginario.

Por tltimo, es importante mencionar brevemente las funciones de Dawson. Estas funcio-
nes, denotadas por Dy (z) y D_(x), son otras funciones especiales relacionadas con erf(x),
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Funcién error y funciones relacionadas
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Figura 1.6: Funcién error y funciones relacionadas. Se muestra la gréfica de la funcién error
(linea negra), la funcién error complementaria (linea azul) y la funcién de Dawson DT (linea
verde).

y se definen como:
D.(z) = % / e dt, (1.163)
0
D_(z) = & / et dt. (1.164)
0

La funcién D, (z) es también denotada por algunos autores como D(x) o F(x). No es
dificil mostrar que la funcién D, (x) es la transformada de Fourier

1 [ e
D, (z) = 5/0 e~/ sin(wt) dt. (1.165)

La funcién de Dawson D, (x) puede escribirse directamente en términos de la funcién
error o la funcién error imaginaria como sigue:

D (x) = ge_ﬂ erfi(z) = —#e‘“g erf(ix). (1.166)

Y al igual que Dy (z), la funcién D_(x) se escribe en términos de la funcién error como
sigue:

D_ = ge”’gerf(:p). (1.167)
En la figura 1.6 podemos apreciar las graficas de las funciones error, error complementaria
y la funcién de Dawson DT (z) para comparar su comportamiento.
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Resumen de definiciones de erf(x) y funciones relacionadas
erf(z) — / (1.168)
\/_
erfc(z) = 1—erf(x), (1.169)
erfi(z) = iderf(ix), (1.170)
erf(z) = Ty (1,27, (1.171)
erfc (z) = 772 [ (12%), (1.172)
Di(z) = &% / e dt, (1.173)
0
D_(z) = &~ / eV dt (1.174)
0
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1.6. Ejercicios

1. Obtén la relacién de recurrencia para la funcién gamma,
F(z+1)=zT(2), (1.175)

a partir de la representacion de I' como limite:

i 1-2-...n .
F(z) = z(z+1)(z+2)...(z+n)n ' (1.176)

2. Muestra que los dobles factoriales se pueden escribir en términos de factoriales
ordinarios como:

2n -1 = (227’3 (1.177)
@2n)ll = 2'nl, (1.178)

para toda n € N.

3. En teoria de probabilidades, la distribucion exponencial es una distribucién continua
que sirve para modelar diferentes fenémenos en la naturaleza, tales como la proba-
bilidad de decaimiento de electrones en un material radiactivo o bien el intervalo de
tiempo entre terremotos. La distribucion exponencial se define como:

Ae ™ & >0
f(x) = { 0 § <0 (1.179)

para cualquier real A > 0. Haciendo uso de la funcién gamma, muestra que los
momentos de la distribucion, M, definidos como:

M, = / o* f(x)dz, (1.180)
para k € N, estan dados por:
n!
M, = I (1.181)

4. La distribucion gamma es una distribucion que generaliza la distribucién exponen-
cial, y se define como:

N s VAR
) = M) © St T2 1.182
/(@) { 0 si x <0, ( )
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siendo « y \ parametros reales positivos de la distribucion. Muestra que los momen-
tos de la distribuciéon gamma (ver ejercicio [3{ para la definicién de los momentos de
una distribucién) estén dados por:

M, = % (1.183)

para k € N.

5. Haciendo uso de la funcién gamma, muestra que:

/0 ¥ In(z)de = — e (1.184)

6. Obtén la relacion de recurrencia para la funcién gamma,
F(z+4+1) =2T(z2), (1.185)

a partir de la representacién integral de T'(z),

[(z) = / e~ (1.186)
0

7. Muestra que para toda a € R, tal que a # 0, se tiene que:

[(ax) 1

If = —. 1.187
230 I(z) a ( )
8. Evaluia la siguiente integral en términos de la funcién beta,
o : hCM
/ Mdm. (1.188)
o cosh”(x)

9. Evalia las siguientes integrales en términos de factoriales (tienes que hacer uso de
la funcién beta):

(a) /_ (1+2)"(1 — x)°dz, (1.189)

1

(b) /1(1 —2H V2, (1.190)
/2
(c) /0 V cos(z)dz. (1.191)
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10. Haciendo uso de la funcién gamma, muestra que:

/OO > exp (—ax?) dv = s (1.192)
0 2q5+1” '

donde a y s son variables reales tales que a > 0 y s > —1 si el factorial se interpreta
en términos de la funcién gamma.

11. Haciendo uso de la funcién gamma, muestra la siguiente identidad:

Amiﬁﬁdu::lancg>m1—@. (1.193)

S

12. A partir de la representacién para la funcién digamma,

Zoo z
1 = — —_—
muestra que

¢(n + 1) = -7 + Hna

siendo H,, el n-ésimo nimero armoénico.

13. Muestra que la sucesién {~, : n € N},

Vn 1= Zn: 1o In(n). (1.194)

es convergente.

14. Sea f : R — R una funcién continua con derivada continua en el intervalo cerrado
[a,b] C R.

(a) Demuestra que

> s = [t [(o-1-3) r@ i

a<n<b N (a - %) fla) — (b — [b] - %) f(b). (1.195)

(b) Aplica la identidad en (a) a la funcién f(z) = 2~° para a,b € N. Con la
identidad resultante muestra que cuando a = 1 y b — oo tenemos que:

=1 1 * (z—[z] - 3) 1
= - R 1.196
n® s—1 8/1 xlts $+2 ( )
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15.

16.

17.

Muestra que la funcién zeta de Riemann ((s) puede escribirse como:

) =11 ! (1.197)

pe]P’l_pi

Sugerencia: toma la serie que define a ((s):

o0

C(s) = ni (1.198)
n=0
y separala en dos series: una con los n’s que son multiplos de 2 y otra con los que
no son multiplos de 2. De la primer serie factoriza 27° y observa que se recupera
la serie original (la funcién zeta de Riemann). Despeja ((s) y déjala en términos
de la serie que contiene los n’s que no son miltiplos de 2. Esta serie se debe volver
a dividir en dos: una que contiene los n’s que no son multiplos de 2 pero si son
multiplos de 3, y otra serie con los n’s que no son multiplos de 2 ni multiplos de 3.
Repite el procedimiento anterior (factoriza 3=° y despeja ((s)), generaliza y prueba

por induccion el resultado.

Utilizando propiedades de la funcion gamma demuestra que:

1 gl
C(s) = ) /0 xp(e) =1 dx. (1.199)

En teoria de probabilidades existe una funcién f(z) que define lo que se conoce como
la “distribucién beta”. La funcién f(x), conocida como densidad de probabilidad, se
define como:

I'a+0
flz) = [la+d)

['(a)T'(b)
para valores de x tales que x € [0,1]. Los pardmetros de la distribucién a y b se
asumen reales positivos.

L O s Lo (1.200)

(a) Muestra que la media de la distribucién p, definida mediante la férmula,

1
= / xf(x)dx. (1.201)
0
esta dada por:
a
= . 1.202
= (1.202)
(b) Muestra que la varianza de la distribucién beta ((Ax)?), la cual se define como,
1
(Ax)?) = / 22 f(2)dz — 12, (1.203)
0
esta dada por,
ab

(Ax)?) = (1.204)

(@t 02(atb+1)
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18. Muestra que

/OOO e dx = (;1) l (1.205)

/ L dv=—r (1.206)
0

b1 sin(mz)

19. Demuestra que

Sugerencia: Haz uso de la técnica de variable compleja para integrales impropias y
considera el contorno de integracién de la figura [I.7]

plano complejo z

1N

Figura 1.7: Contorno de integracién de la integral del ejercicio Para resolver la integral
hay que dividir la integral en cuatro partes segin el contorno de integracién: una integral sobre
el circulo “interior”, otra sobre el circulo exterior, y dos mas sobre las lineas que corren para-
lelamente a lo largo del eje x. Hay que tener presente la orientacién de contorno para evitar
problemas de signos.

20. Demuestra la validez de las siguientes representaciones de la funcién beta:
1
Blp+1,q+1) = 2/ (1 — 2?)d, (1.207)
0
1
Blp+1,q+1) = / tP(1 — t)%dt, (1.208)
0

Blp+1,q+1) = —du. 1.209
(p+1,q+1) /0 AT o™ (1.209)
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21. Verifica las siguientes identidades de la funcion beta:

Bla,b) = b?TlB(cH— 1Lb—1), (1.210)
B(a,b)B(a + b,c) = B(b,c)B(a,b+ c). (1.211)

22. Haciendo uso de la funciéon gamma, evalia las siguientes integrales:

(a) / 2T dr, (1.212)
0
1

(b) / g1 gy, (1.213)
0

(©) / (48" + 365 4 3¢ — 2)eVat. (1.214)
0

23. Haciendo uso de la funcién beta, evalia las siguientes integrales en términos de

factoriales:
/(1 —
(a) / vi—zp, (1.215)

(14 )43

(b) / (1= ") 2ay, (1.216)
0
/2
(c) / cos®%(u)du. (1.217)
0
24. (a) Para n € N escribe en términos de dobles factoriales y de 7'/2 las siguientes

funciones gamma:
1 1
r (5 + n) : y r (5 — n) . (1.218)

(b) Usa las identidades anteriores para probar que:
1 1
r (§ + n) r (5 — n) = (—1)"r. (1.219)

. @n—-1nM2 1
R TS I R=TEY (1-220)

25. Muestra que

26. Muestra que
/ xe In(z)dr =1 — 7, (1.221)
0

donde v es la constante de Euler-Mascheroni.



44

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

La funcion gamma de Euler

Comprueba la siguiente identidad para n > 1,

/O ﬁdw = nlC(n), (1.222)

donde ((n) es la funcién zeta de Riemann.

Verifica, explicando paso por paso, que la funcién poligamma puede desarrollarse
en serie de Taylor como sigue:

- k
P (z 4+ 1) Z m*’“*l%')g(m + k4 1)2F, param > 1. (1.223)
k=0 '

Con ayuda de la funcion gamma, obtén la férmula de Walis para m, esto es, demuestra

e
3 (1) G) ) (75) a8

Sugerencia: Haz uso de las féormulas desarrolladas en el ejercicio

Calcula los residuos de la funcién gamma, I'(z) en z = —n para cualquier n no

negativo.
- —ax? -1/b 1
e dxr =a T 1_5 . (1.225)
0

Muestra que cuando la funciéon gamma incompleta superior,

Muestra que

[(s,z):= / t et dt, (1.226)
se evalia en s = (, puede escribirse como:
I(0,2) = —y — In(z) — i —2)° (1.227)
’ p k (k') '

Sugerencia: usa la expresiéon para I'(s, z):
[(s,z) =D[(s) =1 = (y(s,2) = 1), (1.228)

s

y toma el limite s — 0.

Usando la relaciéon de recurrencia de la ecuacion ([1.146)), muestra que:

nl\ 27
k=0

M(—n,2) = — (€Z i(—nk(n 1) (—1)”r(o,z)> L (1229
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34.

35.

36.

37.

Comprueba las siguientes identidades

(a) I'(iz) = Vrerfe(Vr), (1.230)

(b) v(3.2) = Vmerf (Vr), (1.231)

(c) [(s,z) = a°Ej_s(x). (1.232)
En esta ultima expresion la funcién es la funcién integral exponencial generalizada,
definida como:

En(x) = /100 et:t dt. (1233)

Muestra que
cgi_mm[‘”'z”(z’@} = (=)™ y(z +m, ), (1.234)
Cgc_mm { exy(%@] _ exr(?(z(—z ;wm,g;)' .

La funcion error esta relacionada con la distribucién normal estandar. La funcién de
distribucién acumulada, ®(z), asociada a una variable aleatoria X con distribucién
normal estandar estda dada por:

O(z) =P(X <) = % {1 +erf (%)} . (1.236)

(a) Usando la funcion error, calcula la probabilidad de que una variable aleatoria
X, distribuida segtin una normal estandar, sea menor que x = 1, es decir,

calcula P(X < 1)
(b) Calcula la probabilidad de que una variable aleatoria X sea mayor que x = —2.

(c) ;Cuadl es la probabilidad de que X se encuentre en el intervalo [—1,1]?

La ecuacién de difusion unidimensional para un proceso en el que una particula se
desplaza de acuerdo con una ley gaussiana es:

dc(x,t) D82c(x,t)
ot ox?

donde ¢(x, t) es la concentracién de particulas, D es el coeficiente de difusion, y = es
la posicién espacial. La solucion a esta ecuacion en condiciones iniciales apropiadas
esta dada por:

(1.237)

1 x?
clx,t) = exp|——=]. 1.238
(0.0 = = (-1 (1239
Si queremos calcular la fraccién de particulas que han llegado a una posicion x
después de un tiempo ¢, utilizamos la funcién error, ya que esta describe el compor-
tamiento de la distribucién normal en el contexto de difusion.
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(a) Escribe una expresién para la fraccion de particulas P(x,t) que han llegado a
una posicién x después de un tiempo ¢ usando la funcién error.

(b) Para D = 107° cm?/sy t = 1s, calcula la fraccién de particulas que han llegado
ar=2cm.

38. La funcién error para valores pequenos de z puede ser aproximada mediante un
desarrollo en serie de Taylor alrededor de x = 0:

2 2 2

(a) Usa el desarrollo en serie para aproximar erf(0.1) usando los primeros tres
términos de la serie.

(b) Calcula el valor exacto de erf(0.1) y compara el resultado con la aproximacién
obtenida. ;Qué tan buena es la aproximacion para x = 0.17

39. La ecuacién de conduccion de calor en una barra unidimensional es:

oT(x,t)  9*T(x,t)
S =t (1.240)

donde T'(z,t) es la temperatura, « es la difusividad térmica, y = es la posicién en la
barra. Para condiciones iniciales de tipo gaussiano (es decir, T'(x,0) = exp(—z?)),
la solucion de esta ecuacién es:

]_ z ' —x)2
T(et) = / T 0y (1.241)

La integral de la solucién tiene la forma de la funcién error. Esto puede expresarse

o T(x,t) = % [1 + erf <2j£)1 . (1.242)

(a) Paraa = 1x10"3cm?/s y t = 2s, calcula la temperatura en el punto x = 3 cm.

(b) ¢Qué sucede con la temperatura en el limite de ¢ — co?



Capitulo 2

Ecuaciones en derivadas parciales

2.1. Clasificacion de la ecuaciones en derivadas
parciales

Galileo Galilei solia decir que el libro de la naturaleza estd escrito en el lenguaje de las
matematicas. Asi, la fisica, como la naturaleza en general, se puede describir en términos
de ecuaciones, y gran parte de esas ecuaciones son aquellas que denominamos ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales. Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
son ecuaciones que involucran funciones (reales, complejas o aun vectoriales) en varias
variables asi como sus derivadas parciales. Y al igual que las ecuaciones diferenciales or-
dinarias, estas también las podemos clasificar de varias maneras. Clasificar este tipo de
ecuaciones es importante por varias razones. Por ejemplo, las ecuaciones algebraicas las
podemos catalogar haciendo con base en la potencia mas grande de la variable descono-
cida, lo cual nos ayuda a sistematizar la forma de resolverlas. O, nos permite saber si
podemos resolverlas de manera exacta o, simplemente, si se pueden resolver o no. En el
caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias, sabemos que existen dos grandes grupos de
ecuaciones: lineales y no lineales. Las ecuaciones lineales, a su vez, se pueden clasificar de
diversas maneras: segun si tienen un término que no depende de la funcién desconocida se
pueden llamar ecuaciones homogéneas o no homogéneas; con base en la derivada de mayor
orden que aparece en la ecuacion, se puede llamar de primer, segundo, tercer orden, etc,
o incluso si sus coeficientes son constantes o no son parte de una clase especifica. Toda
esa informacién nos ayuda a saber qué técnica usar si la ecuacién se encuentra en una u
otra categoria. Asimismo, sucede con las ecuaciones en derivadas parciales.

47
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2.1.1. Una clasificacion de ecuaciones diferenciales parciales

La ecuaciones diferenciales en derivadas parciales pueden, al igual que las ordinarias, cla-
sificarse de diferentes maneras. Una de estas clasificaciones implica el mayor orden de
las derivadas que aparecen en la ecuacién, y asi, al igual que las ecuaciones diferencia-
les ordinarias, las hay de primer orden, de segundo orden, etc. La mayor parte de las
clasificaciones que se tienen para las ecuaciones diferenciales ordinarias se extienden au-
tomaticamente al caso de las ecuaciones en derivadas parciales. Sin embargo, existe una
clasificacién, dentro de la clase de ecuaciones diferenciales parciales lineales de segundo
orden, que no tienen contraparte en las ecuaciones ordinarias.

Solamente se consideraran ecuaciones de segundo orden, las cuales clasificaremos en tres
grandes grupos a continuacion. El hecho de solo tomar en cuenta ecuaciones de segundo
orden tiene que ver con que estas componen gran parte de las ecuaciones de la fisica.
Por ejemplo, en la teoria electromagnética, la ecuacion que describe la propagacion de la
luz, la ecuacion de onda, es una ecuaciéon de segundo orden. La ecuacion de onda aparece
también en la dindmica de fluidos al describir la propagacion de las ondas sonoras. Dentro
de la termodinamica, la ecuacién de difusion es, también, de segundo orden, asi como lo es
la ecuacion de Schrodinger, que describe la mecénica cuantica de las particulas a escalas
nanoscopicas.

Existen tres grandes grupos de ecuaciones diferenciales parciales lineales de segundo orden:
las ecuaciones hiperbdlicas, las ecuaciones elipticas, y las ecuaciones parabdlicas.

Sea 1) : R? — R una funcién real en R2. Se dice que una ecuacién diferencial parcial para
Y es de tipo hiperbdlico si es de la forma de (o puede ser transformada en) la siguiente
ecuacion

R
0x? Oy?

0. (2.1)

Por otro lado, decimos que una ecuacién diferencial parcial para 1 es de tipo eliptico si
es de la forma de (o puede ser transformada en) la siguiente ecuacién

0% 0%
2_ 2_ p—
Wt g =0 (2.2)

Y, finalmente, una ecuacién diferencial parcial para v es de tipo parabdlico si es de la
forma de (o puede ser transformada en) la siguiente ecuacién

oy %Y
aqa— =

= oy (2.3)
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Cuando tenemos ecuaciones en derivadas parciales que involucran mas de dos variables,
esta clasificacion se extiende directamente. A continuacién daremos algunos ejemplos de
estas situaciones.

Ejemplo 2.1.1. Algunas ecuaciones diferenciales parciales que aparecen en la fisica
son las siguientes.

= Ecuacién de Laplace.
V3 =0 (2.4)
Esta es una ecuacién diferencial parcial lineal de segundo orden, de tipo eliptico,

ademds de ser una ecuacién homogénea

Esta ecuacion ocurre frecuentemente en la teoria electromagnética, incluyendo la
electrostatica y la magnetostatica. También aparece frecuentemente en el estudio de
la hidrodinamica, la conduccion del calor e incluso en la gravitacion.

= Ecuacién de Poisson.
V) =p (2.5)
Esta es una ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden no homogénea, de
tipo eliptico

Esta ecuacién es la que describe el campo electrostatico de una fuente de cargas p.

s Fcuacién de onda.

1 9%

2 —_— ——
Vi = 5o (2.6)

En este caso, esta es una ecuacién de tipo lineal de segundo orden homogénea, de
tipo hiperbdlico.
Esta ecuacion aparece en varias areas de la fisica. Entre otros fenémenos, esta ecua-

cion describe la propagacion de ondas sonoras u ondas electromagnéticas.

s Fcuacién de difusion.

2, _19¥
V= - (2.7)

Es una ecuacién de tipo lineal de segundo orden homogénea, de tipo parabdlico.

Como su nombre lo indica, esta ecuacién describe el transporte difusivo del calor o
la difusién de particulas en un medio homogéneo, entre otros fenémenos.
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En general, podemos saber si una ecuacion diferencial parcial pertenece a uno u otro grupo
(hiperbdlica, eliptica o parabdlica) a través de un discriminante, de manera completamente
analoga a como se clasifican las conicas.

La ecuacion diferencial parcial lineal de segundo orden mas general para una funcion
desconocida v : R? — R es de la forma:

PU B
0x? 0x0y 0y?

+ D)2 4 B, )2 + Flo, yyila.y) = 0.

Az, y) o 3y

+ B(z,y) + C(z,y)

En este caso, las ecuaciones de tipo hiperbdlico son aquellas que satisfacen la condicion:

B? —4AC > 0. (2.8)
La ecuaciones de tipo eliptico son aquellas cuyo discriminante cumple la condicién:

B? —4AC < 0. (2.9)
Y, finalmente, se dice que una ecuacion es de tipo parabdlico si:

B? —4AC = 0. (2.10)

El discriminante B? — 4AC normalmente depende de las variables z y v, por lo que la
ecuacion puede cambiar de un tipo a otro a lo largo del dominio de integracién, aunque
esto es poco comun. Los calificativos parabdlico, hiperbdlico y eliptico proceden de la
analogia, como se menciond arriba, con la clasificacion de las ecuaciones cuadraticas o
secciones conicas, pues la ecuacién algebraica

Az’ + Bary+Cy* + Dx+ Ey+ F =0 (2.11)

es hiperbdlica, parabdlica o eliptica si su discriminante B2 — 4AC es, respectivamente,
positivo, cero o negativo.

En este punto es importante establecer una generalizacion de las ecuaciones en derivadas
parciales con mas de dos variables. Antes de esto, es necesario notar que la clasificacion
descrita arriba se puede relacionar con los valores propios de la matriz:

A= {Bf}Q B(ﬂ | (2.12)

No es dificil notar que los valores propios de A estan dados por:

22 = A+ C £/ (A+C)? —4AC + B2. (2.13)

Ahora, cuando la ecuacién en derivadas parciales correspondiente es de tipo hiperbdlico,
tenemos que B? — 4AC > 0. Esto quiere decir que uno de los valores propios es positivo
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mientras que otro es negativo. Por ejemplo, si A+ C > 0 tenemos el caso en que A\ >0y
A_ < 0, papeles que se invierten en el caso en A4 C' < 0. Cuando la ecuacion en derivadas
parciales se encuentra en la familia de las ecuaciones elipticas, tenemos la situacién en
que B? —4AC < 0, lo cual nos conduce a la situacién en que ambos valores propios, A,
y A_, son ambos positivos o ambos negativos. Por 1ltimo, si la ecuacion correspondiente
es de tipo parabdlico, se tiene que B? — 4AC < 0, lo que nos conduce a que uno de los
valores propios es cero. Esta forma de replantear la clasificaciéon nos permite extenderla
directamente al caso en que tenemos mas de dos variables independientes.

Si tenemos n variables independientes xq, xs,...,T,, la ecuacion en derivadas parciales
lineal de segundo orden de la forma mds general puede escribirse como [13]:

n n azw n 8w
ZZCLLJ-M —+ ;bl’]a_gjz + C@ZJ(Il,l'Q,...,In) +d = 0 (214)

i=1 j=1
La clasificacién depende de los valores propios de la matriz de coeficientes A = (a; ;):

= Eliptica: cuando los valores propios son todos positivos o todos negativos.

= Parabdlica: cuando los valores propios son todos positivos o todos negativos, excepto
uno, el cual toma el valor cero.

= Hiperbdlica: cuando solo hay un valor propio negativo y todos los demés son posi-
tivos, o cuando solo hay un valor propio positivo y todos los demés son negativos.

= Ultrahiperbdlica: cuando hay mas de un valor propio positivo y mas de un valor
propio negativo, y no hay valores propios iguales a cero.

2.1.2. Condiciones de frontera

Cuando nos enfrentamos al problema de obtener una solucién de una ecuacién diferencial
parcial, es necesario imponer ciertas condiciones. Algunas de estas condiciones se manifies-
tan naturalmente en un problema fisico especifico y comuinmente deseamos obtener una
solucién unica. Por ejemplo, sabemos que, al resolver una ecuacién diferencial ordinaria de
segundo orden, obtenemos una cantidad infinita de soluciones que se manifiestan a través
de constantes de integracién. Si esa ecuacion es, por ejemplo, la ecuaciéon de movimiento
de un objeto puntual como el tiro parabdlico, sabemos que la trayectoria fisica del movil
debe ser tnica. Y dicha unicidad se obtiene imponiendo lo que conocemos como condi-
ciones iniciales: si damos la posicion inicial del movil y su velocidad inicial, podremos
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conocer su trayectoria (unica), la cual se corresponde con la solucién de la ecuacién de
movimiento en cuestiéon. Es decir, las condiciones iniciales nos proveen de la unicidad que
buscamos.

En el caso de las ecuaciones en derivadas parciales la situacion se complica un poco
més, pero aun hay cierta similitud. Hay problemas fisicos cuyas ecuaciones (en derivadas
parciales) no involucran el tiempo. Otras si que lo incluyen. Cuando la variable temporal
es explicita en nuestro problema, podemos pensar que, en analogia con las ecuaciones
diferenciales ordinarias, debemos imponer condiciones iniciales, y de hecho, es asi en una
buena cantidad de problemas clasicos de la fisica. No obstante, la presencia de las otras
variables (las variables espaciales) nos dan grados de libertad adicional, lo que resulta en
constantes de integracién adicionales, esto podria implicar la no unicidad de la solucion
que buscamos. Este problema se evita con la imposicion de condiciones adicionales a las
que, en lo sucesivo, nos referiremos como condiciones de frontera. Estas son, basicamente,
condiciones sobre la funciéon que debe satisfacer en la frontera de cierto dominio, el espacio
fisico, en el que buscamos la solucién a nuestro problema.

Antes de pasar a la descripcion de los principales tipos de condiciones de frontera que se
suelen imponer en problemas fisicos, estableceremos, a continuacion, algunas soluciones a
ecuaciones en derivadas parciales:

Ejemplo 2.1.2. Algunas soluciones de ecuaciones diferenciales parciales que apa-
recen en la fisica.

= Ecuacién de Laplace. La ecuacién de Laplace en 3D, es decir, la ecuacion en deri-
vadas parciales:

2 2 2
0y P 0%

2.1
ox?2  Oy? 022 0 (2.15)

tiene como solucion:

C

Y(r) = (2.16)

|t — 1|

siendo r = (z,¥, z), ¢ una constante de integracién arbitraria y ro = (2o, o, 20). La
solucién mencionada es valida para cualquier r € R? tal que r # ry. Normalmente
se usa la constante ¢ = 1/4r.

= Ecuacién de Poisson. La ecuacion de Poisson en 3D,

V2 = p(r), (2.17)
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tiene como solucién formal la integral:

b(r) = — / ) (2.18)

AT Jgs | T — 1|
siendo ¢ una constante de integracién. La solucién es valida para r € R3.

s Fcuacién de onda. La ecuacién de onda en una dimension:

0% 1 0%
R 2.19
dz? ¢ ot (2.19)
tiene como solucién mas general:
U(x,t) = f(x —ct) + g(x + ct), (2.20)

siendo f, g : R — R cualquiera funciones doblemente diferenciable. Esta solucién se
puede generalizar a cualquier dimension.

s Fcuacién de difusion. La ecuacion de difusion unidimensional

b 190

tiene como solucion:

, ef(xfa:’)2/4atd ) 599
z,t) = T')————d1’, .
vt = [ )= 222

siendo pp(z) una funcién integrable arbitraria. Al igual que en el caso anterior, esta
solucion se puede generalizar a mas dimensiones.

Podemos darnos cuenta de que una ecuacion en derivadas parciales puede tener infinitas
soluciones linealmente independientes, una propiedad que la distingue de las ecuaciones
diferenciales ordinarias. De hecho, en el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales y homogéneas tenemos, a lo sumo, tantas soluciones linealmente independientes
como el orden de la ecuacion. En el caso que nos ocupa, tendremos que puede haber
infinitas funciones linealmente independientes. Entonces, para que una solucién i (z,y)
sea tnica, se debe satisfacer una cierta relacién (condicién) sobre una curva en el plano
(z,y) que actia como una frontera que separa la regién de integracién, dentro de la cual
queremos conocer la solucién ¢ (x,y), del resto del plano (z,y).

Comunmente se establecen cuatro tipos de condiciones de contorno:

1. Condiciones de contorno de Dirichlet. Son aquellas en las que ¥ (z,y) se especifica en
cada punto del contorno o frontera.
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2. Condiciones de frontera de Neumann. Se especifica en cada punto del contorno la
componente normal a la frontera del gradiente de 1, es decir, V1.

3. Condiciones de frontera de Cauchy. Se especifica en cada punto del contorno tanto 1
como V1. Este es el tipo de condicién que se suele especificar en ecuaciones diferenciales
ordinarias, conocidas también como condiciones iniciales, en donde el valor de la funcion
y la derivada se especifican para obtener una tnica solucién.

4. Condiciones de frontera mixtas. En un tramo de la frontera se especifica el valor de ¢
y en el tramo complementario se especifica el valor de V1.

En analogia con las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden, podria pensarse
que las condiciones de contorno adecuadas para las ecuaciones en derivadas parciales de
segundo orden son las de Cauchy. Pero esto no es siempre cierto, incluso con estas condicio-
nes, el problema podria estar sobredeterminado. Es decir, podria ser que las condiciones
de Cauchy nos imponga condiciones de mas (imposibles de satisfacer) para la solucién
buscada. De hecho, las condiciones de frontera apropiadas, es decir, aquellas que garanti-
zan la existencia y unicidad de las soluciones, son diferentes segin la ecuacion diferencial
parcial ya sea hiperbdlica, parabdlica o eliptica. Cuando establezcamos los métodos de
solucién, vamos a establecer con mas precision qué clase de condiciones de contorno para
cada ecuacion nos proporciona una solucién tnica.

2.1.3. Métodos de solucion

A continuacién, vamos a dar un panorama de algunas técnicas comunes de solucién de
ecuaciones diferenciales parciales, y en algunos casos estableceremos un ejemplo sencillo
de esta situacion.

Ya sabemos que, en el caso de las ecuaciones ordinarias, existen técnicas basadas en
transformaciones integrales, siendo la transformada de Fourier, tal vez, el epitome de estas
técnicas. En el caso de ecuaciones en derivadas parciales, tenemos tres grandes grupos de
técnicas de solucion:

1. Solucién por transformadas integrales.

2. Solucién por medio de funciones de Green (comunmente denominados propagado-
res).

3. Solucién por medio de la técnica de separaciéon de variables.
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Las dos primeras metodologias en realidad también se aplican en ecuaciones diferenciales
ordinarias; en particular, la técnica de funciones de Green se estudiard en capitulos pos-
teriores. La técnica de separacion de variables, por su parte, es una de las mas populares
para resolver ecuaciones en derivadas parciales que provienen de la fisica. Esa es la técni-
ca que abordaremos para desarrollar varias familias de funciones especiales. Pero antes
de proceder a implementar esta técnica, se hace necesario introducir la teoria de Sturm-
Liouville, que nos permite establecer soluciones de ecuaciones en derivadas parciales en
completa analogia con el algebra vectorial.

2.2. Teoria de Sturm-Liouville

A continuaciéon, vamos a revisar la teoria de Sturm-Liouville. De manera general, podemos
decir que esta teoria establece que un operador diferencial lineal de segundo orden que
tiene la forma autoconjugada posee una coleccion de valores propios que son reales, cuyos
vectores propios asociados poseen la propiedad de ortogonalidad. Es decir, los operadores
con la forma autoconjugada son el andlogo de las matrices hermitianas |I| cuyos valores
propios son reales y sus vectores propios son ortogonales.

2.2.1. Operadores conjugados

Hay que recordar que una técnica general para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias,
de primer orden, lineales y no homogéneas, se basa en hallar lo que se conoce como
factor integrante [30]. Esta técnica consiste, esencialmente, en multiplicar la ecuacién
correspondiente por una funcién (el factor integrante) que convierte la parte homogénea
de la ecuacion en una derivada total. Esto es, el factor integrante se encarga de convertir
la ecuacion en una ecuacion diferencial exacta. Una pregunta que surge inmediatamente
de esta observacion es si podemos emplear la técnica del factor integrante para hacer
exacta una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) de segundo orden lineal y homogénea.
Exploremos esta linea de razonamiento.

Consideremos una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden, lineal y homogénea,

o) T+ pr () 2 oy = 0. (22

Vamos a suponer que esta ecuacién diferencial puede volverse exacta si multiplicamos por
un factor adecuado, al que denotaremos por p(x). Esto es, la ecuacién diferencial de la

L Algunos autores usan el término hermiticas para referirse a este tipo de matrices. En este libro usaré
ambos términos de manera equivalente.
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forma
d*y dy
pl@)p2(z) -5 + pla)pi(z) -+ pl)po(2)y(z) =0, (2.24)
debe poder escribirse como
d dy
— | A(x)-—=+ B =0. 2.2
| A@)2L + By =0 (225)

Nuestro objetivo, a continuacién, es obtener las funciones A(z) y B(x), asi como el factor
integrante p(x) en términos de las funciones dadas ps(x), p1(z), y po(z). Para esto vamos
a desarrollar la derivada en la ecuacién (2.25) con la finalidad de compararla con la
ecuacion (2.24)). De este modo tenemos que
d’y dy dy
A@)o2 + A(2)2 + B(x)-2 + B -0, 2.26
(1) S+ A )5+ B@) 3+ B (@)y() (2.26)
en donde hemos utilizado la notacion de “prima” para denotar la derivada de las funciones
Ay B. Notemos que esta ultima expresion puede reescribirse como
d?y ’ dy ’
A(x)@ + (A(z) + B(m))% + B'(z)y(x) = 0. (2.27)
Si comparamos esta ultima expresién con la ecuacién (2.24)) podemos darnos cuenta de
que

A(z) = p(x)pe(x), (2.28)
Al(x) + B(z) = p(@)pi(2), (2.29)
B'(z) = p(x)po(w). (2.30)

Podemos apreciar que estas ecuaciones constituyen un sistema de tres ecuaciones diferen-
ciales de primer orden lineales para las funciones desconocidas A, B y u. Nuestro objetivo
ahora no es resolver dicho sistema, sino obtener una sola ecuacién para una de estas
funciones desconocidas: el factor integrante p(z). De hecho, no es dificil ver que

o) = 4 (nenlo)) (231)

y por lo tanto,

%(u(w)m(m)) + B(z) = p(x)pi(z). (2.32)

Derivando esta ultima igualdad obtenemos

(o) + 2w) = 2 (wom), (2.33)

dx?
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y usando la identidad ([2.30]) en esta ultima expresién obtenemos

s (4o) + utemto) = L (o)) (2.34)

Reacomodando los factores y términos en esta ultima ecuaciéon podemos ver que

() = 2 (o)) +miedto) = o (2.35)

Podemos apreciar inmediatamente que esta tultima igualdad constituye una ecuacion dife-
rencial para p(x), el factor integrante de nuestra EDO de segundo orden. A esta ecuacién
nos referiremos como la conjugada (o ecuacién adjunta) a la ecuacién para y, la expre-
sién . También podemos ver que, de cierta forma, no se gana mucho con esto: la
ecuacion que hay que resolver para hallar el factor que hace exacta la EDO es igual
de dificil (o aun mas) que la ecuacién original que buscamos resolver.

Aunque en este punto parece infructuosa la busqueda de un “factor integrante” para
una EDO de segundo orden, hemos encontrado algo interesante: la ecuacion diferencial
obtenida para p tiene una forma muy similar a la ecuacion original. De hecho, pareciera
que la ecuacion se hubiera obtenido por hacer que las derivadas parciales operan a

la izquierda en la ecuacién ([2.24]) (después de haber “eliminado” y(z) y haber cambiado
un signo). Esta peculiar forma de la ecuacién para g de hecho amerita un nombre especial.

Recordemos que las funciones pueden ser interpretadas como vectores de un espacio vec-
torial abstracto y, en particular, de un espacio vectorial normado con producto interno
conocido como el espacio de Hilbert. Asi como las funciones se pueden pensar como vec-
tores, también las operaciones (lineales) que afectan las funciones son interpretadas como
operadores. En el caso de las ecuaciones diferenciales ordinarias, es comun representarlas
como un problema lineal, en el sentido de que se busca una funcién que al ser procesa-
da por un operador diferencial, se obtenga un resultado especifico. De esta manera, si
definimos el operador diferencial L. como

L= noi () +ni () mi - (2:36)

entonces, la ecuacién diferencial (2.23) puede escribirse de manera condensada simple-
mente como

Ly = 0. (2.37)

De igual manera, podemos definir un nuevo operador, al que llamaremos operador conjuga-
do a L, u operador adjunto (en concordancia con la nomenclatura para la correspondiente
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ecuacién) y que denotaremos por LT, explicitamente dado por,

R CCR R (CC R RSO (239)

Vamos a hacer ahora una observacion interesante. Supongamos por un momento que
la ecuacién que hemos descrito para p es mas facil de resolver que la ecuacion para y
dada por . Si fuese asi, valdria la pena preguntarse si el factor integrante de la
ecuacion adjunta (la ecuacién adjunta de la ecuacién adjunta a y(z)) es atin mas facil de
resolver. Los cédlculos se pueden elaborar de manera directa aplicando la misma técnica
que ya hemos establecido. De hecho, no es dificil mostrar que, si denotamos por v el
factor integrante de la ecuacién adjunta, entonces la ecuacién que satisface v (la ecuacién
adjunta de la ecuacién adjunta a y(x)) esta dada por,
d*v dv

Pz(if)@ +p1($)% + po(x)v(x) = 0. (2.39)

Esto significa que la ecuacién conjugada de la ecuacion conjugada es la ecuacion original.
Es decir, si tratamos de hacer exacta la ecuacién para el factor integrante, el que nos
vuelve exacta la ecuacién original, entonces, regresamos al punto de partida. Al parecer,
no hay manera de simplificar el problema de una EDO de segundo orden a través de
factores integrantes.

Ya hemos dejado claro que tratar de volver exacta la EDO general mediante un
factor integrante es un problema igual de complicado de resolver que la ecuacién original.
No obstante, podriamos preguntarnos si hay una forma especial de la ecuacién diferencial
en la que hallar el factor integrante sea exactamente igual de complicado (o més sencillo)
que en el problema original. Buscamos las condiciones para que la ecuacién adjunta (la
ecuacion autoconjugada) sea exactamente igual a la ecuacién original, es decir, buscamos
las condiciones (sobre ps, p1 ¥ po) para que las ecuaciones

po@) T ()2 4 pola)y(r) =0 (2.40

s (reonto) — 4L (o)) + mlalate) = o (241)
sean idénticas.

Si desarrollamos las derivadas en esta ltima ecuacién podemos ver que

pa(@)p" () + 2py(x) (z) + py () p(@) — pr(x)p(z) — Py (@) (@) + po(@)u(z) = O,

y reduciendo términos semejante, obtenemos

pa(@)p (x) + (2p5(x) — pr(2)) 1 (@) + (P5(x) — Pi(2) + po()) u(z) = 0. (2.42)
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Ahora, para que la ecuacién (2.42)) coincida con la ecuacién (2.40)), hay que hacer que el
coeficiente de y” coincida con el de u”, el de ¢’ con el de ' y, finalmente, el coeficiente de
y con el coeficiente de p. Haciendo esto obtenemos las siguientes condiciones:

2p5(z) — pr(x) = pi (), (2.43)

pa(x) — pi(z) + po(z) = po. (2.44)

Cabe mencionar que son solamente dos condiciones, ya que el coeficiente para 3" es el
mismo que el de p”. Debemos notar que si solo pedimos que la funcién p;(x) sea igual a

ph(x), las ecuaciones ([2.43)) y ([2.44)) se satisfacen automaticamente. Entonces, la condicién
para que la ecuacién adjunta ([2.41)) coincida con la ecuacién original (2.40)) es simplemente

pi(x) = ph(). (2.45)

Atdn més: si renombramos la funcién py(x) como p(z) y po(z) como g(z), entonces, la
ecuacion (2.40) toma la forma

p@) L+ )W+ @) =0, (2.40)
o bien,
= (#5) + atomta) <o, (2.47

ecuacion que llamaremos autoconjugada, por la simple razén de que la ecuacién conjugada
(la ecuacién para su factor integrante) es exactamente la misma, es decir,

= (s ) + atomte) o (248)

En términos de operadores, decimos que un operador diferencial L de segundo orden lineal
tiene la forma autoconjugada si,

L-t (pcx)% -)+q<x> . (2.49)

lo que significa que la operacién de conjugacién deja invariante a L, es decir, LT = L.

Vamos a hacer ahora una observaciéon més. Sean u y v dos funciones reales y consideremos
un operador diferencial L en su forma general (no en la forma autoconjugada) y consi-
deremos, igualmente, su conjugado L. Entonces, tenemos que la diferencia vLu — uLTv
puede escribirse como

vLu — uLv = v(pzu” + pu +p0u> - u((pgv)” — (p1v)’ +pov). (2.50)
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Es claro que algunos términos de la ecuacién anterior se cancelan inmediatamente, lo que
nos da

vLu — uLTv = vpou”” + vpiu — u(pav)” + u(prv)’. (2.51)

En esta tltima ecuacién podemos ver que el segundo y cuarto términos del lado derecho
de la igualdad completan una derivada total, de manera que

d
vLu — uLv = vpor” — u(pv)” + o (uplv) : (2.52)

Los términos restantes (ahora el primero y segundo términos de la ecuacién anterior)
también pueden escribirse en términos de derivadas totales,

d
vLu—uLly = vpzuw(vpz)'u'—<vp2>'u'—u<p2v>"+@(“pw)‘

-4 (pzvu/> -2 (u(vpg)'> ra (upw). (2.53)

Esto ultimo quiere decir que la combinacién vLu — uLfv es en realidad una diferencial
exacta,

d
vLu — uLfv = - (pQUu’ — u(vpe) + uplv) : (2.54)
T

de modo que, al integrarla en un intervalo arbitrario, el resultado solo depende de las
funciones p1, p2, u y v evaluadas en los extremos,

b b
/ (vLu — uL'v)dz = {pgvu’ — u(vpe) + uplv} . (2.55)

Esta tdltima igualdad es conocida como la identidad de Lagrange. Este resultado nos sera
de utilidad mas adelante para desarrollar la teoria de Sturm-Liouville.

2.2.2. El problema Sturm-Liouville

Hasta ahora hemos analizado la EDO lineal de segundo orden ma&s general posible sin
avanzar, de cierto modo, hacia un método de solucion, ni siquiera cuando la ecuacion
toma una forma “simplificada” es decir, la forma autoconjugada. Sin embargo, veremos
que en realidad hemos dado unos cuantos pasos en la direcciéon correcta. Y para seguir en
dicha direccién vamos a proponer un problema con el que parece que nos desviaremos un
poco del camino: el problema Sturm-Liouville.



Teoria de Sturm-Liouville 61

Es claro que los operadores diferenciales son transformaciones lineales que operan en
un espacio vectorial complejo que consiste de conjunto de funciones cuadrado-integrables
[29], es decir, el espacio de Hilbert. En este sentido, es completamente natural preguntarse
por las propiedades espectrales de dicho operador, esto es, por la coleccion de valores
propios y funciones propias de dicho operador. Aunque esto puede parecer algo ocioso, no
lo es: bajo ciertas condiciones los vectores propios de una transformacién lineal, que opera
sobre un espacio vectorial completo, forman una base. Esto quiere decir, simplemente, que
cualquier vector (en nuestro caso, funcién) puede expresarse como una combinacién lineal
de los vectores propios (funciones propias) del operador en cuestion.

Dejando esto claro, vamos a proceder a establecer entonces el problema de valores y funcio-
nes propias de un operador con la forma autoconjugada. Aunque podriamos preguntarnos
por el problema correspondiente de un operador lineal de segundo orden arbitrario, mas
adelante veremos que esta consideracion no solo nos proporciona propiedades especiales
del conjunto de funciones propias, sino que cualquier operador lineal de segundo orden
puede llevarse siempre a la forma autoconjugada.

Entonces, el problema Sturm-Liouville consiste en hallar los valores propios y funciones
propias de un operador diferencial lineal autoconjugado, esto es, buscamos los valores A
y las funciones asociadas uy(x) que satisfacen la ecuacién

Luy = Aw(x)uy(z), (2.56)
o bien, de manera explicita,
d du
- (p(a:)d—;> + q(@)ur(x) = Mw(x)uy(2), (2.57)

donde w(x) es una funcién real dada.

Hasta este momento, hemos introducido la propiedad de conjugacion de los operadores
diferenciales a través de su relacién con el factor integrante de una ecuacién diferen-
cial ordinaria lineal de segundo orden. Sin embargo, el nombre de dicha propiedad (la
conjugacién) es, con todo propésito, el mismo nombre que usamos para referirnos a los
“companeros”’ de los nimero complejos, los complejo-conjugados. En realidad podemos
definir la propiedad de conjugacién de operadores si recurrimos al algebra lineal abstracta.
Ya hemos seguido esta linea desde hace rato, cuando introdujimos la nocién de operador
diferencial. A continuacion, vamos a establecer las bases para obtener un par de resultados
sobre el problema Sturm-Liouville.

Antes de definir la operaciéon de conjugacion de operadores diferenciales dentro de la
teoria de operadores lineales abstractos, primero, tenemos que establecer el espacio donde
actian [29]. Vamos a denotar por £3(a,b) el conjunto que contiene todas las funciones
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cuadrado-integrables El que van de R D [a,b] — C. Sabemos que este espacio forma un
espacio vectorial normado, en el que la norma es inducida por un producto interno (la
norma L? o euclidiana), el cual se define generalmente como sigue, si f,g € L3(a,b),
entonces, el producto interno de f con g estd dado por

mmF/fwwmm. (2.58)

Se sabe que el espacio vectorial complejo £%(a,b) dotado con dicho producto interno y
de la correspondiente norma inducida H forma un espacio de Banach y, en particular, un
espacio de Hilbert, el cual suele interpretarse como una generalizacion de los espacios
euclidianos.

Dentro de este marco tedrico, podemos ahora establecer con toda propiedad la accién de
conjugacion de operadores. Si L es un operador lineal actuando sobre un espacio vectorial
complejo V normado y con producto interno, entonces, decimos que el operador conjugado
a L, denotado por L, es un operador tal que,

(alL|b)" = (b|L']a), (2.59)

para cualesquiera |a), |b) € V. En este sentido, decimos que un operador es autoconjugado
o hermitico si L = LT. En vista de lo anterior, también podemos decir, alternativamente,
que un operador L serd autoconjugado si, al interior del producto interno (a|L|b), el
operador L actia indistintamente a la izquierda o a la derecha, esto es:

(alL|b) = (a|Lb) = (La|b). (2.60)

No es dificil probar que un operador diferencial lineal con la forma autoconjugada (o la
forma Sturm-Liouville) es un operador conjugado en el sentido , con algunas preci-
siones adicionales. En particular, para el problema Sturm-Liouville (y para las aplicaciones
que veremos méas adelante), vamos a definir el producto interno entre dos funciones de
manera diferente.

Sean f, g dos funciones cuadrado-integrables en [a, b], con b > a € R, entonces, el producto
interno entre f y g se define como

mm:/wwﬁmmwa (2.61)

donde w : [a,b] — R* es una funcién real positiva llamada funcion de peso.

2Decimos que una funcién f es cuadrado-integrable si f; |f|?dx existe. Nétese que como la imagen de
f esta C, entonces, |f| = f*f.
3Una vez definido un producto interno en un espacio vectorial, la norma inducida es ||f||* := (f|f).
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Lo que sigue a continuacién es probar que dos funciones propias de un operador con la
forma Sturm-Liouville, asociadas a valores propios diferentes, son ortogonales. Para eso,
vamos a hacer uso de la identidad de Lagrange que establecimos anteriormente.

Sean u(z) y v(x) dos funciones que resuelven el problema Sturm-Liouville asociadas a
valores propios distintos, A, X’ respectivamente, es decir, tales que

Lu = \w(x)u(z), (2.62)
Lv = Nw(z)v(z), (2.63)
siendo L el operador dado por
d d
L= . (p(x)a : ) +q(z) - . (2.64)

Siguiendo los mismos pasos que se desarrollaron para probar la identidad de Lagrange (cf.
Ec. (2.55)) podemos obtener una identidad equivalente para los operadores autoconjuga-
dos, esto es,

b

/ab (v'Lu — uLtv)dz = {p(v*w—(v*)’u)] ’ (2.65)

a

En este punto, ya podemos apreciar para dénde vamos. Como L es autoconjugado, es
claro que LT = L. Como, ademds, las funciones u y v satisfacen la ecuacién de valores
propios, es claro que

Lu = \wu, y Lo = Nwv". (2.66)

(Nétese que la funcién de peso w(x) no se conjuga, debido a que hemos supuesto que es
real). Con todo esto, podemos ver que

b b
/ (v'Lu — uLiv*)dz = (A= X) / w(x)v*ude = (A — N){v|u). (2.67)

Este ultimo resultado combinado con la ecuacién (2.65) nos muestra que

b

A= N)(olu) = [p(v*u'—(v*)'u)]. (2.68)

a

Es conveniente mencionar algunas precisiones sobre las soluciones a la ecuacion diferencial
en cuestiéon. Como v y v son soluciones de una ecuacién diferencial, es necesario establecer
algunas condiciones con la finalidad de tener una solucién unica. El tipo de condiciones
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que cominmente se imponen en EDO son llamadas condiciones iniciales. Este tipo de
condiciones son valores de la funcién y su derivada impuestos en un punto del espacio de la
variable independiente. Otro tipo de condiciones, que son las que vamos a considerar aqui,
son aquellas que se imponen no en un solo punto del espacio, sino en dos, comunmente, los
extremos del intervalo en el que buscamos la solucién correspondiente. Este es conocido
como el problema de valor de frontera. No es casualidad que consideremos condiciones
en la frontera para este tipo de ecuaciones, al igual que lo hemos establecido para las
ecuaciones en derivadas parciales. De hecho, la misma clasificacion vista para ese caso
aplica también aqui.

Concretamente, para el problema Sturm-Liouville vamos a imponer condiciones de fronte-
ra, que seran esencialmente valores que especificaremos para la funcién buscada (la solu-
ci6én) o su derivada. Si imponemos condiciones sobre la funcién en los extremos del inter-
valo (i.e., la frontera), denominaremos a tales condiciones de frontera como tipo Dirichlet,
mientras que si especificamos los valores de la derivada en los extremos, las llamaremos
de tipo Neumann. Existen otras condiciones de frontera que exploraremos mas adelante
conforme desarrollemos la teoria de Sturm-Liouville para varios problemas especificos.

Las condiciones de frontera que vamos a establecer son las siguientes: de manera general,
vamos a pedir que los valores en la frontera del intervalo [a, b] sean tales que

b
[p(v*u/ — (v*)/u)} = 0. (2.69)
a
Como se puede notar, hay varias maneras de garantizar que esto sea cierto. Por ejem-
plo, si el valor de la soluciones u y v es cero en los extremos, podemos garantizar esta
identidad. Lo mismo ocurre si pedimos que los valores de las derivadas de u y v sean
cero en los extremos. Cuando imponemos las condiciones de frontera para satisfacer la
identidad , es claro que las soluciones al problema Sturm-Liouville adquieren una
propiedad importante que se puede escribir de la siguiente manera:

A= X){vluy = 0. (2.70)

Esta igualdad nos dice lo siguiente: si A # X', entonces, las funciones propias v y v aso-
ciadas a estos valores propios son también diferentes, pero con un producto interno que
se hace cero. Por el contrario, cuando A = X, dicho producto no desaparece necesaria-
mente, pero la igualdad se sigue preservando, pues, en este caso claramente tenemos que
A — XN = 0. Asi, puesto que el producto interno entre dos funciones propias diferentes es
cero, en consecuencia, dichas funciones son ortogonales.

Bajo ciertas condiciones, es posible garantizar que el conjunto de todas las funciones pro-
pias de un operador con la forma autoconjugada forme una base numerable del espacio de
Hilbert, es decir, el conjunto de las funciones cuadrado-integrables en [a, b]. Este resultado
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es importante puesto que cualquier funcién de dicho conjunto deberia poder expresarse
como una combinacién lineal de los elementos de dicha base. En otras palabras, si f(z) es
una funcién arbitraria, entonces, el teorema de Sturm-Liouville garantiza que esta funcion
puede escribirse como una combinacién lineal o, mejor dicho, un desarrollo en serie de las
funciones propias,

fla) =Y anun(z), (2.71)

donde {u,(z)} es el conjunto de funciones propias de algin operador con la forma Sturm-
Liouville. Los coeficientes del desarrollo se obtienen, como veremos mas adelante, explo-
tando la propiedad de ortogonalidad.

2.3. La forma Sturm-Liouville de una EDO

Por dltimo, conviene establecer un resultado adicional: hemos indicado que al resolver
el problema de valores propios y funciones propias de operadores autoconjugados (el
problema de Sturm-Liouville) podemos obtener un conjunto de funciones que sirven como
una base ortogonal, en términos de la cual podemos desarrollar cualquier funcion y, en
particular, la solucién del problema al que nos enfrentamos. Sin embargo, tenemos un
hueco enorme, pues no hemos considerado el caso en que el operador no tenga la forma
autoconjugada. Esto, como mencionamos anteriormente, no representa gran problema
puesto que todo operador diferencial de segundo orden lineal puede llevarse a la forma
autoconjugada.

Consideremos el problema de valores y funciones propias en forma arbitraria, es decir,
cuando el operador diferencial no tiene la forma Sturm-Liouville,

2
po() L4 ()2 o) = Mo ()y(). (2.72)
x dx
Para llevar esta EDO de segundo orden a la forma autoconjugada, seguiremos un procedi-
miento similar al que se lleva a cabo para hacer las EDO lineales exactas. Es decir, vamos
a suponer que existe una funcién w : C — C tal que, al multiplicar la ecuacién
por w, obtengamos la forma autoconjugada. Es decir, la funciéon w hace las veces de “fac-
tor integrante” para EDO lineales de primer orden. Si tomamos la ecuacion y la
multiplicamos por w, obtenemos

) T @) @) = Me@u@(e). (273
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Nuestro objetivo es hallar la funcién w(z) para la cual la ecuacién (2.73)) tiene la forma
autoconjugada, es decir, cuando la ecuacién (2.73)) tiene la forma

= (#05) + dlalate) = dutalyto), (274

o bien, en su forma desarrollada

p(x) = +0'(@) -+ alx)y(z) = dw()y(z). (2.75)

Para hallar la funcién w tenemos que comparar término a término la ecuacién (2.73) con
la ecuacién (2.75)). Haciendo esto obtenemos las siguientes igualdades

p(z) = w(®)p2(z), (2.76)
p(z) = w@)p(z), (2.77)
q(z) = w(@)po(z), (2.78)
w(z) = w(x)w(x), (2.79)

No es dificil notar que las ecuaciones (2.76)) y (2.77)) nos llevan a la siguiente identidad,

d
7 (cm) = s@m), (2.80)
misma que se puede reescribir como

pa(x )3;‘) + (ph(z) — p1(z))w(z) = 0. (2.81)

Esta ultima igualdad resulta ser una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden para
la funcion desconocida w, la cual se puede resolver facilmente, lo que resulta en

w(z) = @ exp ( / ) i;—ggdt) (2.82)

Una vez que se tiene la funcién w de manera explicita, los demas elementos de la ecuacion
en la forma Sturm-Liouville se pueden obtener directamente. Resumiendo tenemos que

pz) = w(@)pa() = exp ( | pl(’f)dt), (2.83)

pa(t)

q(z) = w(@)po(x) = pol )exp (/m pl(t)dt), (2.84)

/
/ ' igt; dt> . (2.85)

w@) = w@)wy(z) = L exp(
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2.4.

1.

Ejercicios
Considera producto interno definido como

b
(flg) = / w(t) f* () g(t)dt, (2.86)

para cualesquiera dos funciones reales f,g : R — C y siendo w(t) la funcién de peso.
En cada uno de los casos siguientes muestra si las funciones son ortogonales o no,
usando los correspondientes valores de a, by w(t):
i.a=0,b0=2m w(t)=1, f(t) =sin(t), g(t) = cos?(t).
. a=0,b=m w(t)=t, f(t)
iii. a=0,b=o00, w(t)=e"" f(
iv. a=0,b=2m w(t)=1, f(t) =€, g(t) = e + 3e".

I
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Convierte las siguientes ecuaciones a la forma Sturm-Liouville. Identifica claramente
las funciones p(x), ¢(x) y w(x) en cada caso.

—43:23/’ + 23y + 2%y = My, (2.87)
'+ +ax(l—2)y = Ay, (2.88)
31—y —dzy +2y = M1—2z)y, (2.89)

oy —ay +3(1 -2y = Iy (2.90)

Considera el conjunto de funciones {t" : n € Ny, t € Rt} y definase el producto
interno como

(flg) = / w(t) f(1)g(t)dt, (2.91)

para cualesquiera dos funciones reales f, g : R™ — R y siendo w(t) := 1 la funcién
de peso.

Usa el procedimiento de Gram-Schmidt para obtener los primeros tres vectores

ortogonales que induce el producto interno definido.

Considera el conjunto de funciones {t" : n € Ny, t € Rt} y definase el producto
interno como:

(flg) = / w(t) f(t)g(t)dt, (2.92)

-1
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para cualesquiera dos funciones reales f,¢g : R™ — R y siendo w(t) := 1 la funcién
de peso.

Usa el procedimiento de Gram-Schmidt para obtener los primeros cuatro vectores
ortogonales que induce el producto interno definido.

. Considera el conjunto de funciones {sin(27nt) + cos(2wnt) : n € No, t € Rt} y

definase el producto interno como

(flg) = / w(t) f(t)g(t)dt, (2.93)

para cualesquiera dos funciones reales f, g : R™ — R y siendo w(t) := 1 la funcién
de peso.

Usa el procedimiento de Gram-Schmidt para obtener los primeros cuatro vectores
ortogonales que induce el producto interno definido.

. Considera el conjunto de funciones {t" : n € Ny, ¢t € R} y definase el producto

interno como
(flg) = / T w®)f(0)glt)dt, (2.94)

para cualesquiera dos funciones reales f, g : Rt — Ry siendo w(t) := e~* la funcién
de peso.

Usa el procedimiento de Gram-Schmidt para obtener los primeros tres vectores
ortogonales que induce el producto interno definido.

. Muestra que para cualquier r € R3 tal que r # ry la funcién:

C

() = (2.95)

| r —ro|’

donde ¢ es una constante arbitraria, resuelve la ecuacion de Laplace en 3D, es decir,
es solucion de la ecuacion:

% 0% 0% B
0x? + 0y? + 022 0. (2.96)

., Qué pasa cuando r = ry?

. Muestra que la funcién 1 : R? — R, definida mediante la integral:

() = —— P (2.97)

_E R3|I'—I',|
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10.

resuelve la ecuacién de Poisson en 3D, es decir, resuelve la ecuacién en derivadas
parciales:

oy 0% PP
52 + 052 + 5.2 = p(r). (2.98)

(a) Muestra que la funcién v (z,t) definida como
Y(z,t) = flx —ct) + g(x + ct), (2.99)
resuelve la ecuacién de onda 1D, es decir, resuelve la ecuacién:

oY 19%p

ox? 2 o2’
donde ¢ es una constante y f : R — R es una funcién arbitraria dos veces diferen-
ciable.

(2.100)

(b) Muestra que la suma de funciones

Y(r,t) = filx —ct) + foly — ct) + f3(z — ct), (2.101)
resuelve la ecuacién de onda en 3D, es decir, es solucion de:

o O 010
oz Oy 022 2 o2’

(2.102)

donde r = (z,y,2) y f1, f2 v f3 son funciones reales dos veces diferenciables.

(c) Muestra que la funcién 1 : R* x R — R de la forma:
P(r,t) = f(k-r —wt), (2.103)

resuelve la ecuacién de onda en 3D, siendo k € R? un vector constante, w € R una
constante real y f : R — R una funcién arbitraria dos veces diferenciable. ;Qué
condiciones debe cumplir k y w? Obtén una expresién para todos los vectores k que
resuelven la ecuacién de onda.

(a) Muestra que la funcién ¢ : R x R — R definida mediante la integral:

1
Vamat

resuelve la ecuacién de difusién 1D, es decir, es una solucién de:

¢ _ 10y
or2  a ot’

e (@=a")?/dat gt (2.104)

(o t) = / oolz)

(2.105)
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siendo po(z’) una funcién integrable.

(b) Evalia la solucién en t = 0y en t — o0o. ; Qué sucede si no se cumple la condicién
de que py(z’) sea integrable?

(c) Muestra que la funcién v : R? x R — R definida mediante la integral:

1 ,
Y(r,t) = /R po(r') \/me*@"*r )*/Aat iyl (2.106)

resuelve la ecuacién de difusién 3D, es decir, es una solucion de:

v P Py _ 100
ox2 Oy 022 aot’

(2.107)

siendo po(r’) una funcién integrable en todo R3.



Capitulo 3

El método de separacion de variables

3.1. Separacién de variables I

A continuacion, vamos a presentar la técnica de separacién de variables para resolver ecua-
ciones en derivadas parciales. Esta metodologia aprovecha la teoria de Sturm-Liouville,
especificamente el teorema del desarrollo y las propiedades de ortogonalidad de las fun-
ciones propias, para establecer un método general para resolver esta clase de ecuaciones.
Aunque, como he dicho, la metodologia es ampliamente utilizada para resolver ecuaciones
en derivadas parciales, no todas las soluciones halladas para ecuaciones de interés resultan
en funciones conocidas.

El método de separacion de variables es conocido también como el método de Fourier,
segin la Encyclopedia of Mathematics de la Sociedad Matematica Europea [22]. Segun di-
cha fuente, el método de separacion fue originalmente sugerido por d’Alembert en 1749 [15]
para resolver la ecuacion de onda. Posteriormente, el método fue desarrollado con profun-
didad por Fourier en Théorie analitique de la chaleur [21] y fue formulado con generalidad
por Ostrogradski en 1828 [47].

En capitulos posteriores veremos coémo el método de separacién nos conduce naturalmente
a nuevas funciones que son, en cierto modo, especiales por desarrollarse dentro del marco
de la teoria de Sturm-Liouville. En este capitulo, no vamos a introducir nuevas funciones,
solamente nos limitaremos a presentar la metodologia en casos sencillos en los que las
soluciones se obtienen en términos de funciones elementales. Para este fin, vamos a emplear
una de las ecuaciones mas iconicas de la fisica: la ecuacién de onda.
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3.1.1. La ecuacion de onda en 1D

La ecuacion de onda es una ecuacién que se encuentra comunmente en el estudio de la
fisica. Esta ecuacion describe la propagacién de una amplia variedad de ondas, como
las sonoras, las de luz y las ondas en el agua, por citar algunos ejemplos. Para ilustrar la
técnica de separacién de variables, vamos a resolver la ecuacion de onda en una dimensién
dentro de un contexto especifico, particularmente, pensando en el problema fisico de la
cuerda vibrante.

_— \Ex
0 L

deformacion|de la cuerda

Figura 3.1: Representacién esquematica de una cuerda vibrante. En el sistema fisico se supone
que una cuerda elastica se fija en los extremos a algtin cuerpo inamovible. La tensién de la cuerda
provoca vibraciones como lo haria, por ejemplo, una cuerda de guitarra u otro instrumento de
cuerdas. La descripcién de la deformacién de la cuerda respecto de su posicién de equilibrio
mecanico se describe mediante la ecuacion de onda.

Consideremos una cuerda tensa que, al deformarla un poco tiende a realizar un movi-
miento, tal como ocurre con una cuerda de guitarra, tal como se ilustra en la figura 3.1}
De la teoria de la elasticidad de los materiales, se puede mostrar que las deformacio-
nes de la cuerda, que estan descritas por la funcién ¥(z,t), la que llamaremos perfil de
deformaciones, son gobernadas por la ecuacion:

0% 1 0%

0 Eor (3.1)

en donde la variable x se supone que habita en el dominio [0, L]. Esto significa, simple-
mente, que el sistema de referencia se ha colocado de tal manera que uno de los extremos
de la cuerda corresponde al punto x = 0 y el otro extremo a x = L.

Si bien contamos con la ecuaciéon que gobierna la mecanica de las deformaciones de la
cuerda, el problema no esta completamente determinado, en el sentido de que establecer
solo la ecuacion diferencial no es garantia de obtener solucién tnica. En la discusion del
capitulo anterior, hemos visto que se requieren algunas condiciones adicionales para una
solucién tnica, condiciones que hemos denominado condiciones de frontera y condiciones
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iniciales. En problemas fisicos las condiciones de frontera y las condiciones iniciales son,
generalmente, constricciones o condiciones fisicas que satisfacer, a fin de que la solucion
tenga sentido fisico. Por ejemplo, la cuerda vibrante por estar fija en los extremos, las
deformaciones en los extremos de la cuerda deben ser nulas. Matematicamente, esto sig-
nifica que la funcién que buscamos en el dominio [0, L] debe ser tal que la funcién ¢ (x, t)
valga cero cuando x = 0 y cuando x = L sin importar el valor de t. Estas seran las
condiciones de frontera para nuestro problema. De manera analoga, las condiciones ini-
ciales provienen de consideraciones fisicas. Al tiempo ¢t = 0 tenemos que la funcién ¢ (x, t)
debe tener un valor inicial, es decir, la cuerda debe tener una deformacién inicial la cual
serd descrita por una funcién f(z). Asimismo, debemos también establecer un perfil de
velocidades inicial, es decir, debemos indicar la forma inicial de la derivada del campo
de deformaciones 1 (x,t) respecto al tiempo, funcién que denotaremos por g(x), esto es,
O)(x,t = 0) = g(x). En resumen, para resolver el problema fisico de la cuerda vibrante,
es necesario establecer la ecuacién diferencial que debe satisfacer la funcién desconocida,
asi como sus correspondientes condiciones iniciales y condiciones en la frontera.

Ecuacion de onda 1D con condiciones de frontera tipo Dirichlet

P 1 0% Condiciones de frontera Condiciones iniciales
7= S Yz =0,t) =0 Y(z,t=0)= f(z)
Wz =L,t)=0 o(x,t =0) = g(x)

La técnica de separacion de variables supone que la funcién que buscamos se puede escri-
bir como un producto de funciones, una que depende solo de x y otra que solo depende de
la variable temporal t. De este modo tenemos que ¥ (z,t) = X (x)T(t). A esta expresién
nos referiremos como la hipdtesis de separacion. En este punto, conviene hacer un poco
de reflexién respecto a esta hipotesis. El objetivo de esta hipdtesis es reducir el problema
de resolver una ecuacién en derivadas parciales en un problema que consiste en buscar
soluciones para X (z) y para T'(t) de manera separada, a través de ecuaciones diferencia-
les ordinarias. Luego veremos si los problemas simplificados (las ecuaciones diferenciales
ordinarias separadas) se pueden resolver de manera mas facil y directa.

Usando la hipédtesis de separacién, escribimos la funcién ¢ (z,t) como un producto de
funciones ¥ (z,t) = X (x)T'(t). Sustituyendo en la ecuacién de onda (3.1)) obtenemos:
d*X X d*T
T— = ———. 3.2
dz? 2 dt? (32)
Se debe hacer notar que ya no aparecen derivadas parciales en la igualdad anterior. Esto
es debido a que las funciones X (z) y T'(t) solo depende de una variable independiente. Si



74 El método de separacion de variables

ahora dividimos entre XT', queda claro que:

12X 1 2T
X dz2 2T d- (3.3)

Debemos poner especial atencion en esta ultima igualdad. Debido a que cada lado de la
igualdad depende unicamente de una variable independiente (el lado derecho depende de
t, mientras que el izquierdo de z), cabe destacar que la tnica forma de satisfacer dicho
requisito es que ambas funciones sean constantes. Esto debido a que la igualdad
debe valer sin importar el valor de t ni el valor de z, pues son variables independientes.
En virtud de esto, de la ecuacién se desprenden dos igualdades:

1 d?X
" 4
1 d&?T
araE (3:5)

en las que A denota la constante a la que debe ser igual cada miembro de la ecuacion ((3.3)).
Esta constante recibe el nombre especial de constante de separacion.

Hasta este punto, la hipdtesis de separacién nos ha brindado el beneficio de pasar de
una ecuacién en derivadas parciales a un par de ecuaciones diferenciales ordinarias, las
ecuaciones (3.4) y (3.5]), que pueden escribirse de una forma méas cémoda a la vista como:

d’X

Las ecuaciones anteriores nos resultan ahora bastante familiares, puesto que podemos
escribir las soluciones directamente. No obstante, como resultado de este procedimiento,
tenemos ahora que determinar no solo las soluciones X (x) y T'(t), sino que también
debemos determinar el valor, o mejor dicho, los valores de la constante de separacién A.
Veremos ahora por qué el valor de A no es, necesariamente, tinico.

Es relevante resaltar, ademds, que las ecuaciones (3.6) y tienen la forma Sturm-
Liouville. Esto implica que dichas ecuaciones se pueden interpretar como problemas de
valores y funciones propias. La teoria de Sturm-Liouville ha demostrado varias cualidades
de las soluciones de este tipo de problema, entre otras, que podemos obtener multiples
soluciones (tipicamente serén infinitas). Estas soluciones, ademds de tener la propiedad
de ortogonalidad, conformaran un conjunto completo de funciones en términos de las
cuales se puede escribir cualquier funcién como combinacién lineal de estas, incluyendo
la solucién que buscamos, claramente. En esta breve historia, la constante de separacion
juega un papel crucial, como a continuacion explicaremos.
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Antes de resolver las ecuaciones y , debemos tener claro el rol de la constante .
Puesto que, como hemos mencionado, dichas ecuaciones tienen la forma autoconjugada,
sabemos que los valores propios correspondientes deben ser reales. Hasta este punto,
entonces, debemos suponer que A\ podria tomar cualquier valor real. No obstante, veremos
que, en realidad, los valores de A no siempre seran todos los reales, ya que descartaremos
algunos en el camino. Ahora, con respecto a las ecuaciones y , es posible ver
que las soluciones para X (z) y T'(t) dependen de si la constante A es positiva o negativa.
De hecho, si A fuera positiva, es claro que las soluciones correspondientes serian:

X(z) = Aeﬁ””—l—Beﬁz,
T(t) = CeV + eV,

Por el contrario, si A fuera negativa, lo cual escribiremos como A\ = —k?, con k € R,
entonces, las soluciones correspondientes tendrian la forma:

X(x) = Acos(kx)+ Bsin(kx), (3.10)
T(t) = Ccos(ket)+ Dsin(ket). (3.11)

Es interesante hacer notar que las soluciones y se conectan con las solucio-
nes y a través del remplazo de k por ¢k, de modo que son extensiones unas
de las otras. También es importante notar que el caso particular de k = 0 (que correspon-
de al valor A = 0) da soluciones triviales para X y T, es decir, funciones constantes. Sin
embargo, estas funciones constantes no son las soluciones completas para el caso A = 0.
Por ahora, no nos ocuparemos de este caso, mas adelante abordaremos un ejemplo en
donde estas soluciones se pueden aprovechar para resolver problemas con cierto tipo de
condiciones iniciales.

Hasta este momento ambos tipos de soluciones son igualmente validas, no tenemos atn
ningun criterio para descartar alguna de estas opciones. Sin embargo, debido a las res-
tricciones impuestas por las condiciones de frontera, tendremos que solo cierto tipo de
soluciones son admisibles. Vamos a recordar las condiciones en la frontera, veremos cémo
se traducen estas condiciones a las funciones X y T'. De hecho, no es dificil darse cuenta
de que:

Y(x=0,t) = X(0)T(t) =0, = X(0)=0, (3.12)
Y(x =L, t) = X(L)T(t) =0, = X(L) =0, (3.13)
lo cual se debe a que las condiciones anteriores deben valer para todo ¢, de modo que la
tnica forma de garantizarlas es imponiendo las condiciones en X (x). Esto quiere decir

que las soluciones que buscamos para X (z) deben satisfacer las siguientes condiciones de
frontera:

X(0)=0, y X(L)=0. (3.14)
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Estas ultimas condiciones nos limitan las posibles soluciones a las dadas por las ecuacio-
nes y , es decir, las soluciones obtenidas por suponer que A fuese negativo.
Esta eleccion obedece al hecho de que, con el fin de satisfacer las condiciones , las
soluciones X () deben tener por lo menos un par de rafces reales[[]

Con este razonamiento, podemos ver que hemos reducido los valores de A tinicamente a
reales negativos, pues incluso le hemos dado la forma A = —k?, lo que nos lleva al tipo de
soluciones, para X (z), siguiente:

X(z) = Acos(kz)+ Bsin(kz). (3.15)

Vamos ahora a hacer que X () de la ecuacién anterior cumpla con las condiciones (3.14)).
Para empezar, podemos ver que si hacemos x = 0, tenemos que X (0) = A, lo que debe ser
cero siempre. Asi que tenemos que fijar A = 0 para cumplir con esta primera condicion
de frontera. Si hacemos A = 0y, ademés, hacemos x = L en X(x), tenemos que:

X(L) = Bsin(kL) = 0. (3.16)

La tnica manera de cumplir con la igualdad anterior sin llegar a la solucién trivial es
hacer que kL sea un multiplo entero de 7, lo que implica que:

nmw
k= — 1
L (3.17)

con n € Z. Esto quiere decir que la constante de separacién \ se convierte en:

A=— (%)2 (3.18)

Por comodidad, vamos a anadir un indice n a la constante de separacién y a la variable
k, asi como a la solucién correspondiente:

Ay = —k2, ky = —. 3.19

: 7 (3.19)

Esto es, asociado a valor propio A, := —k?2, la solucién X, (z) estd dada, hasta en una
constante de integracién, por:

X,n(x) = Bysin(k,z). (3.20)

Se debe hacer notar lo siguiente: en este momento, hemos reducido atin més el conjunto
de posibles valores para A, la constante de separacion. Ya habiamos establecido que solo

+V Az

1Las funciones exponenciales e no tienen raices reales, mientras que la combinacién lineal AeVre 4

BeYAw podria, como mucho, tener una sola raiz real. Esto no es, sin embargo, suficiente para cumplir las
condiciones (|3.14]) simultdneamente.
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valores negativos de A podrian ayudar a obtener soluciones que cumplieran con las condi-
ciones de frontera, pero al imponerlas, nos hemos percatado de que ahora los valores de
la constante de separacién quedan limitados solamente a los A, = —k2, con n € Z. Pero
ahora notemos que cambiar cualquier valor de n negativo conduce al mismo valor para
An. No solamente eso, si observamos la soluciéon X, (x), es claro que X, (z) = —X_,(x).
Esto quiere decir que X, (z) es linealmente dependiente de X_, (), por lo cual incluir
los valores negativos de n (incluyendo a n = 0, pues nos da la solucién trivial) no ofrece
nuevas soluciones linealmente independientes. De esta manera, tenemos que el conjunto
de soluciones 6ptimo en el sentido de independencia lineal esta dado por:

{un(x) :=sin(k,z) : n € N}. (3.21)
asociados a los valores propios A,,.

La teoria de Sturm-Liouville garantiza que el conjunto de funciones ([3.21f) es un conjunto
completo de funciones ortogonales con el producto interno:

L
(U |ty ) ::/ U () Uy (2)dT = N2y (3.22)
0

que forma una base en el espacio de funciones cuadrado-integrables en [0, L]. Este resultado
permite, entre otras cosas, escribir la solucion deseada como una combinacién lineal de
los elementos de dicha base, algo que pondremos en practica a continuaciéon. La constante
N, la llamaremos constante de normalizacién y, en este caso especial, N? viene dada por:

L
L
N2 = () = / )t ()l = % (3.23)
0
de manera que la relacién de ortogonalidad para estas funciones puede escribirse explici-
tamente como:

L

L

/ sin(k,z) sin(k,yz)dr = 55%”/. (3.24)
0

Una vez que hemos hallado la constante de separacién, podemos obtener las correspon-
dientes funciones que dependen del tiempo T'(t). Como a cada A, le corresponde una
solucién T'(t), indizaremos dicha funcién con el entero n. De esta forma, si denotamos por
wy, el producto k,c, tenemos que la ecuacién puede escribirse como:

T.(t) = C,cos(wyt)+ D, sin(wpt). (3.25)

Entonces, para cada n € N el producto i, (x,t) := X, (x)T,(t) resuelve la ecuacién de
onda (3.1)) con las condiciones de frontera impuestas, es decir, ¥(0,t) = ¥(L,t) = 0.
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Sin embargo, atiin no se ha resuelto el problema completamente, pues estas funciones no
satisfacen las condiciones iniciales:

P(x,t =0) = f(z), Ob(x,t =0) = g(x,t). (3.26)

Para hallar una funcién v (z,t) que cumpla con las condiciones iniciales, podemos hacer
uso de la teorfa de Sturm-Liouville, la cual garantiza que cualquier funcién puede escribirse
como una combinacion lineal de los elementos de la base. En este caso, el teorema del
desarrollo establece que la solucién que buscamos debe poder escribirse como una serie
de la siguiente forma:

Yo, t) =Y sin(k,x) [Cn cos(wnt) + Dy sin(wyt)| (3.27)

De este modo, lo inico que tenemos que hacer a continuacion es hallar los coeficientes
C, y D, a partir de las condiciones iniciales. De hecho, imponiendo tales condiciones
obtenemos las ecuaciones:

Yla,t=0) = ZCnsin(knx):f(x), (3.28)

op(x, t=0) = an nsin(k,x) = g(x). (3.29)

Para hallar los coeficientes C,, y D,, vamos a hacer uso de la relacién de ortogonalidad
entre de las funciones {u,(z) = sin(k,z)} que ya dejamos establecidas a través de la
igualdad (3.24)). Si multiplicamos ambos lados de la igualdad por sin(k,,x) para un
m € N fijo, tenemos que:

Z Cy sin(kpx) sin(k,z) = f(x) sin(ky,x), (3.30)

n=0

e integrando de 0 a L se obtiene que

Zc / sin(kpa) sin(knz)de = / f () sin(kypx)da (3.31)

y usando el hecho de que sin(k,,z) y sin(k,z) son ortogonales se sigue que

= C,L
>

n=0

L
S = / F(2) sin(kyz)da, (3.32)
0
lo que implica inmediatamente que:

CnL L .
T:/o f(z)sin(ky,x)dx, (3.33)
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o bien,

9 L
Cp, = z/ f(z) sin(k,,z)dx, (3.34)
0
que es la expresién para los coeficientes que estabamos buscando.

No es dificil darse cuenta de que los coeficientes del desarrollo D,, pueden obtenerse de
manera analoga, siguiendo los mismos pasos que hemos seguido para obtener C,,. Se puede
probar sin mucho esfuerzo que:

2

L
D,, = wnL/o g(x) sin(k,,x)dx, (3.35)

para todo m € N.

En el siguiente cuadro resumimos la solucién particular para este problema.

Resumen de solucién
Ecuacion de onda 1D con condiciones de frontera tipo Dirichlet

P 1 9% Condiciones de frontera Condiciones iniciales
= S Wiz =0,t) =0 Y(x,t=0) = f(r)
Uz =L,t)=0 Ip(x,t =0) = g(z)

Solucién en serie por separacién de variables

P(x,t) = i sin(k, ) [Cn cos(wyt) + Dy, sin(wnt)] :

n=0
k, = n%r’ Wy, = kyc= nTﬁc
2 [F 2 [*
D, = wnL/o g(x) sin(k,x)dz, C, = E/o f(z)sin(k,z)dz.

Ejemplo 3.1.1. Vamos a realizar el calculo con determinadas condiciones iniciales
para obtener los coeficientes del desarrollo. Como primer ejemplo, vamos a tomar el caso
en que g(x) = 0, condicién equivalente a decir que la cuerda tiene velocidad cero al
inicio, el movimiento parte del reposo, mientras que la funcién f(x) la tomaremos como
f(z) = d(z — xp), lo que equivale a que la condicién inicial es una deformacion infinita en
el punto xy con zq € (0, L).
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Los coeficientes, en este caso, se pueden calcular directamente sin mucho esfuerzo, ya que

D, = 2 /g(x)sin(knx)dxzo, (3.36)

wn L/
2 (" 2 [* . 2

C, = — [ flo)sin(k,z)de =— [ 0(x— xo)sin(k,x)de = —sin(k,zo). (3.37)
L/ L/ L

Estos resultados muestran que la solucién en serie se reduce a la siguiente expresién:

[e.9]

V(at) = %Zsin(k:nx)sin(kna:o)cos(wnt). (3.38)

n=0

Con la expresién que tenemos en esta ultima ecuacion, podemos proceder a evaluar la
funcién ¢(z, t) y observar su evolucién en el tiempo. Tomando L = 1y ¢ = 1, y calculando
la serie hasta 1000 términos (en un cédigo escrito en Python), podemos ver en la
figura la evolucion en el tiempo de la vibracién de la curda con deformacién inicial
delta.

3.1.2. La ecuacion de conduccién de calor 1D

Vamos ahora a poner en practica el método de solucién por separacion de variables con
una ecuacion de tipo parabdlico que se origina en la fisica: la ecuacion de conduccién de
calor. Consideremos un material unidimensional, de longitud L, que tiene una difusividad
térmica «. Cuando dicho material se pone en contacto por sus extremos a dos fuentes de
calor, una a temperatura U; y otra a temperatura Us, la ecuacion que describe el cambio
del campo de temperaturas U(z,t) a lo largo del material y a lo largo del tiempo viene
dada por:
ou 0*U

5% = Yo (3.39)
Hay que notar que en este caso la derivada respecto al tiempo es de primer orden, lo
que indica que el problema deberia estar completamente definido si se establece una sola
condicion inicial, ademas de las condiciones de frontera ya mencionadas. En concordancia
con la fisica de problema, es claro que la condicion inicial corresponde al campo de tempe-
raturas que el cuerpo posee justo en el instante en que se pone en contacto con las fuentes
de calor en los extremos. Con esto tenemos que el problema dado por la ecuacion
queda completamente especificado con las condiciones de frontera:

U(sz,t) :Ul, U(J?:L,t) :UQ, (340)
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Figura 3.2: Evolucién temporal de la vibracién de la cuerda con deformacién inicial delta y
velocidad cero. (a) Se muestra la deformacién casi inicial, es decir, a un tiempo muy pequeno
de t = 107%, con forma delta (linea negra). También se muestra la deformacién de la cuerda
a tiempos posteriores, a t = 0.20 (linea azul) y a t = 0.70 (linea roja). Hay que notar que la
deformacién de la cuerda se propaga desde el centro dividiéndose en dos pulsos, uno que viaja
a la izquierda y otro a la derecha. En el panel (b), se muestra un acercamiento de las graficas
mostradas en el panel (a) para apreciar mejor el detalle de las deformaciones de la cuerda.

y la condicién inicial

U(z,t =0) = U(x). (3.41)

Ecuacion del calor 1D con condiciones de frontera tipo Dirichlet

ouU 92U Condiciones de frontera Condiciones iniciales
v U<L7 t) = U2>

Vamos a aplicar el método de separacion de variables. Como sabemos, lo primero que
debemos hacer es suponer que la funcién que buscamos se puede escribir como el producto
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de dos funciones, una que depende de x y otra que depende de t, esto es:
Uz, t) = X(x)T(t). (3.42)

Sin embargo, antes de avanzar necesitamos hacer una observacion acerca de esta hipotesis.
Primero, debemos darnos cuenta de que al imponer las condiciones de frontera (3.40))
obtenemos las siguientes condiciones:

U(x=0,t) = X(0)T(t) = Uy, U(x=L,t) = X(L)T(t) = Us, (3.43)
es decir, necesitamos que se cumpla que
T(t)=U;/X(0), y T(t)=Uy/X(L). (3.44)

Como X (0) es un valor numérico constante al igual que lo es X (L), podemos identificar
una gran inconsistencia: la funcién 7'(¢) debe ser una constante (U; /X (0)), pero, al mismo
tiempo, debe ser igual a otra constante (Us/X (L)), lo que es imposible de satisfacer si
dichas constantes son distintas. Incluso si fueran iguales, el hecho de tener T'(¢) fija a una
constante para todo t indica que este camino no parece correcto. Y no lo es.

Para evitar este problema vamos a hacer una observacién mas. Notemos que la ecuacion
diferencial admite una solucién que no depende del tiempo. Esto es, si hacemos
la suposicién de que la funcién buscada no depende de ¢, funcion que denotaremos por
us(x) (por tratarse de una solucién especial que no es la que buscamos necesariamente),
entonces, dicha funcién debe satisfacer la siguiente ecuacion:

0%uy

0x?

= 0. (3.45)

«

Como u, solo depende de z podemos usar derivadas ordinarias y notar que u, satisface
igualmente la ecuacién:

d?u,

=0, (3.46)

la que podemos resolver inmediatamente, obteniendo:
us(x) = a + bz, (3.47)
siendo a y b constantes de integracion.

Para evitar el problema que planteamos en la separacion de variables vamos a aprovechar
esta solucion especial de la ecuacién de conduccién del calor para hacer que la funcién ug(x)
satisfaga las condiciones de frontera y propondremos una nueva funcién cuyos valores en la
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frontera sean cero. Comencemos haciendo que la solucion especial que hallamos satisfaga
las condiciones de frontera (3.40)). Si evaluamos us(z) en cero y en x = L, obtenemos:

us(0) = a = Uy, us(L) = a+bL = Us. (3.48)

No es dificil observar que las condiciones anteriores fijan sin ambigiiedad las constantes
de integracion a y b. A saber:

U-Uy

a=U, b 7 (3.49)
Con esto tenemos que la solucién especial queda de la siguiente forma:
us(z) = Uy + (U — Ul)%. (3.50)

Ya que hemos construido nuestra solucién especial ug(x) que satisface las condiciones de
frontera ((3.40]), vamos a proponer que la funcién U(z,t) que buscamos sea la suma de
us(x) méas otra funcién aiun desconocida u(x,t), es decir,

Uz, t) = us(x) + ulx, t). (3.51)

Si introducimos esto en la ecuacién de conduccién del calor, no es dificil darse cuenta
de que la funcién u(x,t) satisface la misma ecuacién. Esto se debe a que la ecuacién en
derivadas parciales (EDP) es lineal, de modo que el operador diferencial saca constantes
y se distribuye sobre la suma. Como estamos suponiendo que la funcién U es la suma
de dos contribuciones, una de las cuales, us(z), ya satisface la EDP en cuestion, es claro
por linealidad que la otra funcién, u(zx,t), también la satisface. Esto es lo que en fisica
se suele denominar principio de superposicion. El cual, esencialmente, establece que un
campo (en este caso escalar) se puede escribir como la superposicién (suma, o de manera
més general, combinacién lineal) de dos campos de la misma naturaleza fisica.

Respecto a la solucién de nuestro problema: una vez que hemos escrito el campo de
temperaturas como la suma de las contribuciones u,(x), que ya conocemos, y u(x,t), que
aun desconocemos, lo que tenemos que hacer es definir completamente el problema para
esta ultima funcién. Por linealidad ya sabemos que u(x,t) satisface la ecuacién:

ou_, o
ot 0z

Lo que sigue es definir tanto las condiciones iniciales como las condiciones en la frontera.

(3.52)

Como la funcién us(x) ya satisface las condiciones de frontera, y como el campo U(z,t)
sabemos que debe satisfacer las mismas condiciones que ug ya satisface, solo resta que la
funcién u(zx,t) satisfaga las condiciones:

u(zx =0,t) =0, u(x = L,t) =0, (3.53)
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con la condicion inicial:
u(z,t =0) = up(x) := Up(x) — us(x). (3.54)
Esta tdltima condicion se sigue directamente del hecho de haber escrito U = ug + u.

Ahora estamos listos para aplicar el método de separacion de variables. Podemos suponer
que la funcién u(x, t) puede escribirse como el producto de dos funciones, es decir, u(z,t) =
X(2)T'(t). Sustituyendo esto dentro de la ecuacién (3.52)) obtenemos:

X= =aT—= (3.55)
X

y al dividirlo entre X7 resulta en:

1dr 1 d’X

Ahora, con base en el argumento de la separacion, obtenemos dos ecuaciones diferenciales
ordinarias de la siguiente forma:

1dT
1 d’°X

siendo A la constante de separacion. Sabemos que para hallar los valores permitidos para
la constante de separacién necesitamos imponer las condiciones de frontera. Asi, vamos
primero a ver como se escriben las condiciones en términos de la funciéon X (x). De
hecho, no es dificil ver que:

u(z =0,t) = X(0)T'(t) =0, = X(0) =0, (3.59)
u(lx =0,t) = X(L)T'(t) =0, = X(L)=0. (3.60)

Como la solucién para X (z) es de la forma:
X(z) = =V, (3.61)

es claro que, dependiendo del signo de A\, podemos tener exponenciales reales o imagina-
rias como solucion. Esto quiere decir que, debido a que las condiciones de frontera nos
obligan a que las soluciones tengan raices reales, debemos escribir las soluciones X ()
como exponenciales imaginarias o en su version como funciones trigonométricas, esto es:

X(z) = Acos(kz) + Bsin(kz), (3.62)
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donde la variable k la hemos escogido de tal forma que la constante de separacién toma
la forma:

A= —k% (3.63)

Si imponemos las condiciones de frontera (3.59) y (3.60) en la solucién X (z), obtenemos:
X(0)=A=0, X(L) = Acos(kL) + Bsin(kL), (3.64)

Estas condiciones se satisfacen haciendo A = 0 claramente y haciendo sin(kL) = 0. Es
decir, la constante k multiplicada por L debe ser igual a alguna raiz de la funcién seno.
De esta manera, tenemos que la constante k£ se puede escribir como:

nm

k=ky,:=—, 3.65
: (3.65)
lo que indica que la constante de separacion A se escribe como
nm\ 2
A:An::( ) ' 3.66
- (3.66)

Entonces, las soluciones para la funcién que depende de la variable espacial x, pueden
escribirse como:

X(x) = X,(z) = By sin(k,x). (3.67)

Una vez que tenemos los valores de la constante de separacion A = A\, podemos escribir
igualmente las soluciones para la parte temporal. De hecho, en la ecuacién ([3.57) podemos
ver que

T (t) = Cpe®t = Cpe= it (3.68)

Esto quiere decir que el conjunto de soluciones que resuelve la ecuacién (3.52)) con las
condiciones de frontera (3.53)) viene dada por el producto X,,(z)T,,(t), es decir:

Up(x,t) = sin(k:nx)e_o‘kgt. (3.69)

Finalmente, para hallar la solucién de la ecuacién diferencial (3.52]) con las condiciones de

frontera (3.53)) y las condiciones iniciales ([3.54)), vamos a usar la teoria de Sturm-Liouville

que nos permite escribir la solucién deseada como combinacion lineal de las funciones wu,,,
esto es,

u(zx,t) = Z A, sin(knx)e_o‘k%t, (3.70)
n=1
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siendo A,, una constante por determinarse a partir de las condiciones iniciales. De hecho,
para determinar A,, primero fijamos la condicién inicial (3.54)) obteniendo la identidad:

u(z,0) = up(x) = Z Ay sin(k,z). (3.71)

de esta manera, haciendo uso de la relacién de ortogonalidad provista por la teoria de
Sturm-Liouville, tenemos que:

1 [* ,
A, = Z/o uo(z) sin(kyz)dz. (3.72)

De esta manera, obtenemos la solucién a nuestro problema original, es decir, hallar la
funcién U(z,t) que resuelve la ecuacién en derivadas parciales (3.39) con las condiciones
de frontera (3.40]) y las condiciones iniciales (3.41f), lo cual se puede escribir como:

Uz, t) = us(x) + ulx, t). (3.73)

Recordando que ug(z) = Uy + (Uy — Uy )x/ L, tenemos que U(z,t) puede escribirse explici-
tamente como

o T - : —ak%t
Ulx,t) = Ur + (U = Uh) 7 + ; A, sin(k,z)e%nt, (3.74)
con los coeficientes del desarrollo dados por:
1 [r 7 .
An=7 [UO(@ U = (Uy — Ul)ﬂ sin(knz)de, (3.75)
0

donde Uy(x) es el perfil de temperaturas inicial.

Resumen de solucién
Ecuacion del calor 1D con condiciones de frontera tipo Dirichlet
U 92U Condiciones de frontera Condiciones iniciales
E:aﬂ. U(O,t) :Ul, U(C(I,t:O):U()(ZE)
o U(L,t) = Uy,
_ z - : —ak2t
Ulx,t) =U, + (Uy — UI)Z + ;An sin(k,x)e :
A 1/L[U() U, — (U. U)“”]'(k )d [
n= 7 x)—U — — Uy)—| sin(k,x)dz, = —.
zJ, 0 1 2 U7 7
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3.1.3. La ecuacion de onda en 2D

Vamos ahora a ilustrar la técnica de separacion de variables para resolver un problema en
mas de una dimensién. A continuacion, consideraremos la ecuacién de onda en 2D y anali-
zaremos la forma de resolverla usando la técnica de separacion de variables. Comencemos
estableciendo con todo detalle el problema fisico que nos interesa resolver.

Nuestro problema se origina cuando queremos describir las deformaciones de una hoja
elastica de forma cuadrada con su perimetro fijo a alguna superficie rigida. Es decir,
vamos a considerar el problema de describir las deformaciones de una “hoja de tambor”.

Si denotamos por ¥(r,t) = (x,y,t) el campo de deformaciones de una hoja de tambor,
la ecuacion en derivadas parciales que describe la dindmica de ¢ (r,t) viene dada por la
ecuacion de onda 2D, es decir,

1 9%

V2(r,t) = Tl

(3.76)
siendo ¢? una constante que depende de las caracteristicas del material. Como los extremos
de la hoja de tambor estan fijos, naturalmente, las condiciones de contorno en este caso
vienen dadas por las siguientes expresiones:

(I) ¥(0,y,t) =0, (1T) ¥(0,y,t) =0,
(1) (x,0,¢) =0,  (IV) W(w, L, t) = 0.

Se debe notar que estas condiciones de contorno toman en cuenta que el sistema de refe-
rencia se ha colocado de tal manera que una de las esquinas de la hoja cuadrada coincide
con el origen. Esto se aprecia mejor en la figura 3.3} en la que se muestra claramente la
ubicacién de las lineas (I)-(IV) que delimitan la hoja de tambor, en las cuales el campo
de deformaciones ¥ (x,y,t) debe desaparecer.

Ademas de las condiciones de contorno, es necesario establecer las condiciones iniciales.
Como tenemos una ecuacion de segundo orden en el tiempo, se debe contar con dos
condiciones iniciales. Supongamos que al tiempo t = 0 el campo de deformaciones y su
derivada tienen ciertos valores. Esto es:

¢(x,y,t = O) = f(x,y), (377)
(‘9t¢(x,y,t = O) = g(I, y) (378)

En resumen, el problema que buscamos resolver es la ecuacién de onda con las condiciones
de frontera y las condiciones iniciales siguientes:
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y I
y=L
L
av)
D hoja de "tambor" Q1))
x=0 x=rL
(11I)
”~
y=0 L o

Figura 3.3: Hoja de tambor cuadrada. Las lineas (I), (IT), (III) y (IV) corresponden al contorno
de la hoja de tambor, los cuales estén fijos (la deformacién es nula en todo momento).

Ecuacion de onda 2D con condiciones de frontera tipo Dirichlet

Condiciones de frontera Condiciones iniciales
¥(0,y,t) =0, (L,y,t)=0 Y(z,y,t =0) = f(z,y)
Y(,0,t) =0, Y(x,L,t)=0  O(z,y,t=0)=g(r,y)

1 8%
V3ih(r,t) = 290

Apliquemos, ahora, el método de separacion de variables a este problema. Comencemos
escribiendo la ecuacién de onda 2D usando derivadas parciales explicitas en lugar del
operador laplaciano. La ecuaciéon de onda 2D se escribe, entonces, como:

O Py 1 0%

Con base en la hipétesis de separacién en la ecuacion anterior, que nos indica que debemos
escribir la funcién ¥ (z,y,t) como un producto de funciones ¥ (z,y,t) = X(x)Y (y)T(t),
obtenemos:

d*X d*y XY d*T

yrl et oyt o XL .
dx? + dy? 2 dt?’ (3.:80)
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y al dividir toda la expresion anterior entre XYT resulta

1 d?’X 1d% 1 1d*T

=t o= = S=—0 (3.81)

X dz?2 Y dy? T dt?
En este punto, podemos ver ya que el miembro derecho de la ecuacion anterior depen-
de solo de la variable temporal, mientras que el miembro izquierdo solo depende de las
variables espaciales. La igualdad entre estas funciones que dependen de variables indepen-
dientes implica que dichas funciones han de ser constantes. De esta manera, obtenemos
que la primera ecuacién separada es para la funcién 7'(t),

11d*T d*T

T N = = \PT 3.82
AT ar az ¢ (382)

Ademas, obtenemos una ecuacién para las funciones X y Y que aun debemos separar:
1 d?’X 1d%
-t = = A\ 3.83
Xd? Y dp (3.:83)

Si pasamos el término, que incluye a la segunda derivada de Y, a la derecha de la igualdad,
nos queda:

1 d*°X 1 d%Y

— = A== 3.84

X dx? Y dy? (3.:84)
y, nuevamente, podemos ver que tanto el miembro izquierdo como el derecho dependen

de variables independientes, por lo que cada expresién debe ser constante. Llamando u a
dicha constante obtenemos las siguientes ecuaciones separadas:

1 d?Y d*Y

1 d?X ?X
—— = — = uX. .
< 02 1, il (3.86)

Ya hemos visto que la eleccién adecuada para las constantes de separacion son los valores
negativos, pues estos conducen a soluciones en términos de exponenciales imaginarias
(o funciones senos y cosenos), lo que permite satisfacer las condiciones de frontera. Si

escribimos = —k2y A\ —pu= —k;, entonces, podemos ver que:
d*y 9 .
W k)Y, = X(v)= Acos(k,x) + Bsin(k,v). (3.87)
d*X 9 .
— = —k;X, = Y(x)=Ccos(kyy)+ Dsin(k,y). (3.88)

dz?
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Puesto que tenemos que ¥(x,y,t) satisface las condiciones de frontera:

V(0,y,t) = (L, y,t) =0, (3.89)
W(a,0,8) =z, L,t) =0, (3.90)

es claro que las funciones X y Y satisfacen, en consecuencia, las condiciones de frontera
siguientes:

X(0) = X(L) =0, (3.91)
0 (3.92)

De la condicion para X tenemos que:
X(0) = Acos(0) + Bsin(0) =0, = A=0, (3.93)

y que
X(0) = Bsin(k, L), = k= n% para n € N. (3.94)
De esta manera, nuestro conjunto de soluciones para la funcién X (z) es:
X, (z) = A, sin(k,x), para n € N, (3.95)
donde hemos denotado por k, = nm/L los valores permitidos para la constante k,.

Por otro lado, para la funcién Y (y) tenemos una situacién completamente anéloga. Debido
a que la funcién Y (y) debe anularse en los extremos y = 0y y = L, y puesto que tenemos
que la forma de la solucién Y (y) es idéntica a la funcién X (x), es claro que la constante
k, debe tomar multiplos enteros de 7/L, es decir,

mm

ky = kp, := - parame€ N. (3.96)

En este caso, el valor de m es independiente de n, puesto que k, y k, son constantes
(relacionadas con las constantes de separacién) independientes.

Entonces, tenemos que el conjunto de soluciones para Y (y) viene dado por:
Y, (2) = Dy sin(kpy), para m € Ny. (3.97)

Pasemos ahora a obtener las soluciones para la parte temporal de la solucién T'(t). De
acuerdo con lo anterior, esta funcién satisface la ecuacién diferencial:
d*T

e AT (3.98)
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Recordemos que las constantes de separaciéon A y p se relacionan con k, y k, como sigue:

p= —k2 y A—p = —Fk}. De lo anterior se obtiene que A = —k2 — k. Puesto que los valores
de k; y k, estdn restringidos a multiplos enteros de m/L y 27/L, entonces, tenemos que
los valores de X estdn restringidos a A = —k7 ., donde k2, := k2 4 k2. De manera que
la ecuacién para T'(t) se puede escribir como:

2T

=T, (3.99)

donde hemos definido wy, ,, := K, mc. Es claro que las soluciones de esta ultima ecuacién
son exponenciales imaginarias, que se pueden escribir en términos de senos y cosenos,

Tom(t) = Fn,m cos(wn,mt) + Gum sin(wy,mt), paran € Ny m € Z. (3.100)

Entonces, usando las funciones X,,, Y,, v T, dadas en la ecuaciones (3.95)), (3.97)
y (3.100|) respectivamente, podemos escribir la solucién general como una combinacién
lineal de este conjunto de funciones:

@y t)=> Y ( rm €08 (W mt) 4+ Gy sm(wn,mt)) (An sin(knm)) (Dm sin(kmy))

neN mez
(3.101)
Si denotamos por F, ,, = Fn,mAan y G = G,,A,D,, como nuevas constantes de
integracion, podemos ver que:

(x,y,t) Z Z ( nom €08 (wWpmt) + G, sin(wmmt)) sin(k,x) sin(k,y).  (3.102)

neN mez

Una vez que contamos con la solucién general como desarrollo de las funciones propias
del operador, podemos obtener las constantes de integracién F,, ,, v G,.m (los coeficiente
del desarrollo) usando las propiedades de ortogonalidad. Recordando que las condiciones

iniciales [Ecs. (3.77) y (3.77)] son ¥(z,y,t =0) = f(z,y) y Opb(z,y,t = 0) = g(z,y),

(z,y,t =0) = Z Z Fomsin(k,x) sin(k,y) = f(x,y), (3.103)
neEN mezZ

Ob(z,y,t=0) = Y 3 Gumwomsin(k,z)sin(k,z) = g(z,y).  (3.104)
neN meZ

Los coeficientes del desarrollo se pueden obtener a partir de las relaciones de ortogona-
lidad que se desprenden del hecho de que las funciones sin(k,x) y sin(k,y) se obtienen
como soluciones de un problema tipo Sturm-Liouville. De hecho no es dificil mostrar por
integracién directa que:

L
/ sin(kyx) sin(k,x)de = —0p n, (3.105)
0

L

2

L L
/sin(km/y)sin(kmy)d:c = 2(5 (3.106)
0
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Entonces, los coeficientes F),,,, vy G se pueden obtener si multiplicamos las igualda-
des (3.103) y (3.104) por sin(k, z)sin(k, x) e integramos de cero a L. Haciendo esto

obtenemos:

L L
Z Z an/ / sin(kys ) sin(k,, x) sin(k,z) sin(k,,y)dxdy
o Jo

neN mez

L L
= / / f(z,y) sin(ky ) sin(kpx)dzdy,
0o Jo
ZZGmmwn,m/ / sin(k,x) sin(ky, x) sin(k,z) sin(k,,x)dxdy
o Jo

neN mez

L L
= / / g(x,y) sin(k,x) sin(k,,x)dxdy,
o Jo

y usando las relaciones de ortogonalidad nos queda, entonces, que:

IN? L /L
S Fun(5 ) vt = [ [ 1 i) v,
neN meZz 0 0
N2 L /L
Z Z GrnomWnm (5) Ot 0Ot my = / / g(x,y) sin(k,x) sin(k,yx)dxdy,
neN meZ 0 0

lo que, de hecho, resulta en,

oNZ L L
Foy = (z) / / f(z,y) sin(ky ) sin(k,, x)dzdy,
o Jo

o\2 1| L L
Gum = (Z) / / g(x,y) sin(k,x) sin(k,, x)dxdy,
o Jo

Wn! m/

que son las expresiones que buscadbamos para los coeficientes del desarrollo.

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

(3.112)
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Resumen de solucion
Ecuacién de onda 2D con condiciones de frontera tipo Dirichlet

1 0% Condiciones de frontera Condiciones iniciales
V2¢(1‘at) = gﬁ ¢(an7t) = 07 w(Layﬂf) =0 ¢(l’>y,t = 0) = f(l',y)
w(l'a();t):o’ w(x7L7t):O atw(xuy7t:0):g<x7y)
k, = %, kp, = %, wfhm = (ki + k:fn) c, para n,m € N.

U(x,y,t) = Z Z sin(k,x) sin(k,y) {me coS(Wp,mt) + G sin(wn, mt) | ,(3.113)

neN mez

Fom = < ) / / f(z,y) sin(k,x) sin(k,,z)dzdy, (3.114)

G = <Z) o / / (,y) sin(knz) sin (k) dzdy. (3.115)

Ejemplo 3.1.2. Como ejemplo de cédlculo de la solucion en serie vamos a calcular
los coeficientes F), ,,, v G, para el caso particular de las siguientes condiciones iniciales:

f(z,y) = 2(L - x), y g(r,y) = 0. (3.116)

Esto significa que

Yo,y t=0) = > > Fypsin(k,)sin(k,z) = 2(L - ), (3.117)

neN meZ

o(z,y,t=0) = Z Z G mWn,m sin(k,z) sin(k,,y) = 0. (3.118)

neN meZ

No es dificil darse cuenta de que los coeficientes G, ,, son todos idénticos a cero, por la
igualdad que tenemos arriba. Asi que lo tinico que hay que hacer es calcular los coeficientes
F, ., para lo cual tenemos que calcular la integral:

9 (L (L A
Fom = ﬁ/ / sin(k:nm)emmy:p([/—x)dxdy. (3.119)
o Jo

Podemos ver claramente que la integracion a lo largo de y es muy sencilla, ya que nos da:

L
/ e*mYdy = Lo . (3.120)
0
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Asi, nos queda que

250 m L .
Fom = ’ sin(kp,x)x(L — x) dz
L Jo

2Wom [ L

= e —a) ( _ ki cos(knm)> O /0 (L —2) ( _ écos(knm)) d:c}

— 252”" _/ L —2z) (Cos(k: x))d ]

L
— 2[(/5(127% (L — QI)(%SID(]C”JI)) —/ (—2)(%sin(l€nx))d$]
L n 0 0 n
L
_ _422;,1(:08(]%%) | (3.121)
n 0

donde se ha usado la técnica de integracién por partes dos veces. Entonces, recordando
que k, = nmw/L, podemos ver que el coeficiente F,, ,,, esta dado por:

412680 m .
Fom = 53 (1= (=1)"). (3.122)

En conclusién, tenemos que la solucion a nuestro problema inicial es:

Y(x,y,t) = Z Z Fy i c08(wh mt) sin(k,z)e*my

neN meZ
41250, m . ‘ 0
4172 . .
=2 5 (1= (=1)") ) cos(wnt) sin(knz). (3.123)
neN

O bien, notando que los términos pares se eliminan de la suma, obtenemos:

U(x,y,t :0 2n 1) cos(w2n+170t) sin(kgp11). (3.124)

n

Ahora, para completar este ejemplo, procederemos a evaluar la funcién ¢ (z,y,t) con una
eleccion especifica de los parametros. Tomaremos L = 1, ¢ = 1 y sumaremos 200 términos
de la serie [3.124] Para esta evaluacién, se escribio un cédigo en Python con el objetivo de
llevar a cabo todos los cdlculos numéricos involucrados. En la figura[3.4] podemos apreciar
una grafica de la deformaciéon de la hoja de tambor cuadrada a tres tiempos diferentes: a
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Figura 3.4: Hoja de tambor cuadrada evolucionando en el tiempo. En la figura se muestran tres
graficas sobrepuestas. La primera corresponde al campo de deformaciones ¢ (x,y,t) dado por
la ecuacién al tiempo inicial. La segunda corresponde al mismo campo de deformaciones
pero evaluado al tiempo ¢t = 0.3, mientras que la tercera, de igual manera que las anteriores,
pero al tiempo ¢t = 0.6.

t=0,at=0.3yat=0.6. Podemos ver como, al tiempo inicial, la deformacion tiene una
forma de parabola invertida, lo que, de hecho, es asi por la eleccion de la condicion inicial
f(z,y) = z(L—x), que tiene la forma de pardbola en el eje x, pero en el eje y es constante.
Es de esperarse que la evolucién en el tiempo de la deformacion de la hoja sea similar a la
condicién inicial, es decir, que se preserve la forma de parabola a lo largo del eje x. Eso lo
podemos constatar directamente en la grafica mostrada en la figura mencionada, ya que
las deformaciones posteriores tienen la misma forma parabdlica que la condicién inicial,
pero con amplitud diferente.
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3.2. Otras ecuaciones de la fisica

Exploremos, ahora, otras ecuaciones de la fisica para las que, aunque describen fenémenos
fisicos completamente diferentes, obtenemos soluciones como desarrollos en serie bastan-
te similares. Los casos que exploraremos tienen que ver con fenémenos de difusién de
particulas brownianas.

3.2.1. La ecuacion de difusion 1D

El fenomeno de difusién ha sido estudiado por largo tiempo y, dentro de la fisica es-
tadistica, es un proceso basico en la descripcion de fenémenos fuera de equilibrio. Esta
ecuacion es de mucha importancia en diferentes areas de la fisica, asi como en sus multiples
aplicaciones.

Supongamos que una particula, que se mueve de acuerdo con el régimen browniano, co-
mo las que conforman algin colorante que se disuelve en agua, se le permite desplazarse
al interior de una regién unidimensional, digamos [0, L]. Cuando tenemos un colectivo
muy grande de estas minusculas particulas, estas se pueden describir mediante el con-
cepto de distribucion o una densidad de masa cuando se admite la descripcion de dichas
particulas como un continuo en una escala apropiada. La ecuacion que rige la evolucion
de dicha densidad, la que denotaremos por p(x,t), viene dada por la ecuacién de difusién
unidimensional, la cual se escribe como:

2
0 _ 0

5 =Das (3.125)

siendo D una constante denominada coeficiente de difusion. Podemos notar, inmediata-
mente, que esta ecuaciéon es de tipo parabdlico y de primer orden en la variable de tiempo.
Por esta razon, es necesario poner una condicion inicial. Para el problema que nos con-
cierne, podemos suponer que, al tiempo inicial, nuestras particulas se hallan distribuidas
en el intervalo considerado, de acuerdo con una funcién que denotaremos por f(z), esto
es:

p(z,t =0)= f(x), (3.126)

para x intervalo [0, L]. Adicionalmente, necesitamos imponer condiciones en la frontera.
Dado que las particulas se encuentran restringidas a moverse en el espacio unidimensional
[0, L], es necesario imponer condiciones de Neumann o Dirichlet en los bordes del intervalo.
Si suponemos que las particulas chocan en los extremos como si fueran colisiones eléasticas,
entonces, la densidad de particulas seria tal que su derivada deberia ser cero. Esto es
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porque el gradiente de particulas en la direcciéon perpendicular a la pared y evaluada
justo en la pared, 0,p()|,—0,1, debe ser nula. Esto se debe a que 0,p(z) es proporcional
al flujo de particulas que atraviesan el punto en el que se evalia. Entonces, podemos
imponer las condiciones de frontera siguientes:

dp

8x x=0,L

)

— 0, (3.127)

condicién que indica que no hay flujo de particulas ni al interior ni al exterior del sistema.

Ecuacion de difusién 1D con condiciones de frontera tipo Neumann

dp 92p Condiciones de frontera Condicién inicial
B _ —0) =
5 =DPas g—g =0, pz,t =0) = f(z)
Oz le=L = O’

Nuestro objetivo es resolver esta ecuacién por medio del método de separacion de varia-
bles. Por esta razén, vamos a introducir la hipétesis de separacién en la siguiente forma
p(x,t) = X (2)T'(t), siendo X y T dos funciones por determinar. Sustituyendo la hipdtesis
de separacién en la ecuacion (3.125) obtenemos:

dl’" d’X

— =DT(t) (3.128)

X (x) R

No es sorpresa que seguiremos los pasos que ya hemos dado para resolver ecuaciones
anteriores. Vamos, primero, a dividir entre D XT" ambos miembros de la ecuacién anterior:

2
Ldb_ X (3.120)
DT dt X dx?

a partir de lo cual podemos aplicar, inmediatamente, el argumento de la separacion, ya
que cada miembro de la ecuacion solo depende de una sola variable, es claro que
deben ser iguales a un valor constante. Denotando dicho valor por A (la constante de
separacién), tenemos que:

T

— = ADT(1), (3.130)
X

—— = X (3.131)

dx?
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Como ya hemos visto en ejemplos anteriores, estas ecuaciones se pueden resolver de manera
directa obteniendo:

T(t) = CeM', (3.132)
X(z) = Cie¥™ + Cye V7, (3.133)

siendo C, Cy y C constantes de integracion. Como sabemos, debemos buscar ahora los
valores permitidos para la constante de separacion imponiendo las condiciones de frontera.
No es dificil darse cuenta de que las condiciones [3.127| se pueden trasladar a la funcion
X (x) como sigue:

dX dX

=0, =0. (3.134)

dzx =0 dx =L
Como hemos argumentado en problemas anteriores, para que la funcién X (z) sea compa-
tible con las condiciones de frontera anteriores, es necesario tomar valores de A negativos.
De no ser asi, serd imposible satisfacer las condiciones de frontera. Esta restriccién de A
nos conduce a exponenciales imaginarias como soluciones para X (z). Si hacemos A = —k?
con k € R, es claro que la solucién para X (x) puede escribirse en términos de funciones
Senos y cosenos:

X(x) = Acos(kx)+ Bsin(kx). (3.135)

Ahora, imponiendo las condiciones (|3.134]) sobre esta nueva forma de la familia de posibles
soluciones, obtenemos:

X
X L Aksin(0) + Bk cos(0) = 0, (3.136)
dx =0
dX
o = —Aksin(kL) + Bkcos(kL) = 0. (3.137)
=L

De las expresiones anteriores, se puede apreciar inmediatamente que B = 0 para satisfacer
la primera igualdad, mientras que la segunda se puede satisfacer si sin(kL) = 0. Entonces,
podemos ver que los valores permitidos de k se encuentran en un conjunto discreto,
infinitamente numerable, dado por:

pr— = — .1
h=ho= 7. (3.138)

con n € Ny. Con esto tenemos que el conjunto de soluciones para X (x) viene dado por:

X, (z) = cos(k,z). (3.139)
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Ahora, para obtener la solucion explicita para la parte temporal, solo hay que escribir
A en términos de k,, lo que de hecho es simplemente A = —k2, lo cual nos da para la
solucién T'(t) la siguiente familia de funciones:

T, (t) = Cue Pt (3.140)
siendo C), constantes de integracién que se han de fijar con la condicién inicial.

Ahora ya tenemos todo para construir la solucién buscada. Como el producto de funciones
X,.(z)T,(t) es solucién de la ecuacion ([3.125)) y satisface las condiciones de frontera (3.127),
para cada n € Ny, entonces, cualquier combinacion lineal de dichas funciones también es
solucién de la ecuacion . De manera que la solucién mas general se escribe:

plz,t) = ZCn cos(kpz)e Pkat, (3.141)
n=0

Para obtener los coeficientes del desarrollo C,,, vamos a hacer uso de la propiedad de
ortogonalidad de las funciones. Por la teoria de Sturm-Liouville, sabemos bien que las
funciones cos(k,z) son ortogonales con funcién de peso w = 1, es decir, satisfacen la
relacion:

L
/ cos(knz) cos(kpx)dr = N2, m, (3.142)
0

o bien, explicitamente

L
/0 cos (?) cos (mgx)dx = N20p.m, (3.143)

siendo N2 la norma de dichas funciones. No es dificil mostrar que:

vl

Ahora, usando la propiedad de ortogonalidad vamos a obtener los coeficientes C,, como lo
hemos hecho anteriormente. Evaluaremos, primero, la solucion general (3.141f) en ¢t = 0,
que debe ser igual a la condicion inicial establecida en (3.174)), lo cual resulta en la siguiente
identidad:

si n=0,

si n>0 (3.144)

NIl

Z C,, cos(kpx) = f(x). (3.145)
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Si ahora multiplicamos ambos lados de la ecuacién anterior por la funcién cos(k,,x), con
m € Ny, e integramos de 0 a L, tendremos que:

ZC’ / cos(k x)cos(kmx)dx—]\/_// cos(kpx) f(x)dx. (3.146)

Lo que implica que el coeficiente C,, se puede escribir como:

1 L
C, = —/ cos(kpz) f(x)dx. (3.147)
N2 Jo
Resumen de solucion
Ecuacién de difusion 1D con condiciones de frontera tipo Neumann
dp 9 Condiciones de frontera Condicién inicial
L =D_=% 9| =0, t=0)=
Oz lg=L —
pz,t) = Z C,, cos(knz)e Pt
n=0
1 L
C, = Fﬁ/o cos(kpx) f(x)dx,
_nm 9 L si n=0,
k”_L’ Nn—{% § n>0, para n € Nj.

Ejemplo 3.2.1. Para el problema que nos concierne ahora, podemos suponer que,
al tiempo inicial, todas nuestras particulas se hallan en algiin punto zy del intervalo en
cuestién. En este caso, la densidad p(z,t) al tiempo cero puede modelarse como una delta
de Dirac en el punto zg, esto es:

plx,t=0)= f(x) = Mé(x — xg), (3.148)

siendo M el ntimero inicial de particulas en el sistema y xg algin punto en el intervalo
(0,L).

Resolviendo las integrales involucradas podemos ver inmediatamente que:

Z CoN28y = M cos(kpa0), (3.149)

n=0
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de lo cual se desprende, por las propiedades de la delta, que:

M
C,, = m cos(kmxo), (3.150)

que es el m-ésimo coeficiente del desarrollo. Asi tenemos, entonces, que la solucién buscada
se puede escribir como:

Z s(knto) cos(kna)ePkat, (3.151)

n=0

%I <

En la figura se muestra una grafica de la solucién al problema de difusién en una
dimensién. A un tiempo cercano a cero podemos ver que la solucion es una campana muy
delgada y elevada, saliendo incluso del rango del eje vertical. Conforme el tiempo avanza,
podemos apreciar como la funcion comienza a ensancharse y a disminuir su altura, de
modo que todo el tiempo se preserva el area bajo la curva. Lo anterior, de hecho, es
una propiedad importante de esta solucién, debido a que la funcién como tal denota una
densidad fisica. Una densidad fisica se caracteriza por interpretarse como la cantidad de
materia que se encuentra esparcida en el espacio, formando un continuo, de modo que al
integrarse se debe obtener la totalidad de materia presente en el sistema. Se supone que
el sistema bajo estudio debe preservar la materia, por lo que, en este caso la solucién debe
satisfacer la condicién:

/L plz,t)de = M, (3.152)

para todo tiempo ¢t € R*.

3.2.2. La ecuacion de difusiéon 1D con arrastre

A continuacion, exploraremos un problema que, de cierta forma, difiere en la resolucion de
la ecuacién en derivadas parciales de como lo hemos hecho hasta el momento. La diferencia
sustancial, matematicamente hablando, es que, al obtener las ecuaciones separadas, no
obtenemos un problema en la forma Sturm-Liouville. Es decir, la separacién de variable no
garantiza que las ecuaciones diferenciales ordinarias separadas, que resultan de aplicar esta
metodologia, tengan la forma autoconjugada, como veremos a continuacion. Para ilustrar
esta posibilidad vamos a resolver un problema similar al que hemos resuelto, es decir, la
ecuacion de difusion, pero con un término denominado de arrastre. Esto quiere decir que,
desde un punto de vista fisico, vamos a resolver la ecuacién de difusién unidimensional tal
como lo hicimos en la Seccién [3.2.2] pero suponiendo que las particulas se ven arrastradas
en una direccion particular por una fuerza provocada por algiun gradiente fisico, a la que
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Figura 3.5: Evolucién en el tiempo de la densidad de probabilidad (solucién de la ecuacién de
difusién unidimensional). A un tiempo cercano a cero, podemos ver que la solucién es una cam-
pana muy delgada y elevada. Conforme el tiempo avanza, podemos apreciar el ensanchamiento
de la funcién y su altura disminuida, de modo que todo el tiempo se preserva el area bajo la
curva.

denominaremos fuerza de arrastre. Esto puede significar, por ejemplo, que hemos tomado
en cuenta la fuerza de gravedad que arrastra las particulas al fondo de un recipiente, al
considerar un problema de difusiéon de particulas en el que la direccién en la cual actia
la gravedad es importante. Esta ecuacion diferencial se puede escribir como sigue:

O _ 00, 7

ot " ox o2’ (3.153)

siendo D una constante denominada coeficiente de difusion como en el problema anterior,
siendo, ademds, J la constante de arrastre (o fuerza de arrastre). Podemos notar, inme-
diatamente, que esta ecuacion es de tipo parabdlico y de primer orden en la variable de
tiempo. Por esta razon, es necesario poner solo una condicién inicial. Podemos suponer
que, al tiempo inicial, las particulas se hallan distribuidas en el intervalo [0, L] de acuerdo
con una funcién dada f(x), esto es:

plx,t=0)= f(x). (3.154)

Ahora vamos a imponer las condiciones en la frontera. En este caso, es necesario suponer
que las particulas se mueven en el intervalo, pero identificando los puntos extremos, 0
y L, como uno mismo, es decir, debemos imaginar que las particulas se mueven en un
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anillo de longitud L, en lugar de en una linea recta. Este cambio con respecto al problema
anterior obedece al hecho de que las condiciones de frontera dadas por las Ecs.
son incompatibles con el problema de arrastre. El lector puede convencerse de que esto
es asi intentando resolver el problema planteado con esas condiciones en la frontera. Las
condiciones que, en cambio, tomaremos aqui se hacen llamar condiciones periodicas en la
frontera, como ya lo hemos visto anteriormente. En este caso, la condicion en la frontera
se escribe como:

p(z,t) = p(z + L, t). (3.155)

para todo x € [0, L).

Ecuacién de difusion 1D con condiciones de frontera periddicas

ap ap 0?p Condiciones de frontera Condicién inicial
— = —J—+ D——
ot Ox Ox? p(x,t) = plz+ L, 1) plx,t =0) = f(x)

Nuestro objetivo es resolver la ecuacién por medio del método de separacion de
variables. Por esta razon, vamos a introducir la hipotesis de separacién en la siguiente
forma p(z,t) = X (2)T'(t) siendo X y T dos funciones por determinar. Sustituyendo la
hipétesis de separacion en la ecuacién obtenemos:

ar dX d’X
X(x)—=-JT(t)— + DT (t)—. 3.156
(0) 5 = —JT()"— + DT (3.150)
No es sorpresa que debemos seguir los mismos pasos que ya hemos dado al resolver ecua-
ciones anteriores. Vamos primero a dividir entre X7 ambos miembros de la ecuacion

anterior:

1dI"  JdX DdX

—— =t - 3.157
T dt X dx X dxz?’ ( )
a partir de lo cual podemos aplicar, inmediatamente, el argumento de la separacion: ya
que cada miembro de la ecuacion ([3.129) solo depende de una sola variable, es claro que
deben ser iguales a un valor constante. Denotando dicho valor por A (la constante de

separacién) tenemos que:

dT
— = ADT(). (3.158)

dX _d’X
—J—— 4+ D= = )X. (3.159)

dx dx?
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Ya hemos visto de ejemplos anteriores que, por lo menos, la ecuacién para T'(t) tiene una
solucién directa en términos de exponenciales, es decir,

T(t) = CeM', (3.160)

siendo C' una constante, por demds arbitraria, de integracién. La ecuacién para X (x),
incluso, es también soluble en términos de funciones exponenciales, esto es:

Xa(z) = Cre® + Coe™*, (3.161)

siendo 7, Cy v C constantes de integracion y a un valor que resulta ser la solucién de la
ecuacion algebraica de segundo grado siguiente:

—Ja+Da? = A\ (3.162)

Una vez que conocemos las soluciones de las ecuaciones separadas, debemos buscar los
valores permitidos para la constante de separacion imponiendo las condiciones de frontera.
No es dificil darse cuenta de que las condiciones se pueden trasladar a la funcién
X (x) como sigue:

X(z)=X(z+1L). (3.163)

Como hemos argumentado en problemas anteriores, para que la funcién X (z) sea compati-
ble con las condiciones de frontera anteriores, es necesario tomar valores de A convenientes.
De no ser asi, serd imposible satisfacer las condiciones de frontera.

Ya sabemos, por los ejemplos que hemos trabajado hasta ahora, que, la tnica forma
de satisfacer las condiciones de frontera, es necesario que las soluciones para X (x) sean
exponenciales imaginarias, o bien, funciones seno y/o coseno. Para que esto sea posible,
es indispensable elegir los valores de la constante de separacion a través de la constante
A. Debemos notar que « es un valor que esta en funcién de A, pero también queda
clara la dependencia inversa: dado un valor de «, automaticamente, se obtiene un valor
correspondiente para A. Si hacemos o = ¢k, con k € R, es decir, si escogemos a puramente
imaginario, tenemos que la solucién para X (x) puede escribirse en términos exponenciales
imaginaras, algo que es compatible con el hecho de que buscamos soluciones periddicas.
Tenemos, entonces, que:

X(z) = Ae™, (3.164)

con k € R. Noétese que no hemos incluido, en la solucién anterior, la exponencial con k
negativa porque las hemos incluido implicitamente en la familia de soluciones al considerar
todos los posible valores de k, tanto positivos como negativos.
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Ahora podemos imponer las condiciones (3.134)) sobre esta nueva forma de la familia de
posibles soluciones, obteniendo:

At = Akl g (3.165)

De la expresion anterior, se puede apreciar inmediatamente que, para satisfacer la ultima
igualdad, es necesario que la constante k tome valores como multiplos enteros de 27/L,
es decir:

2nm
k=k,=—, 3.166
. (3.166)

con n € Z. Con esto, tenemos que el conjunto de soluciones para X (z) viene dado por:
X, (x) = Aen® = Ae?miw/L, (3.167)

Debemos observar que el hecho de incluir los valores de n en todo Z es, precisamente,
para considerar las soluciones exponenciales con argumento negativo dentro de la familia
de soluciones. Asi, cuando construyamos la solucién general como una combinacién lineal
de la familia de soluciones, deberemos hacer sumas que corran en todo Z.

Ahora, para obtener la solucion explicita para la parte temporal, solo hay que escribir la
constante de separacién A en términos de k,. Si hacemos uso de la relacién entre A y «
de la identidad y recordamos que la constante « fue seleccionada como a = ik,
obtenemos inmediatamente que A = —iJk, — Dk?. Esta expresién para A nos arroja la
familia de soluciones para T'(t) dadas por:

To(t) = Dye /hi=Dhat, (3.168)
siendo D,, constantes de integracién que se han de fijar con la condicion inicial.

Una vez que tenemos las soluciones para X y para T podemos construir la solucion
general y, a partir de ahi, resolver el problema propuesto. Sin embargo, a partir de este
punto, todos los célculos subsecuentes son idénticos al caso anterior, como veremos a
continuacion. La solucién general se escribe como:

plrt) = Y Cpetnomilhnt=Dhit (3.169)

n=—0oo

Para obtener los coeficientes del desarrollo C,,, haremos uso de la propiedad de ortogona-
lidad de las funciones. Al igual que en el problema de difusién sin arrastre, las soluciones
para X (x) satisfacen la regla de ortogonalidad, es decir:

L
/ e~k thmT — 6 . (3.170)
0
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Ahora, mediante la propiedad de ortogonalidad, obtendremos los coeficientes C,, como lo
hemos hecho anteriormente. Evaluaremos, primero, la solucién general (3.169) en ¢ = 0,
que debe ser igual a la condicién inicial establecida en (3.154)), lo cual resulta en la siguiente
identidad:

i Ce** = f(x). (3.171)
n=1

Si ahora multiplicamos ambos lados de la ecuacién anterior por la funcién cos(k,,z), con
m € Ny, e integramos de 0 a L, tendremos que:
Z Cn/ ekt e ihm dy — / e~ f(z)dx. (3.172)
0 0

n=—oo

Lo anterior implica que el coeficiente C,, se puede obtener resolviendo la siguiente integral:

1 [t :
Cp=— / f(x)e e dy. (3.173)
L 0

Resumen de solucién
Ecuacion de difusion 1D con condiciones de frontera peridédicas

@ _ @ D @ Condiciones de frontera Condicién inicial
ot " ox Ox2 p(r,t) = p(x + L, 1) p(r,t=0) = f(z)

plx,t) = Z C, exp (zknx —iJkpt — Dk:it) )

n=—oo

1 [t 4 2
Cn= _/ f(z)e *medy, k, = o para n € Z.
L J, L

Ejemplo 3.2.2. Al igual que en el caso de la ecuacién de difusién sin arrastre,
podemos suponer que, al tiempo inicial, todas nuestras particulas se hallan en algin
punto xy del intervalo en cuestién. En este caso, la densidad p(z,t) al tiempo cero puede
modelarse como una delta de Dirac en el punto zg, esto es,

plx,t=0)= f(x) = Md(x — xg), (3.174)

siendo M el ntimero inicial de particulas en el sistema y xy algin punto en el intervalo
(0,L).
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Resolviendo la integral (3.173]) podemos ver que:

M .
Cpp = —e'Fmo, 3.175
. (3.175)
resultado que se obtiene directamente por las propiedades de la delta de Dirac. Asi,
tenemos que la solucion buscada se puede escribir como:

p(x,t) _ Z Cneikn(xfxo)fiJknthk%t_ (3.176)

n=—0oo

Hay que notar que la expresion anterior estd en términos de exponenciales imaginarias,
sin embargo, la solucién que buscamos (la funcién p(z,t)) debe ser real, debido a que la
funcién p(z,t) es una cantidad fisica que no debe contener componentes imaginarias. Lo
anterior quiere decir que, de alguna forma, debemos garantizar que la solucién hallada
es una funcion puramente real. No es dificil notar que, cuando tomamos el complejo
conjugado de la ecuacién ([3.176])) obtenemos:

(p(.l’, t))* _ Z Cne_ikn(x_z0)+i‘]k"t_Dk%t. (3177)

n=—oo

Ya que k,, = 2mn/ L, entonces, queda claro que al invertir el orden de la suma, obtenemos la
expresion original. Esto se debe al hecho de que la suma se esté haciendo sobre n € Z, por
lo que un cambio global de signo en la variable n deja inalterada la suma. Lo anterior quiere
decir que la funcion p(x,t) es puramente real. Este hecho nos lleva a una forma alternativa
para expresar la solucion sin necesidad de exponenciales imaginarias. Si consideramos solo
la parte real de las exponenciales imaginarias dentro del la suma, estaremos tomando la
parte real de la funcién p(z,t), de modo que:

plx,t) = Z C,, cos(kn (1 — m0) — Jhnt)e PFaL, (3.178)

En la figura se muestra una grafica de la solucién al problema de difusiéon en una
dimension. A un tiempo cercano a cero, podemos ver que la solucién es una campana
muy delgada y elevada, saliendo incluso del rango del eje vertical. Conforme el tiempo
avanza, podemos apreciar como la funcién comienza a ensancharse y a disminuir su altura,
de modo que todo el tiempo se preserva el area bajo la curva. A diferencia del problema
de difusién sin arrastre, apreciamos cémo la campana se mueve a la derecha conforme
avanza el tiempo, lo que muestra el desplazamiento de las particulas como un colectivo.
Al igual que en el problema de difusion sin arrastre, una propiedad importante de esta
solucion es el hecho de que el drea bajo la curva permanece constante en el tiempo, debido
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Figura 3.6: Evolucién en el tiempo de la densidad de probabilidad (solucién de la ecuacién
de difusién unidimensional). A un tiempo cercano a cero, podemos ver que la solucién es una
campana muy delgada y elevada. Conforme el tiempo avanza, podemos apreciar el ensancha-
miento de la funcién y su altura disminuida, de modo que todo el tiempo se preserva el area
bajo la curva. A diferencia del problema de difusién sin arrastre, podemos observar cémo la
campana se mueve a la derecha conforme avanza el tiempo, lo que muestra el desplazamiento
de las particulas como un colectivo.

a que la funciéon como tal denota una densidad fisica. Una densidad fisica se caracteriza
por interpretarse como la cantidad de materia que se encuentra esparcida en el espacio,
formado un continuo, de modo que al integrarse se debe obtener la totalidad de materia
presente en el sistema. Se supone que el sistema bajo estudio debe preservar la materia,
por lo que, en este caso, la solucion debe satisfacer la condicién:

/L plz,t)de = M, (3.179)

para todo tiempo t € R*.
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3.3. Ejercicios

1. Demuestra por integracion directa que

L
/0 cos (n_zx) cos <m2x)da: = N20p.m; (3.180)

donde N? estd dada por,

L s1 n=
2 )
N, = { % i n>o. (3.181)

2. Demuestra por integracién directa que

L
L
/ sin(k,z) sin(kyx)dr = Eén’n/’ (3.182)
0
siendo k, = nw/L.
3. Demuestra por integracion directa que la funcion
Zﬁ s(kno) cos(kpz)ePknt, (3.183)

n=0
satisface la propiedad

L
/ p(z,t)de = M,
0

para todo t € RT. En este caso, k, = nw/L y la constante N2 vale L cuando n = 0
y vale L/2 sin > 0.

4. Las oscilaciones de una hoja de tambor cuadrada se pueden describir mediante una
funcién ¢ (x, y,t) que satisface la ecuacién de onda

0% 0% 1 0%
—t— = == 3.184
ox? - 0y? 2 Ot?’ ( )
para (z,y) € [0, L]> CRy t > 0.

Queremos saber cémo son las oscilaciones 1(x,y,t) si la hoja de tambor satisface
las siguientes condiciones de frontera

¥(0,y,t) = ¥P(L,y,t) =0, (los extremos son fijos en el eje x) (3.185)
P(z,0,t) = ¢Y(z,L,t), (condiciones periddicas en el eje y)  (3.186)
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y con las condiciones iniciales

Y(z,y,t=0) = 0, (3.187)
o(x,y,t=0) = dx—1/2)6(y —1/2). (3.188)

Resuelve la ecuacidén de onda con las condiciones establecidas usando el método de
separacién de variables.

. Resuelve nuevamente la ecuacién en derivadas parciales del ejercicio anterior (ejer-

cicio , pero

7. con las condiciones iniciales:

U(z,y,t=0) = w(z - L)y (3.189)
Op(z,y,t =0) = 0, (3.190)

7. y con las condiciones iniciales:

(e, y,t=0) = yly—1L), (3.191)
o(z,y,t=0) = z(x—L). (3.192)

. La ecuacién de difusién de calor en un dominio cuadrado [0, L]* C R es descri-

ta mediante la funcién perfil de temperaturas T'(z,y,t) que satisface la ecuacion
diferencial parcial

T  0°T 10T
- - = 1
Ox? * Oy? a Ot’ (3.193)

donde « es la difusividad térmica.

Las condiciones en la frontera para este problema son:

T(0,y,t) = T(L,y,t), (condiciones periddicas en la variable x),
T(x,0,t) = T, y T(x,L,t)=T, (condiciones fijas en la variable y),

con la condicién inicial
T(z,t =0)="1T,. (3.194)

Considera la ecuacion de onda,

0% P 10%

7 = —__ 1
ox?  Oy? c? o2’ (3.195)

para (z,y) € [0,L]>* CR y t > 0.
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Resuelve la ecuacién anterior con las siguientes condiciones de frontera (mixtas)

9y o =0, (condiciones de Neumann en la variable x),
oz =0 or |, _;
P(x,0,t) = Y(x, L,t), (condiciones periédicas en la variable y),

y con las condiciones iniciales

Y(r,y,t=0) = 0, (3.196)

Resuelve la ecuacidén de onda con las condiciones establecidas usando el método de
separacion de variables.

8. Considera la ecuacion de difusion de particulas 1D:

2
Dap _ Op

- - £ 1
Ox? ot’ (3.198)

siendo D la constante de difusién y con la variable = contenida en el intervalo [0, L].
Considere, ademas, las condiciones de frontera siguientes:

dp
oz, 0, ple =L,t) =0, (3.199)
esto es, la funcién p(z,t) satisface la condicién de frontera tipo Neumann en el
extremo z = 0 y la condicién de tipo Dirichlet en el extremo x = L. Esto quiere
decir que las particulas que se difunden en el intervalo [0, L] rebotan en el extremo
xr = 0 (pared reflejante en = 0), pero en el extremo x = L pueden salir, pues dicho
punto es absorbente por la condicién p(x = L,t) = 0.

Resuelve el problema planteado con la condiciéon inicial
p(z,t =0)=0(z — x9),
para un zo € (0, L). Una vez obtenida la solucién muestra que

1i t
i ol 1) =0,
es decir, todas las particulas terminan escapando del intervalo en cuestién a tiempo

infinito. Escribe un programa en Python mostrando la evolucion en el tiempo de la
densidad p(z,t).
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9. Considera ahora la ecuacion de difusién de particulas 2D:

Pp  Pp dp
D(a—xz+a—y2> = 5 (3.200)

siendo D la constante de difusion y con las variables x contenidas en el dominio
cuadrado, esto es, la caja cuadrada [0, L] x [0, L]. Considere, adem4s, las condiciones
de frontera siguientes:

0 0

gp =0, para0<y<L, op =0, para0<zx <L,
ax:c:() ayy:()

0

gp =0, para0<z<IL, ple =L,y,t) =0, para0<y<L,
Y l,—r,

esto es, la funcién p(z,y, t) satisface una condicién de frontera tipo Neumann en las
paredes izquierda (z = 0), inferior (y = 0) y superior (y = L) de la caja [0, L] x [0, L]
(i.e., son paredes reflejantes), mientras que la densidad de particulas satisface una
condicién de tipo Dirichlet en la pared del extremo derecho, = L (i.e., es una
pared absorbente).

Resuelve el problema planteado con la condicién inicial
p(z,y,t=0)=d(x —x0)0(x — yo),

donde (z9, yo) es un punto en el interior de la caja, es decir, 0 < g < Ly 0 < yo < L.
Una vez obtenida la solucién muestra que

lim p(x7yut) =0,

t—o0
es decir, todas las particulas terminan escapando del intervalo en cuestién a tiempo
infinito. Escribe un programa en Python mostrando la evolucién en el tiempo de la
densidad p(x,y,1).



Capitulo 4

Funciones cilindricas

Este capitulo tiene un proposito doble: por una parte, se utiliza la técnica de separacion
de variables para resolver ecuaciones diferenciales en 2D escritas en coordenadas polares y,
por otro lado, se pretende introducir una familia de funciones que aparecen cominmente
en problemas con geometria cilindrica (o circular).

Comenzaremos con el problema de resolver la ecuaciéon de onda en 2D en un dominio
circular, y veremos cémo este nos conduce a la definicién de las funciones de Bessel.
Vamos a presentar toda una familia de funciones involucradas en este problema como las
funciones de Hankel o las funciones de Bessel modificadas. Una vez que se establezcan
las propiedades generales de estas funciones procederemos a resolver completamente el
problema de la ecuacién de onda haciendo uso de las funciones cilindricas. Trataremos,
igualmente, otra clase de problemas similares en los que las soluciones se pueden expresar
en términos de las funciones presentadas, como el problema de la ecuacién de conduccion
de calor en dos dimensiones con geometria circular o anular o la ecuacién de difusién con
coeficiente de difusion variable.

4.1. Separacion de variables 11

4.1.1. La ecuaciéon de onda 2D en coordenadas polares

Consideremos la ecuacién de onda en 2D en coordenadas polares. Esta ecuacién diferencial
la podemos interpretar como aquella que rige las deformaciones elédsticas de algin material,
digamos, la hoja de un tambor. Si denotamos por ¢(r,t) el campo de las deformaciones

113
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de la hoja de tambor, entonces, la ecuacién que debe satisfacer ¥(r,t) es:

1 0%
Vi) = ———. 4.1
Como (r,t) describe el campo se deformaciones de la hoja de tambor en cada punto
de la hoja de tambor, es claro que la variable espacial r esta limitada a la geometria del
material. Como se supone que una hoja de tambor sea circular, digamos con un radio de

tamano a, entonces, buscamos resolver la ecuacién de onda (4.1)) en el disco de radio a
{r:|r| <a},

y en particular buscamos que en la periferia la hoja de tambor esté fija (de otro modo,
no tendriamos un tambor). De este modo podemos ver que el campo de deformaciones
Y(r,t) debe satisfacer la condicién

U, t)| -, =0, (4.2)

que es lo que denominamos condicion de frontera para nuestro problema . Ademas
de la condicién inicial, para tener una solucién tunica, se deben imponer dos condiciones
iniciales (por tener una derivada segunda temporal). Es decir, al tiempo inicial, la hoja de
tambor puede tener una deformacion inicial asi como un campo de “velocidades” inicial
que provoquen asimismo que la hoja cambie su forma continuamente en el tiempo. Si
denotamos por f(r) el campo de deformaciones inicial y por g(r) el campo de “velocidades”
inicial, entonces, tenemos que ¥(r,t) debe también satisfacer las condiciones

Prt=0) =, =gl (1.3

t=0

Si ahora escribimos r en coordenadas polares, (r, ¢), siendo r la coordenadas radial y ¢ el
angulo polar, podemos ver la ecuacién que rige la dindmica de i (r, ¢, t) viene dada por

1g(a¢)+1a2¢_la2w

o \or ) T e T 2ae (44)

De acuerdo con la hipotesis de la separacién de variables, podemos suponer que la fun-
cion ¥(r, ¢, t) se puede escribir como un producto de funciones de la forma i (r, ¢,t) =
R(r)®(¢)T'(t), lo que al introducirse en la ecuacién (4.4]) nos da como resultado lo siguiente

(4.5)

T 9 ( OR\  RT®® _ ®ROT
r or \' or r2 9¢2 2 o2’
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Ahora, como las funciones R, ® y T dependen de una sola variable, es claro que podemos
escribir las derivadas parciales como derivadas totales, de modo que la ecuacién anterior
puede escribirse en la forma

T d ( dR) RT &#*®  ORdAT

el IR 4.6
T )T R T @ (4.6)

rodr
Si ahora dividimos la igualdad anterior entre R®T, obtenemos que

11d dR +11d2¢) 1 1d°T (4.7)
r— = 5 = S :
dr r2®d¢p? AT dt?

r Rdr

De acuerdo con el método de separacién de variables, podemos argumentar que en la
expresion , el miembro derecho de la ecuacién depende tinicamente de la variable T,
mientras que el miembro derecho depende tinicamente de las variables r y ¢, de modo
que la unica forma de satisfacer dicha igualdad es haciendo ambos lados de la igualdad
igual a una constante. Esta constante la denotaremos por A y sera la primera constante
de separacién que aparece en nuestro problema. Con esta argumentacion obtenemos dos
ecuaciones diferenciales de la forma

11d dR 11d%®
——— | r— ——— = A 4.8
r Rdr (rdr)+r2fl>d¢2 (4:8)
11d*T
—_——— T . 4-
2T dt? A (4.9)
Si tomamos la ecuacién y multiplicamos cada término por 72, obtenemos
rd [ dR 1 d*® )
B i =2\ 4.1
Rdr (rdr)+<1>d¢2’ r (4.10)
de lo cual se obtiene que
rd dR 9 1 d*®
—— |(r— ) —r' A= —=——. 4.11
Rdr (Tdr) " T dg? (4.11)

De nueva cuenta, podemos apreciar que el miembro izquierdo de la ecuacion anterior solo
depende de la variable radial » mientras que el miembro derecho solo depende del angulo
azimutal. Como ambas variables son independientes, entonces, la inica forma de satisfacer
la igualdad es haciendo que ambos miembros de la ecuacién sean iguales a una constate.
Esta constante la denotaremos por v? y serd nuestra segunda constante de separacion.
Esta forma de escoger la constante de separacion la justificaremos mas adelante. Entonces,
obtenemos el par de ecuaciones separadas,

rd (dR\ ..
E% <7’%) —r°\N = v ) (412)
120,

e s (4.13)
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Reacomodando algunos términos, podemos ver que las tres ecuaciones separadas que
resultan de aplicar la hipdtesis de separacién de variables a la ecuacién de onda (4.1
pueden escribirse como

Ecuaciones separadas de la ecuacion de onda en coordenadas
cilindricas
. <r%) + (k“r* = v")R(r) = 0, (4.14)
d*® 9
dT& —+ v @(¢) = 0, (415)
d*T 9 9
W—i_kCT = 0, (4.16)
en donde hemos reescrito la constante de separacién A como A = —k?, en analogia con los

problemas que hemos resuelto en coordenadas cartesianas. Mas adelante justificaremos
esta eleccién cuando se exponga la solucién completa a este problema.

Una vez que se tienen las ecuaciones separadas, el siguiente paso es obtener las corres-
pondientes soluciones. No es dificil darse cuenta de que las ecuaciones (4.270) y (4.220)
pueden resolverse directamente, pues se trata de ecuaciones cuyas soluciones son expo-
nenciales, reales o imaginarias, dependiendo del signo de las constantes de separacion. No
obstante, la ecuacion no cae dentro de una categoria conocida cuyas soluciones
puedan escribirse en términos de funciones elementales. De hecho, la ecuacién es
una ecuacion conocida como ecuacion de Bessel que, a continuacion, vamos a explorar.

4.1.2. La ecuaciéon de Bessel

Consideremos la ecuacién para la parte radial de la ecuacion de onda que obtuvimos
anteriormente,

L (rﬁ> + (K*r* = v*)R(r) = 0. (4.17)

Como ya lo hemos mencionado, esta ecuacién diferencial no la identificamos con alguna
forma conocida que nos arroje soluciones en términos de funciones elementales. Por esa
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razon, vamos a simplificar la ecuacion diferencial escribiéndola en términos de una varia-
ble adimensional para tener, en algiin sentido, un problema puramente matematico. Si
definimos la variable x = kr E| podemos ver que la ecuacién (4.17)) puede reescribirse como

oL (m—“) + (22— Pufz) = 0, (4.18)

en donde hemos denotado por u(z) la funcién u(z) = u(kr) = R(r). En su forma estandar,
tenemos que ecuacion puede escribirse como

Ecuacion de Bessel

22" (z) + v’ (z) + (2* — v*)u(z) = 0. (4.19)

Vamos ahora aplicar el método de Frobenius para obtener una expresion para la solucién
como un desarrollo en serie de potencias. Notemos que la ecuacién diferencial tiene como
factor 22 en la segunda derivada de la funcién incégnita. Esto significa que la solucién de
la ecuacion de Bessel podria no ser regular en el origen. Esto quiere decir que, si
buscamos una solucion en la forma de un desarrollo en serie de potencias, tendremos que
incluir una potencia de x cuyo valor obtendremos mas adelante. En este sentido, tenemos
que proponer que la solucién a la ecuacion sea de la forma

u(x) = chxk“ (4.20)

siendo s € R una constante real por determinar. Es claro que la primera y segunda
derivadas de u(z) pueden escribirse como

u'(x) = Z cr(k + s)zFts—t, u'(z) = Z ek +8)(k +s— Dakts2, (4.21)

Al sustituir en la ecuacion de Bessel estos desarrollos en serie, obtenemos

Z cx(k+s)(k+s— 1) + Z cr(k + s)a*ts + Z(:l:2 — V)t =0, (4.22)
k=0 k=0

k=0

1Si recordamos la ecuacién de onda en coordenadas cartesianas, la constante de separacién la identifi-
camos con el vector de onda de una onda que se desplaza en el espacio. Esta cantidad tiene unidades de
longitud inversa, de modo que la combinacién kr es adimensional.
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lo cual puede escribirse alternativamente como

ch (k+s)(k+s—1) k“’—l—ch (k+s) k+S+Zc phst2 _ Zu2ckxk+320. (4.23)
k=0 k=0 k=0 k=0

Para poder obtener una relaciéon de recurrencia para los coeficientes del desarrollo es nece-
sario emparejar las potencias de cada serie que aparece en la igualdad anterior. Podemos
notar que el tercer término (de izquierda a derecha) es una serie cuya potencia va como
2Ft5+2_ Para emparejar esta potencia con el resto, hay que correr los indices, lo que se
logra definiendo el indice de sumaciéon j = k + 2, lo que implica que dicha serie, al correr
sobre j comienza en j = 2, pues cuando k = 0 7 = 2. Entonces tenemos que

(o] (0.)
chxmsw _ 2 :Cj72mj+s.
k=0 §=0

Como el indice j es una variable muda, la podemos renombrar como k, con lo cual queda

claro que
[o¢] [o¢]
Z oo = Z Cogu
k=0 k=0

Con este cambio tenemos, entonces, que

ch k+s)(k+s—1) k+S+ch k+s) k+S+ch ok S—Zy2ckxk+520. (4.24)
k=0 k=0 k=2 k=0

Ahora, para colocar cada término de la ecuacion anterior en una sola serie, necesitamos
que todas la series comiencen en un valor comun. Esto se logra si de las series que no
empiezan en k = 2 extraemos los términos k = 0 y k = 1. Este es el caso del segundo y
cuarto términos de la igualdad anterior. Podemos ver facilmente que

ch(k—i-s)(k—i-s—l) k+s+ch k+s)x k+s+ch ok S—Zyzckxk“
k=2 k=2 — k=0

+ cos(s — D)a®* + ¢ s(1 4 s)'™ + sz’ + 1 (1 + s)x1+s — V2cor® — Viext™ = 0.

Agrupando términos semejantes y agrupando las series en una sola suma, tenemos que

o0

Z ([(k+s)(/€+s — 1)+ (k+s) — V2]0k+Ck_2) ks

k=2
+ c[s(s—1D)+s—va* +co1 [ s(1+s)+ (1+s)— vzt =0,
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lo cual puede reescribirse como

o0

Z ([(k +5)% — VQ}CI{ + Ck2> 2" ¢ [ s? — VQ}:CS +c [(1 +5)% — Vz]xus = 0.
k=2

De la igualdad anterior podemos apreciar que, por independencia lineal, los coeficientes
del desarrollo son todos idénticos a cero para satisfacer la igualdad. Entonces, tenemos
tres ecuaciones para los coeficientes,

[(k + 5)% — VQ} cp+cp_o = 0, (4.25)
o|[ss=v] =0, (4.26)
o [(1+s)? =] = 0. (4.27)

Estas ecuaciones pueden resolverse por lo menos de dos maneras diferentes, debido a
que las iltimas dos igualdades no son independientes. Una posibilidad consiste en tomar
c1 = 0y s = v, mientras que la otra es hacer ¢ = 0 y tomar 1 + s = £+v. Estas dos
posibles elecciones, junto con la relacion de recurrencia

Ck—2
C, = (k‘ T 5)2 — (428)
nos brindan sendas soluciones para los coeficientes del desarrollo y, en consecuencia, de
la ecuacién diferencial cuya solucion buscamos. Mas adelante veremos que las dos formas
de resolver el problema conducen exactamente a la misma soluciéon. Vamos, entonces, a
suponer que ¢; = 0y s = £|v|. En este caso podemos ver claramente que los coeficientes
¢, satisfacen la relacién de recurrencia

Cr—2
= - 4.2
o bien
Ck—2
= —— 4.30
* k(k+2v) (4:30)

en donde hemos omitido el signo + enfrente de |v| bajo el supuesto de que v puede ser
cualquier valor real, i.e., v € R.

A partir de la expresién anterior podemos darnos cuenta de que, debido a que ¢; = 0,
entonces, todos los coeficientes impares son cero. Los tnicos que son finitos no nulos
son los pares, mismos que se pueden extraer directamente resolviendo la ecuaciéon de

recurrencia (4.30)).

Vamos a iterar unas cuantas veces la relaciéon de recurrencia (4.30)). Para este propdsito
notemos que si escribimos 2k en lugar de k (pues sabemos que los coeficientes diferentes
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de cero son aquellos para lo que k es par), la ecuacién de recurrencia (4.30)) se transforma
en

_ (-1 (=1
Co, = mc%d—mczkﬂ- (431)

Por comodidad vamos a renombrar los coeficientes cop por ai, de modo que cop = ap y
Cok—2 = Cok—1) = ax—1. Con esto tenemos que la relacién de recurrencia (4.31]) se puede
reescribir como

ap = %%-1- (4.32)

Iterando unas cuantas veces esta ultima recurrencia, obtenemos que

(=1
22k(k +v)

_ (-1) (1)
B
- (22 kf(_k‘ i u)) (22 = 1)((_(k)— O y)) <22 = 2)((_(,2_ 5T V)) Ghes.

(4.33)
Usando un razonamiento inductivo, podemos darnos cuenta de que el coeficiente a;, puede
escribirse entonces como

ag Ck—1

(—1)kv!
—a s
22 kI (k + v)! "
donde aq es una constante de integracion. Para obtener este tltimo resultado hemos hecho
uso de la identidad

(k+v)!

v!

ap =

(4.34)

=(k+v)k+v—-1)(k+v—-2)...(1+v),

la que se puede obtener facilmente de la relacién de recurrencia z! = z(z — 1)!.

Escribiendo esta expresion en términos de los coeficientes ¢y, es claro que
(—1)ku!

kT Wk + )]

co. (4.35)

Veamos ahora qué sucede cuando optamos por adoptar la otra solucion, esto es, si hacemos
que l+s=v,0bien, s=v —1 El En este caso tenemos que

_ Cr—2 _ Cr—2
G T 1212 (k- Dk—1+20) (4:36)

2Nétese que hemos eliminado el signo + enfrente de v, bajo la condicién de que v € R.
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Si escribimos j = k — 1, podemos darnos cuenta de que

Cj—1
o= G 4.37

la cual es la misma relacién de recurrencia que (4.30)), lo que muestra que las elecciones
c1 =0con s ==vr,yc =0 junto con 1 + s = +v, nos dan exactamente los mismos
coeficientes.

Entonces, podemos quedarnos con la expresién s = v, tomando la variable v en los
reales (esto sustituye escribir explicitamente el signo + que se obtiene al tomar la raiz),
y haciendo la constante de integracion ¢y = 2¥/v!, los coeficientes adoptan la forma

_ (=1)*
T 2RIk 4 ) (4.38)

Cok

Esto implica que las soluciones de la ecuacion de Bessel (4.19) vienen dadas por la expre-
sion

Funcién de Bessel de primer tipo

00 1 k T 2k+v
J(x) = Z/<ﬂ<(k—4r)1/)'(§) , (4.39)

k=0

funciones que se conocen como la funciones de Bessel de primer tipo. En lo que sigue,
vamos a explorar las propiedades de esta clase de funciones y desarrollaremos expresiones
alternativas para J,(x), con la finalidad de comprender mejor el comportamiento de dichas
funciones.

4.2. Funciones de Bessel

4.2.1. Funciones de Bessel de primer tipo

Con el célculo que hemos hecho hasta ahora, podemos ver que una solucion a la ecuacién
diferencial de Bessel

220" (z) + zu' (z) + (22 — v*)u(z) =0, (4.40)
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es la funcién de Bessel de primer tipo J,(x), cuyo desarrollo en serie hemos obtenido a
través del método de Frobenius, esto es,

(_1)k X 2k+v
J(r) = ZW(E) . (4.41)

k=0

Una de las cosas que es importante tener presente es el hecho de que una ecuacién diferen-
cial tiene necesariamente dos soluciones linealmente independientes. Hasta ahora hemos
visto que el método de Frobenius nos arroja tinicamente la expresion anterior. En realidad,
la expresion hallada para J,(x) nos brinda las dos soluciones buscadas. Primero, recorde-
mos que la variable v es una constante de separacién, un valor fijo real. Como la variable
s del método de Frobenius debe ser v, tenemos que las dos soluciones linealmente in-
dependientes de deberfan ser, entonces, J,(x) y J_,(z). Para mostrar que este es
el caso, recordemos que el wronskiano W (u,v) = u(x)v'(z) — u/(z)v(x) de dos soluciones
u(z),v(x) linealmente de una ecuacion diferencial de segundo orden de la forma

u + b(z)u + e(x)u =0, (4.42)

esta dado por

W (x) = exp (- / b(:c)d:c) | (4.43)

Ahora, si tomamos dos soluciones u y v que satisfacen la ecuacién de Bessel, podemos ver
que el papel de b(x) es b(x) = 1/z, lo que implica que

1 A
/—dx =In(z) +C = W(z)=e MO = (4.44)
x x
siendo A = e~¢ una constante de integracion.
Ahora vamos a mostrar que W(J,, J_,) = —2sin(nv)/mz. Para este fin, debemos notar

que el wronskiano es proporcional a z7!. Esto quiere decir que, si hacemos uso del desa-
rrollo en serie de potencias de Jy,, solo contribuiran los términos cruzados que arrojen
como resultado una potencia de la forma x~!. No es dificil convencerse de que el orden
mas bajo es el que logra dicho objetivo. A partir del desarrollo en serie de potencias, es
facil darse cuenta de que al orden mas bajo, J, se escribe como

Ju(z) = (4.45)

ovyl’

lo que implica que

J—V(ZE) N (4.46)
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Y que

va’ ! vt (—v)x x

e~ vy PO oo T oy 4

Ahora, si usamos estas expresiones para evaluar el wronskiano, obtenemos

Wy, Jo) = J(@)J.,(x) = J, (), J-o(2)

- (;f;) (wgi 1>!> - (2'/(5:11)!) (255(_;)!)

B ! ! _ (—v)z! vt
T U= (=)l =1 (=) (=)
2ux~!

vi(=v)l’

Si recordamos la férmula de reflexién para la funcién gamma de Euler, I'(x), tenemos que

v
I(—1)! = 4.4
=v) sin(7v) (4.48)
lo que implica que el wronskiano W (J,, J_,) se puede escribir como
Quz~! 2v i
W Jo) = ve— 1/sm(7w)7 (4.49)
vi(—v)! T
lo que implica que
9 g
W, J.,) = —2sm) (4.50)
T

Este ultimo resultado muestra dos cosas principalmente. Por una parte, podemos ver que,
efectivamente, las funciones J, y J_,, son dos soluciones linealmente independientes de la
ecuacién de Bessel, en términos de las cuales podemos construir la solucién general como
una combinacién lineal. Por otro lado podemos ver también que, para valores enteros de
v, esto no es cierto, pues cuando v = n € Z, tenemos que sin(rn) = 0, lo cual implica
que W (J,, J_,) = 0. Sin embargo, este resultado debe ser interpretado con més cuidado.
Hay que notar que si hacemos v igual a un entero negativo, i.e. v = —n con n > 1, en el
desarrollo en serie de J, ()

[e's) (_1)k X 2k+v

Tle) = kz Kk + )] (5) ’ (4:51)

0

tenemos algunos coeficientes indefinidos (de hecho, los primeros n coeficientes). Esto es
debido a que el factorial (k —n)!l =I'(k—n+1) con k = 0,—1,-2,...,—(n — 1) estd
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indefinido. Lo anterior significa que los primeros n términos del desarrollo de J,(z) con
v = —n deberian estar ausentes si tomamos el limite v — —n. De hecho, no es dificil
darse cuenta de que

i - =
V—1>mn (l{j -+ V) 0

parak=0,—-1,-2,...,—(n—1).

A la luz de este ultimo resultado, podemos ver que
) B ) 00 (_1)k x 2k+v
M Tolz) = M kZ:O Kk + ) \ 2 ’
00 (_1)k x 2k—n
D kl(k—n)l \ 2 ’ (4.52)
k=n

de modo que la funcion de Bessel de primer tipo de orden entero negativo viene dada por
00 (_1)k X 2k—n

— = . 4.53

; El(k —n)! \ 2 (4.53)

Vamos ahora analizar esta tltima expresion. Si hacemos un corrimiento de indices de la
forma s = k — n, podemos ver que la suma corre desde s = 0 hasta infinito. Cambiando
todo valor de k por s + n en la expresién (4.53)) para J_,(x) tenemos que

] s+n T 25+n
Z = , (4.54)
(s +mn)ls!
s=0
si cambiamos la variable s por la variable k, podemos ver que

0 k+n X 2k+n

4.

-y EU B < ) , (4.55)

k=0
lo que implica que

J_n(x) = (=1)"J,(2). (4.56)

Esto dltimo muestra que, efectivamente, las funciones J,(z) y J_,(z) son dos soluciones

linealmente dependientes de la ecuacion de Bessel. En lo subsecuente, vamos a investigar
diversas propiedades de estas funciones de Bessel de orden entero.
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4.2.2. La funcién generatriz de las funciones de Bessel

Consideremos la funcién de Bessel J,,(x) con m € Z y analicemos la funcién G(z,t)
definida como

f: T (2)t™ (4.57)

m=—0o0

Ya sabemos que valores de m enteros, las funciones de Bessel tienen la forma

) (_1)k T 2k+m

Tn(z) = i <g)2k+m, sim < 0. (4.59)

No es dificil ver que, usando las expresiones anteriores, la funcién G(z,t) se puede escribir
como una doble suma, en la cual se involucran potencias tanto de la variable z como
la variable t. No obstante, es claro que esta doble suma tiene una sutileza: cuando la
variable m es negativa, la segunda suma comienza en un valor diferente de cero, de hecho,
comienza en —m o, equivalentemente, en |m/|, mientras que si m es negativa, la segunda
suma comenzaria a correr desde cero. De una forma compacta, podriamos representar
esta doble suma como

S > i ) e (4.60)

m=—0Q

donde el simbolo Z; lo hemos puesto para indicar que dicha suma corre desde k£ = 0
hasta infinito si m es positiva, y corre desde k = |m| hasta infinito si m es negativa.

Vamos ahora a realizar un cambio de indices para escribir la doble sumacion de una
manera alternativa. Para ello, vamos a hacer un cambio de indices, pasaremos la suma de
la pareja (m, k) a la pareja (r,n) por medio de la transformacién: r = m+k y n = k. No
es dificil ver que la doble suma nueva sobre (r,n) corre de 0 a oo sin restricciones, esto es,

Gz t) = Z S k‘]Hm (f)mmtm

m=—oo &k

Ny ﬂ(%)wtr—n' (4.61)

191
= nlr! 2
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Algunos cambios algebraicos muestran que la doble suma anterior puede escribirse como,
e 1 [at\" r\"
Gz, t) = — | = - — 4.62
(%) nlr! (2) ( Qt) ’ (4.62)
r=0 n=0
o bien separando las sumas,
=1 [azt\" =1 r\"
G(x,t) = E — | = E — —= 4.63
(1’7 ) (TO n! (2) )(non'< Qt) )a ( )

de donde podemos reconocer la funcién exponencial, lo que nos lleva a una forma sencilla
de la funcién G(x,t),

Gz, t) = @D, (4.64)

La funcién G(z,t) es conocida como la funcién generatriz de las funciones de Bessel. Esta
funcién es importante por varias razones. Primero, debemos observar que, de acuerdo con
la definicién de la funcién G(z,t), si hacemos un desarrollo en serie de potencias al rededor
de t = 0, los coeficientes del desarrollo estdan dados por las funciones de Bessel. Esto quiere
decir que derivando una funcién elemental, e(®/2(¢=1/8)  obtenemos las funciones especiales
de Bessel de primer tipo,

Funcion generatriz de las funciones de Bessel

Gz, t) = P00 = N (@)™ (4.65)

m=—00

A continuacion veremos que la funcién generatriz nos permite hallar relaciones de recu-
rrencia para las funciones de Bessel de orden entero, mismas que después generalizaremos
para las funciones de Bessel de orden arbitrario.

4.2.3. Relaciones de recurrencia

La funcién generatriz de las funciones de Bessel dada por la ecuacién (4.65) nos permi-
te hallar un par de relaciones entre las funciones de Bessel, denominadas relaciones de
recurrencia. Estas relaciones, como se vera mas adelante, son de utilidad préactica para
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determinar funciones de Bessel de orden superior a partir de funciones de Bessel de orden
inferior, lo facilita mucho el calculo de estas funciones.

Si tomamos la funcién G(x,t) y derivamos parcialmente respecto a la variable =, podemos
darnos cuenta de que, por un lado, se tiene que

0 G 1
Co = S relre (4.66)

mientras que la misma derivada puede expresarse equivalentemente como
Gx,t) = Y Jn(a)m, (4.67)
donde J/,(x) representa la derivada de la funcién J,,(x) respecto de x.

Si ahora usamos el hecho de que e@/2(#=1/%) g la funcién generatriz en la ecuacién ([4.66)),
no es dificil observar que

oG 1 e .
- 1 m+1 - 1 m—1
= > S Im(@)t"H — > S m (@)t (4.68)

Estas ultimas dos sumas se pueden escribir de manera alternativa si hacemos los corri-
mientos de indices m = n + 1 y n = m — 1 respectivamente. Este cambio de indices de
sumacién muestra que

oG = 1 B | .

Y combinando las sumas en una sola y renombrando la variable de sumacién como m,
obtenemos que

%_f .S %(Jm_l(x)—JmH(x))tm, (4.70)

m=—0oQ

lo cual, al compararse directamente con la igualdad (4.67)), es facil ver que
200,(2) = Tyt (&) = Jsa (1), (4.71)

ecuacion que es la primer relacién de recurrencia entre funciones de Bessel.
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Una identidad similar puede obtenerse si hacemos el mismo procedimiento pero derivando
respecto de la variable ¢. Si tomamos la derivada de G(z,t) = e@/DE=1/1) yegpecto a t, es
claro que

0G x

27— 2 4 ) e@/2)(=1/1) 4.72

= S , (172

lo cual, con base en el hecho de que la funcién e(®/2=1/% eg la funcién generatriz, puede
escribirse como

5’8_? DI (RS PGS (4.73)

m=—0oQ

Haciendo un poco mas de algebra en el sumando, nos podemos dar cuenta de que

0G _ S T et S e (4.74)
— = —JIm(x —Jm(x ) )
ot 2" 27"

m=—o0o m=—o00
Ahora, para combinar las dos series que aparecen en esta tultima expresion, vamos a
realizar dos corrimientos de indices mediante la siguiente transformacién: m =n — 1 en

la primera suma, y n = m + 1 en la segunda. Esto nos muestra que

0G >z _ =z .
W = Z 5 n_l(ZL‘)tn l—f- Z 5 n_ﬂ([ﬁ)f 1, (475)

n=—oo n=-—oo

lo que, de hecho, puede escribirse en una sola suma si renombramos la variable n por m,

o0

00 S L)+ S (4.76)

m=—0oQ

Si ahora usamos el desarrollo de la funcién G(x,t) en términos de las funciones de Bessel
para calcular la derivada respecto a t, obtenemos

aa—f = > my(x)m (4.77)

Comparando las ecuaciones (4.76)) y (4.77) no es dificil observar que se de cumplir la
siguiente identidad
x

5 (Ima(@) + Tna (@) = mdn(z), (4.78)

lo que puede reescribirse como,

2m

Tna (@) + I () = (2, (4.79)
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que es la segunda relacion de recurrencia que se obtiene directamente de la funcién ge-
neratriz de las funciones de Bessel. De hecho, estas mismas relaciones de recurrencia nos
ofrecen otras relaciones como se senala a continuacion:

d n - n
(@) = ", (4.80)
% (27" Jn(2)) = —2 " Jpp1. (4.81)

En resumen, tenemos las siguientes relaciones de recurrencia entre funciones de Bessel:

Relaciones de recurrencia de las funciones de Bessel

W' (1) = Jmr(x) — Joir (), (4.82)

%mjmm = (@) + T (), (4.83)
%(m”Jn(x)) = 2, (4.84)
C%(x—njn(x)) — (4.85)

4.2.4. Representaciones integrales

Si vemos la funcién generatriz G(x,t) como una funcién de variable compleja ¢, entonces
el desarrollo en serie

G(z,t) = i Ta(2)E™, (4.86)

m=—0o0

se puede ver como un desarrollo en serie de Laurent alrededor de t = 0. Esto quiere
decir que, para obtener los coeficientes de dicho desarrollo, podemos emplear la férmula
integral de Cauchy. Especificamente, si f : C — C es una funcién analitica en una vecindad
alrededor de zy € C, entonces, el desarrollo en serie de Laurent se puede escribir como

f(z) = Z en (2 — 20)", (4.87)
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donde los coeficientes del desarrollo se obtienen mediante la férmula

_ 1 f(s)

Aplicando esta férmula al desarrollo de la ecuacién (4.86|), obtenemos que J,,(z) puede
escribirse como

{m@—;Lﬁiﬁpa (4.89)

omi

donde C' es un contorno que contiene al origen del plano t-complejo. Explicitamente

tenemos que
1 T 1
I () = =— S(t—=) ) ta 4.90
(x) 2m.]fcem(Q( t)) | (4.90)

expresion que es conocida como la formula de Schlaefli para la representacién integral de
las funciones de Bessel de orden entero.

La férmula de Schlaefli se puede utilizar para hallar otras representaciones de las funciones
de Bessel de orden entero. De hecho, si tomamos el contorno C' como el circulo unitario,
podemos usar la parametrizacién ¢ = €% para reescribir la integral de Schlaefli en términos
de una integral de variable real. Mediante este procedimiento, no es dificil darse cuenta
de que

1 [ , , . ,
Im(2) = 2—/ exp (g (e — e_w))e_’(mﬂ)eiewdﬁ, (4.91)
T Jo
lo que puede escribirse en la forma
1 2 o
J() = o / eilzsin(@)=md) g (4.92)
0

Esta tltima representaciéon de J,, se puede escribir alternativamente usando la identidad
de Euler,

1
o

Tn(z) (A%%@m@—mﬁw+%AWM@mw%w@M. (4.93)

Lo anterior, en el caso particular de m = 0, queda de la forma

1

Jo(z) = %/0 7rCos (xsin(0)) db + i/o Trsin (xsin(0)) db. (4.94)
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1.04 — Jo(x)
— Ji(x)
0.81 — Ja(x)
0.6 — J3(x)
Ja(x)
. 0.4
x
= 0.24
—-0.21
~0.41
0 10 20 30 40 50
X

Figura 4.1: Graficas de las funciones de Bessel. En la figura se muestran las gréficas de las
primeras cinco funciones de Bessel de primer tipo de orden v entero, correspondientes a v =
0,1,2,3 y 4. Nétese que, a excepcién de Jy(x), todas las demds funciones de Bessel toman el
valor cero en x = 0.

Ademas, notando que la funcién Jy es real, podemos simplificar ain mas la expresion
anterior. No es dificil probar que

2
/ sin (zsin(6)) do = 0,
0

lo que nos permite escribir J, como

1

" or

Jo(x) /0 ’ cos (xsin(0)) db, (4.95)

o bien usando la paridad de la funcién cos (x sin(6)), podemos escribir

1
o7

Jo(x) /0 " cos (asin(0)) db. (4.96)

En la figura (4.1)) podemos ver las graficas de las primeras funciones de Bessel de orden
entero.

Finalmente, conviene escribir la representacién integral de J,(x) en el caso en que v no es
un entero. Debido a que la funcién de Bessel de orden entero J,(z) se puede escribir como
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la integral de Schlaefli (4.90]), podemos suponer que J,(z) ha de tener la misma forma, es
decir,

J(x) = L es (%) -1g. (4.97)
271 J o,
En realidad, la forma de la integral es casi idéntica, con la excepcion del contorno de
integraciéon. Esto se debe a que el integrando tiene un factor de la forma z7*~!, lo que
implica que para cada v no entero, se tiene un corte de ramificacién en la linea Re(z) < 0.
De hecho, en este caso, el contorno de integracién C; debe ser el que se muestra en la
figura La demostracién de este resultado se puede encontrar en [5].

A
Im

Cl/‘/
00 > > >
L 4
. > > \/ Re
Contorno de integracion

\ 4

Figura 4.2: Contorno de integracién para la representacion integral de las funciones de Bessel de
primer tipo. Este contorno rodea el origen ademés de rodear la recta del semi-eje real negativo,
que es donde el factor z=¥~!, que aparece en el integrando de la representacién integral de .J, (z)

en la ecuacién (4.97).

Representaciones integrales de las funciones de Bessel de primer tipo

1 o

Im(z) = 57 062(zi)2_m_1dz,
1 2 ] ]

Jm(l') _ % 0 ez(msm(G)fmG)de’
1 o

J(x) = — es (%) 1g,
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4.2.5. Ortogonalidad

Vamos ahora a explorar un tipo de ortogonalidad para las funciones de Bessel. Ya hemos
visto que las funciones de Bessel se obtienen a partir de una ecuacion diferencial que

naturalmente tiene la forma Sturm-Liouville. Sin embargo, vamos a hacer explicito este
hecho.

La ecuacién de Bessel tiene la forma

2*u" + 2u’ + (2 — m*)u = 0. (4.98)

1

No es dificil ver que la forma Sturm-Liouville se obtiene multiplicando por ==, con lo

cual, la ecuacion de Bessel puede escribirse como
T2 4 (= ™ V) = o0 (4.99)
— | x— x—— |u(x) =0. .
dx \ dx x

Si ahora hacemos el cambio de variable x = kr, donde k es una constante arbitraria,

tenemos que
d ([ dy ,  m? -

donde la funcién y(r) es tal que y(r) = u(kr). Reacomodando los términos de la ecuacién
anterior obtenemos

(1) = ") =~y (4.101)

Esta tltima ecuacién nos muestra con claridad que las funciones y(r) son soluciones de
un problema tipo Sturm-Liouville. Esto implica que, imponiendo condiciones de frontera
adecuadas, podemos obtener un conjunto de funciones (las funciones propias del problema
S-L), asociadas a un valor propio A, que resultan ser ortogonales entre si.

La ecuacién (4.101)) nos permite identificar los elementos clave para obtener la ortogo-
nalidad. La funcién p(r) estd dada por p(r) = r, mientras que los valores propios A los
identificamos con A = —k? (cuyos valores estdn por determinarse). La funcién de peso
w(r) en este caso es w(r) = r, la cual es indispensable para definir la ortogonalidad
deseada, puesto que dadas dos funciones u y v, el producto interno esta dado por

(v|u) = /v*(r)u('r)rdr, (4.102)
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siendo a y b los extremos del intervalo en el que estan definidas las soluciones de la
ecuacion (4.101)) y en los cuales definiremos condiciones de frontera adecuadas.

La identidad de Lagrange para el caso de operadores Sturm-Liouville (cf. seccion ,

ec. (2.68) se escribe como

A=\ wlu) = [p(v*u’ — (U*)’u)} , (4.103)

donde u es la funciéon propia asociada al valor propio A, mientras que v es la funcion
propia asociada al valor propio \'.

Podemos ver que, para el caso de la ecuacion de Bessel, esta identidad toma la forma

(A=X) /abv(r)u(r)rdr = [r(v(r)u’(r) - v’(r)u(r))} , (4.104)

en la que hemos omitido la conjugacién de las funciones porque las funciones de Bessel de
primer tipo son reales. Ahora buscamos condiciones de contorno apropiadas para estable-
cer la ortogonalidad de las funciones. Para esto, es necesario que el miembro derecho de la
igualdad sea nulo. Esto se puede conseguir de varias formas, como a continuaciéon
se describe.

Caso (i). Podemos hacer que el miembro derecho de la igualdad (4.104)) sea cero si tomamos
a = 0 y b arbitrario. Si escribimos a en lugar de b y 0 en lugar de a, obtenemos:

a

(A=X) /Oav(r)u(r)rdr = |r(v(r/(r) = (rulr))| (4.105)

0

Como el miembro derecho es automaticamente cero cuando lo evaluamos en 0, en-
tonces, lo que se necesita para anular completamente esa expresion es pedir que
u(a) = v(a) =0 o bien u'(a) = v'(a) = 0. En este caso hacemos la eleccién

u(a) =0, v(a) = 0. (4.106)

Esto es, las funciones u y v valuadas en r = a deben ser cero para que sean ortogo-
nales.

Caso (ii). Al igual que en el caso (i), escribimos a en lugar de b y 0 en lugar de a, siendo a € R
arbitrario, lo que implica que:

a

A—=X) /Oav(r)u(r)rdr = |r(v(r)d (r) = (r)u(r))]| - (4.107)

0
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En este caso, elegimos que las derivadas se anulen en el extremo r = a, esto es,
u'(a) =0, v'(a) = 0. (4.108)

Asi, para satisfacer las condiciones de ortogonalidad, las funciones v’ y v" valuadas
en r = a deben ser cero para que sean ortogonales.

Caso (iii). A diferencia de los casos anteriores, en este no vamos a suponer que el extremo
inferior de nuestro intervalo sea cero, sino que supondremos que a y b son reales
positivos arbitrarios, con a > 0. Para que se cumpla la igualdad

b
r(v(r)d (r) =o' (r)u(r))| =0, (4.109)
a
hay que pedir que tanto en el extremo inferior como en el superior las funciones u
y v (o sus derivadas) se anulen. En este caso pedimos que las funciones se anulen,
por lo que las condiciones de ortogonalidad se escribe como

u(a) =0, v(a) =0, (4.110)
u(b) =0, v(b) = 0. (4.111)

Caso (iv). Aligual que en el caso (iii), vamos a suponer que a y b son reales positivos arbitrarios,
con a > 0. Para que se cumpla la igualdad

b
r(v(r)d (r) =o' (r)u(r))| =0, (4.112)

a
hay que pedir que tanto en el extremo inferior como en el superior las derivadas de
las funciones u y v se anulen. Asi, las condiciones de ortogonalidad se escribe como

u'(a) =0, v'(a) =0, (4.113)
u'(b) = 0, v'(b) = 0. (4.114)

Hay que notar que, en los casos mencionados, las funciones u y v son funciones propias
arbitrarias del problema Sturm-Liouville en cuestion. Esto quiere decir que las condiciones
que conducen a la ortogonalidad deben ser satisfechas por todas las funciones propias. Los
casos (1) y (ii) solo piden que las funciones propias o sus derivadas sean nulas en el extremo
superior r = a, siempre que el extremo inferior sea el origen r = 0. Los casos (iii) y (iv)
piden que las funciones propias o sus derivadas sean nulas en ambos extremos, siempre
que el extremo inferior no sea el origen r = 0, es decir, que a sea estrictamente positivo.

Para ejemplificar el caso (i), vamos escribir explicitamente las soluciones del proble-
ma (4.101)), que estdn dadas en términos de las funciones de Bessel de primer tipo como

y(r) = J,(kr). (4.115)
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Ahora, como el valor de la constante k aun no estd determinado, vamos a imponer la
condicién de ortogonalidad del caso (i). Para ello, debemos tomar la variable r en el
intervalo [0, a|, y pedir que y(a) sea cero, es decir,

Jn(ka) =0 (condicion de ortogonalidad caso (i)). (4.116)

Esto quiere decir que el valor de ka debe ser una raiz de la funcién de Bessel .J,. Como
hemos visto anteriormente, esta funcién tiene infinitas raices cuyos valores se pueden
determinar numéricamente. Estas raices las denotaremos como «,, s, lo que indicard la
(-ésima raiz de la funcién de Bessel de orden n, J,(z). A modo de ejemplo, algunas raices
de funcién de Bessel de orden cero, Jy(z) se muestran en la figura

1.00

0.75

0.50

Jo(x)

0.25

000 \/A\/Av/\\//\

ao,l aO,Z a0,3 a0,4 aO,S a0,6 a0,7 aD& a0,9 aO,lO a0,11 a0,12 a0,13 a0,14 a0,15

Figura 4.3: Raices de la funcién de Bessel de orden cero. Las raices de las funciones de Bessel
no ocurren de forma equidistante como el caso de las funciones trigonométricas, sin embargo,
cuando x tiende a infinito, las distancias entre ceros sucesivos se acercan a una constante, tal
como veremos mas adelante al analizar las expresiones asintéticas de las funciones de Bessel. Solo
como referencia, tenemos que los valores aproximados de algunas de estas raices son: o, , ~ 2.404,
Qo ~5.520, o 5 R 8.653, ..., a5 ~ 46.341.

0,1

De lo anterior podemos decir que los valores permitidos de k, los que denotaremos como
k.0, se pueden escribir como

kn.e, para (€ N. (4.117)
Entonces, para un n fijo, tenemos infinitos valores permitidos para k, lo que nos lleva a
infinitas funciones que satisfacen la condiciéon de borde impuesta. Esto es, el conjunto de

funciones que son ortogonales debido a la condicion (4.116)) estda dado por

{ye(z) = Jp(kner) : £ € N}, (4.118)
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es decir, hay tantas funciones propias asociadas al valor propio A, = —k? , como raices de
la funcién J,,. La relacion de ortogonalidad se escribe explicitamente como sigue:

/ Jn(l{?n7g7’>¢]n<l{in7g/7’>7’dr = Nif(sg’g/, (4119)
0

en donde N?, es una constate que se denomina norma cuadrada de las funciones J,, (k, 1),
la cual, de hecho, se define como

Nig ::/ J2 (k. gr)rdr. (4.120)
0

No es dificil demostrar que la norma cuadrada de las funciones J,, se puede escribir
exactamente como

a2

Ns,e = §JZ+1<O‘n,Z>- (4.121)

Una demostracién de este resultado se puede encontrar en referencia [5].
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4.2.6. Funciones de Bessel de segundo tipo

En la seccién anterior establecimos el hecho de que, cuando la constante v, en la ecuacion
de Bessel, es un entero, no tenemos acceso a dos soluciones linealmente independientes.
Aunque con v no entero dijimos que J,(z) y J_,(x) son auténticamente dos soluciones
linealmente independientes de la ecuacién de Bessel, esto deja de ser cierto para J,(x) y
J_n(x), pues estas funciones son idénticas hasta en un factor de (—1)", para todo n € Z.

Nuestro problema ahora es hallar la segunda solucién que complemente a J,. La forma
en la que vamos a proceder es como sigue: vamos a proponer una solucién linealmente
independiente de .J, como combinacién lineal de J,(z) y J_,(x) para v no entero, y
probaremos, posteriormente, que en el limite en que v — n € Z sigue siendo una solucion,
bien definida, de la ecuacion de Bessel. A esta funcién le daremos el nombre de funcion
de Neumann o funcion de Bessel de sequndo tipo.

La funcién de Neumann se denota por N, (z) Ely se define como

N, (z) = ST IA@) = Ty (4.122)

sin(7v)

Es claro que la funcién N, (x) es linealmente independiente de J,(x) para v no entero, por
lo que estas funciones conforman las dos soluciones de la ecuacién de Bessel.

Incluso, no es dificil probar que en el limite cuando v — n € Z, entonces, la funcién N, (x)
estd bien definida y satisface la ecuacion de Bessel para v = n entero.

A continuacién, vamos a obtener una representacion en serie de la funcién de Neumann
N, (x) de orden entero. Por definicién tenemos que
cos(mv)d, (x) — J_,
N,(z) := lim N, (x) := lim (rv)J(2) &)

v—n v—n sin(ﬂy)

(4.123)

Notemos que, en el limite anterior tenemos un cociente en el que tanto el denominador
como el numerador se van a cero. Esto quiere decir que el limite puede calcularse a partir
de la regla de I’'Hopital, lo que nos lleva a

4 JV - J—V T
Nn(SL‘) — lim & [COS<7TdV> (I) ( )}

v—n = sin(7v)

: (4.124)

3La notacién moderna de la funcién de Bessel de segundo tipo es Y, (), aunque varios autores siguen
utilizando la notacién N, (z). Esta tltima es la que se usard en este libro para evitar el uso de la Y que
normalmente se utiliza para los arménicos esféricos. Las funciones de Bessel de segundo tipo también
se suelen llamar funciones de Weber, quien las introdujo en 1873 [68], aunque al parecer Neumann las
introdujo en 1867 [44].
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y que puede escribirse como

dJy(xr)  dJy(z)
dy dv (4.125)

N, (z) = lfm sin(mv)J,(x) + cos(mv)
v—n T COS(T('V)

Vemos ahora que el limite resultante se puede obtener directamente evaluando en v = n.
Haciendo esto y recordando que sin(mn) = 0 y que cos(mn) = (—1)", obtenemos

T

(4.126)

rvr=n
De hecho, se puede probar que esta expresion para N, (x) satisface la ecuacién de Bessel.
Para apreciar mejor las propiedades de esta funcion, vamos a obtener un desarrollo en

serie de potencias para analizar el comportamiento de la funcion de Neumann de orden
entero.

Lo primero que tenemos que hacer para ello es calcular las correspondientes derivadas
respecto de la variable v para luego evaluar en v entero. Comencemos con J,,,

dJ, () d o~ (—DF (g)”””

dv dv = Fl(k +v)!\ 2
- Saira(s) w() S ()G

(4.127)

Al notar que las derivadas que aparecen en la expresién anterior se pueden escribir como

(k Ji v)! d(kc;z: - - diy [ln ((k+ V)!)} = dif/ln (F(k +v+ 1)) =yY(k+v+1),
(4.128)

d (z\" z\” x
obtenemos la siguiente expresion para la derivada de J, respecto a v,
dJV(ZL‘) . E i (_1>k E 2k+v B i (_1)k ¢(k+y+ 1) E 2k+u’
dv 2) = kl(k+v)!\2 — El(k +v)! 2

o bien, reconociendo el desarrollo de J,,

dJC;ix) _ m( ) i ‘ kTyHU(?)W’ (4.130)

k=0
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siendo, en este caso, ¢ la funcién digamma.

Para obtener la derivada de J, respecto a v solo hay que tomar la expresién anterior,
cambiar v por —v y multiplicarla por (-1), ya que

dJ(xr) _ dJ,(x)

v d(-v)

De este modo obtenemos,

dJZzVV(I) _ —m( > +i —v'+1)(2>2k_y_ (4.131)

k=0

El siguiente paso para obtener el desarrollo en serie de la funcion de Neumann de orden
entero es evaluar las derivadas obtenidas en v = n. La derivada de J, respecto a v es facil
de evaluar, y se obtiene

00 ]{?—|—TL+ 1) 2k+n
= 1 . 4.132
— ( ) DI k' K+ n) (2) (4.132)

La derivada de J_, respecto a v es algo distinta ya que tenemos que observar, en la
serie que aparece en la ecuacion , que los primeros n términos parecieran estar
indeterminados al evaluar en v = n. Esto se debe a que (k —v)! diverge cuando v = n con
k < n. Sin embargo, el factor ¢)(k — v + 1) también diverge en el mismo caso, y de hecho,
el limite del cociente entre ambos es finito. No es dificil probar, a través de la férmula de
reflexién, que

dJ,(z)
dv

lm vk —v+1)

R T ()" *(n —k —1)! (4.133)

Mediante este resultado podemos ver que, al evaluar en v = n, la derivada de J_, respecto
a v obtenemos

N i (—1)]’;!@(@]§k_—n¢;!+ 1) (;)2’6—”7 -
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lo que de hecho se puede escribir alternativamente como

O O

> k+n¢(k,_’_1) T 2k+n
N Z S (5) , (4.135)

=0

dJ_,(z)
dv

en donde solo hemos hecho un corrimiento de indice en la ultima serie de la ecuacién
anterior.

Finalmente, si combinamos los desarrollos de las ecuaciones (4.132)) y (4.135) obtenemos
una serie para la funcién de Neumann de orden entero,

Na(z) = i[ln( ) i (k+;z'+1)(2>2’“+”

+ (-1)"In (g) Jnu):— (1) (=1 <"k!— k—1)! (g)k
R ”g klriffﬂ)(g)mn}- (4.136)

Esta expresion para N,, puede reducirse si hacemos un poco de algebra, al reducir algunos
factores y notar que (—1)"J_,(z) = J,(x). Esto nos lleva a la siguiente representacién de
la funcién de Neumann.

Representacion en serie de la funciéon de Neumann de orden entero

e = 2n(EJa - )

=0

_ %Zm[¢(k+l)+¢(l€+n+1)] (g) . (4.137)

En esta ultima expresion ya podemos apreciar que la segunda solucion para la ecuacion de
Bessel, la funcién N, (), diverge en = = 0, lo que se puede notar en el término logaritmico.
Este hecho tiene algunas implicaciones. Por ejemplo, si el en problema fisico que estamos
analizando, por alguna razon, no es admisible alguna divergencia, entonces, esta solucion
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se debe descartar. En otras ocaciones no sera el caso. De hecho, mas adelante analizaremos
la ecuacion de onda en un dominio anular, y veremos que tanto las funciones de Bessel
como las de Neumann son indispensables para escribir la correspondiente solucion. En la
figura podemos ver las primeras funciones de Neumann de orden entero.

0.50]
0.25]
>0 @ ﬁ&iQ&zQ&Z@A&%@&W
~0.25
X
=-0.50
-0.751 — No(x)
— Ni(x)
—100 R NZ(X)
~1.25] — Ns(x)
N4(x)
~1.50' |
0 10 20 30 40 50

Figura 4.4: Gréficas de las funciones de Neumann. En la figura se muestran las gréficas de las
primeras cinco funciones de Neumann (o funciones de Bessel de segundo tipo) de orden v entero
correspondientes a v =0,1,2,3 y 4.

Por otro lado, no es dificil darse cuenta de que las funciones de Neumann N, satisfacen las
mismas relaciones de recurrencia que J,. En cuanto a la representacién integral, veremos
mas adelante, con la introduccién de las funciones de Hankel, que se pueden obtener
algunas representaciones de IV, por esa via. Para culminar esta seccion, también hay que
dejar indicado que la independencia lineal de las funciones de Neumann con las funciones
de Bessel de primer tipo se puede explorar calculando el correspondiente wronskiano. Este
calculo es directo, pues ya conocemos el wronskiano entre J, y J_,, que es lo inico que
necesitamos, pues N, no es mas que una combinacién lineal de dichas funciones.

4.2.7. Funciones de Hankel

Vamos ahora a introducir una clase de funciones directamente relacionadas con las fun-
ciones de Bessel de primer y segundo tipos. Estas son denominadas funciones de Hankel
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y, esencialmente, se definen como combinaciones lineales de las funciones J, y N,. La
razon de introducir estas nuevas funciones tiene una motivaciéon doble. Primero, con la
definicién de las funciones de Hankel se tiene una forma elegante de escribir las soluciones
linealmente independientes de la ecuacion de Bessel. Ademaéas del beneficio de que sus
representaciones integrales son, en cierto modo, més elegantes en su estructura. Por otro
lado, las funciones de Hankel completan la analogia de las funciones de Bessel con las
funciones trigonométricas. Mientras que las funciones .J, y N, son analogas a la funcion
coseno y seno respectivamente, las funciones de Hankel son el andlogo de las exponen-
ciales imaginarias. Pero este rol no se queda solo en la analogia. Mas adelante, cuando
desarrollemos las funciones de Bessel modificadas y obtengamos, a través de estas aproxi-
maciones asintéticas de toda la familia de funciones de Bessel, nos daremos cuenta de que
la analogia se vuelve exacta para valores grandes de sus respectivos argumentos. Es decir,
veremos cémo las funciones J, y N, son asintéticamente iguales a las funciones coseno y
seno respectivamente. Este hecho lo obtendremos al observar que las funciones de Hankel
son asintéticamente iguales a funciones exponenciales imaginarias.

Definimos las funciones de Hankel de primer tipo H." (x) y de segundo tipo H, l(,Q)(x) como

HWY(z) = J,(z)+iN,(x), (4.138)
HP (z) J,(x) —iN,(z). (4.139)

Podemos apreciar claramente que las funciones de Hankel de primer y segundo tipo son
conjugadas una de la otra. Ademads, podemos invertir las relaciones para ver que las
funciones J, y N, se expresan como

(4.140)

N,(z) = . (4.141)

Como podemos darnos cuenta, estas expresiones son analogas a las relaciones que guardan
las funciones coseno y seno respecto de las exponenciales imaginarias, esto es

e” = cos(z)+isin(x), (4.142)
e”™ = cos(x) —isin(x), (4.143)
con sus respectivas inversiones,
cos(x) = %, (4.144)
sin(z) = — (4.145)
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Los desarrollos en serie que ya hemos obtenido para las funciones J, y N, nos permiten
apreciar que el comportamiento asintético de las funciones de Hankel cerca del origen
z =0, es de la forma (solo retenemos el término dominante de cada serie),

1) 2\"
HVY(z) =~ _Iw) <—> +-e para v >0, (4.146)
T\
1 2\"
HO @) ~ LW <—) 4., para v >0, (4.147)
T o\
y para el caso v = 0, tenemos el comportamiento asintético,
21 21
HO(z) ~ Zn@) +1+—(y—In(2)+---, (4.148)
T T
2i 21
H?(1) ~ —Zh(@) +1—=(y—In(2)+ . (4.149)
0 T

Veamos ahora las representaciones integrales de las funciones de Hankel. Ya hemos visto
que la funcién de Bessel J,(x) se puede representar como una integral de contorno en el
plano complejo, la féormula de Schlaefli dada en la ecuacion (4.97)).

A

Contornos de integracién Im(z)

ooeln-

Re(z)

ooe—lﬂ.’

Figura 4.5: Contornos de integracién en el plano complejo para las representaciones integrales
de las funciones de Hankel. El contorno C; (para la funcién de Hankel de primer tipo) parte del
origen y se va a menos infinito en la parte real y cero en su parte imaginaria por el semi-plano
superior. El contorno Co (para la funcién de Hankel de segundo tipo) hace lo mismo, pero por
el semi-plano inferior.

La integral de Schlaefli para las funciones de Hankel es bastante parecida a la integral para
J,, cambiando unos factores, asi como el contorno de integracién. De hecho, las funciones
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de Hankel se pueden escribir como
HO@) = — ¢ e3(2) -1, (4.150)

HP®z) = — ¢ e3(=1)v-1g,, (4.151)
Co
donde los contornos de integracion C; y Cy son trayectorias que comienzan en el origen

del plano complejo z y se van a menos infinito en la parte real, con parte imaginaria
tendiendo a cero. Estos contornos se muestran esquemaéaticamente en la figura

Finalmente, conviene decir algunas palabras sobre las relaciones de recurrencia que satis-
facen las funciones de Hankel asi como sus respectivos wronskianos. Como estas funciones
son basicamente combinaciones lineales de las funciones J, 3/ N,,, se uede mostrar direc-
tamente que las relaciones de recurrencia que satisfacen H (x) son las mismas
que satisfacen las funciones de Bessel de primer tipo, esto es,

d
2d—H£1><x> = H\(2) - H (@), (4.152)

En cuanto a los wronskianos, se puede obtener una gran variedad de relaciones de este
tipo debido a la gran familia de funciones que son soluciones de la ecuaciéon de Bessel.
Todas estas relaciones se pueden obtener directamente del wronskiano entre J, y J_, que
obtuvimos anteriormente. Entre otras relaciones, no es dificil probar las siguientes

d 44

(1) H® () — H® HY () = -2 4.154
HI (@)= B (a) — HP () - HO () =~ (4.154)
d d 21
ZHD () — HO ()= L= 4.1
T() e H () — HY (1) (). = 2 (4.155)
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4.3. Funciones de Bessel modificadas

4.3.1. Ecuacion de Bessel modificada

Vamos ahora a analizar otra clase de funciones que se derivan del mismo problema que
hemos considerado anteriormente, es decir, la solucion por separacion de variables de la
ecuacion de onda con geometria circular.

Recordemos que, cuando realizamos el procedimiento de la separacién en coordenadas
polares para la ecuacién de onda, obtuvimos la siguiente ecuacién diferencial para la
parte radial de problema,

L (rﬁ> — (A + VA R(r) = 0. (4.156)

Cuando introdujimos la ecuacién de Bessel hicimos la suposiciéon de que la constante de
separacién toma valores estrictamente negativos, e incluso sustituimos A\ por —k2. Sin
embargo, el hecho de haber limitado los valores de A significa que tal vez no tengamos
completamente resuelto el problema de Sturm-Liouville para esta ecuacion diferencial, por
lo que vale la pena investigar la naturaleza de la funciones que se originan al considerar
todos los otros valores de la constate de separacion y que hemos ignorado hasta ahora.

Lo que vamos a hacer a continuacion es, entonces, considerar la ecuacién con la constante
\ escrita como A = k? para k € R. Haciendo esto, es claro que la ecuacién correspondiente
queda de la forma

¢ Q%) ~ (¥ £ AR = 0, (4.157)

Esta ultima ecuacién se puede transformar en una ecuacién libre de la constante k£ hacien-
do el cambio de variable x = kr, y denotando por u(z) la funcién tal que u(kr) = R(r).
Con este procedimiento tenemos que la ecuacién (4.157) queda como

() ) = o .

o bien, desarrollando las derivadas obtenemos

22" + ou’ — (2 + vH)u(x) = 0, (4.159)

ecuacién que recibe el nombre de ecuacion de Bessel modificada.
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4.3.2. Funciones de Bessel modificadas de primer y segundo tipo

Antes de proceder a resolverla por el método de Frobenius, conviene reflexionar un po-
co sobre la ecuacién que tenemos ahora. Hay que recordar, primero, que si quisiéramos
resolver la ecuacion , pero con —k? en lugar de k?, ya tendriamos las soluciones
linealmente independientes: estas serian simplemente las funciones de Bessel de primer y
segundo tipo evaluadas en kr, las funciones J,(kr) y N, (kr). Esto quiere decir lo siguiente:
si queremos resolver la ecuacion , hay que ver la forma de transformar k% en —k&2,
lo que de hecho se logra si tomamos k£ como una variable puramente imaginaria en lugar
de real, pensando en su prolongacién en el plano complejo.

Este razonamiento nos permite apreciar sin mucho esfuerzo que las funciones J, (ikr) y
N, (ikr) son, en efecto, soluciones de la ecuacién . Aunque buscamos, por ahora,
funciones reales que resuelvan el problema planteado, conviene explorar ese camino corto
usado para obtener estas soluciones. No es dificil darse cuenta también de que las funciones
J,(iz) y N,(iz) resolverfan, en consecuencia, la ecuacién de Bessel modificada ([4.159).

En efecto, si consideramos el desarrollo en serie de la funcion de Bessel de primer tipo

Jy(x),

00 _1 k T 2k+v
_ kz:% k!gk +)y)! <§> | (4.160)

y sustituimos x por ix, obtenemos

(o) . 2k+v
. 1T
J,(ix) = Z k' k+ » (2) (4.161)
B Z k Qk l‘ 2k+v
N k!( k’ + v)
2k+v

» x

= 1 — | = )
; k!(k+u)! <2>

Esto quiere decir que, la funcién J,(iz) no es real, pero multiplicando por el factor cons-
tante 17" se convierte en una funcién real, la cual sigue siendo solucién de la ecuacion de
Bessel modificada. Esta funcién la vamos a denotar por I,(x) y la definimos como

00 1 x 2k+v
() = ;0 Wk +0)! <§) ; (4.162)

o escrito de una forma compacta

I(z) :=i"J,(x). (4.163)
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La funcién I,(x) se le llama funcién de Bessel modificada de primer tipo.

De la misma forma en la que construimos la solucién I, para la ecuacion de Bessel modi-
ficada, podemos construir una segunda solucién linealmente independiente de I,,. Aunque
podriamos tomar como segunda solucion la funcién de Neumann con argumento imagina-
rio, es conveniente, por razones que veremos mas adelante, definir la segunda solucién de
la ecuacion de Bessel modificada considerando la funcién de Hankel de primer tipo con
argumento imaginario. Vamos, entonces, a introducir una nueva funcién K, (z), llamada
funcion de Bessel modificada de sequndo tipo, definida como

K, (z) = gz'”“Hgl)(z‘x). (4.164)

El factor “*! que se introduce en la definicién de K, es para que dicha funcién sea real
cuando la variable x es real. Esta definicién de la funcién de Bessel modificada de segundo
tipo se puede escribir alternativamente como

ZI,V(ZC) B L,(J?) )

2 sin(nv)

K, (z) = (4.165)

En las graficas de la figura |4.6| podemos apreciar tanto el comportamiento de las funciones
I,(z) como el de las funciones K, (x), para los primeros valores enteros no negativos de v.

4.3.3. Relaciones de recurrencia

Debido a la relacién directa entre la funcién I, y la funcion de Bessel J,,, tenemos que varias
de las propiedades que posee J, se pueden escribir directamente como propiedades de 1.
En particular, nos vamos a interesar, a continuacién, por las relaciones de recurrencia
para las funciones I,,(x) y K, (z).

Por ejemplo, a partir de la relacién de recurrencia
2J! () = J,_1(x) — Jyya1(2), (4.166)
podemos escribir, cambiando x por ix , como
2J) (ix) = J,_1(ix) — J,41(ix). (4.167)
Recordando ahora que I,(x) = i7"J,(ix) y notando que

1) = - L(a) = (7T, (i) = i),
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Figura 4.6: Graficas de las funciones de Bessel modificadas. En el panel (a) se muestran las pri-
meras cinco funciones de Bessel modificadas de primer tipo de orden v entero correspondientes
av=0,1,2,3y 4. En el panel (b) se muestran las primeras funciones de Bessel modificadas de
primer tipo de érdenes v = 0,1, 2,3 y 4. Debemos notar que las funciones de Bessel modificadas
de primer tipo, I, (x), tienen un comportamiento reminiscente de la funcién exponencial crecien-
te, mientras que las funciones de Bessel modificadas de segundo tipo, K, (z), tienen rasgos que
asemejan el comportamiento de una exponencial decreciente.

tenemos, entonces, que la ecuacién (4.167]) se puede escribir como
20" M (2) =M,y (x) — T L0 (), (4.168)

en donde hemos hecho uso de las identidades J,(ix) = “I,(z) y J,(ix) = i 'I) ().
Simplificando la igualdad (4.168)) se obtiene

21! () = I,_y(x) — i*1,41 (), (4.169)
lo que resulta en

2[;,(%) = ,/,1<.’L’) + IV+1(SC). (4170)
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No es dificil mostrar que la relacién de recurrencia para J,,

2 1w) = Jua(a) + T (o), (4.171)

nos conduce a la siguiente relaciéon de recurrencia para 1,

i—yfy(a:) =1I,—1(z) = Ly (). (4.172)

Al igual que se obtienen relaciones de recurrencia para [, a partir de las correspondientes
relaciones para J,, podemos obtener las correspondientes relaciones de recurrencia para
K,. A continuacion, presentamos un resumen de las principales relaciones de recurrencia
para las funciones de Bessel modificadas.

Relaciones de recurrencia de las funciones de Bessel modificadas

Loa(@) + Lo(z) = 2I.(2) (4.173)
I, 1(x) — Iy (x) = 2?VI,,(x) (4.174)
Kya(2)+ Kpir(z) = —2K'(x) (4.175)
Ky 1(2) = Kyoa(z) = —%”Ky(a;) (4.176)

4.3.4. Representaciones integrales

Al igual que las relaciones de recurrencia, las representaciones integrales de I, y K, se
pueden obtener a partir de las funciones de Bessel. Por ejemplo, un calculo directo muestra
que la representacion integral de I, (z) se puede obtener directamente de la representacién
integral de J,, lo que explicitamente puede escribirse como

1 z 1
I,(x) = 5 062(”2)2_”_16&, (4.177)

donde C' es el mismo contorno de integracion que el correspondiente para la representacion
integral (férmula de Schlaefli) de J,.
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Al igual que las otras funciones de la familia de las funciones de Bessel, la funcién K,
también puede escribirse como una integral de Schlaefli. La demostracién de esta repre-
sentacion integral se puede encontrar en el libro de G. N. Watson [67],

]. 4
K(2) =5 /D e s () =1y, (4.178)

donde D es el contorno de integracién que se muestra en la figura [£.7]

Im(7)

plano complejo ¢

v

Re(t)

Figura 4.7: Contorno de integracién en el plano complejo ¢ para la representacion integral de
la funcién modificada de Bessel de segundo tipo K, (z). En este caso, w es complejo sujeto a la
condicion —7m < w < 7 y el argumento de K, la variable z, esta restringida a a la condicién
-5 +w<arg(z) <w+ 3.

Estas representaciones se pueden usar para obtener una pléyade de diferentes represen-
taciones integrales de dichas funciones. En particular, algunas representaciones integrales
de la funcién K,(x) son muy importantes al momento de obtener expresiones asintéticas
para toda la familia de las funciones de Bessel, tal como lo veremos mas adelante.

A partir de las representaciones integrales para I, y K, expuestas arriba, es posible obtener
representaciones integrales a lo largo de la recta real. Estas representaciones se pueden
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escribir como

1 K : [e.e]
I(zx) = - / cos(v)er > gy — ST / emTesh Ot g (4.179)
T Jo T 0
K,(x) = e; / e (=) 1qu. (4.180)
0

La primer integral se obtiene de considerar el contorno de integracion para .J,, mientras
que la segunda se obtiene girando rigidamente el contorno de la figura hasta que la
asintota (linea negra punteada) coincida con el semi-eje imaginario negativo [67].

De hecho, la representacion integral para K, (z) se puede escribir alternativamente como,

—Linv 0o
KV(Z) _ e ; / e—ixsinh(t)Jrutdt. (4181)
—00

Haciendo v = 0, en las expresiones anteriores se pueden obtener las correspondientes
representaciones integrales para las funciones Iy(z) y Ko(z), lo que resulta en

Iy(z) = %/Owcosh(xcos(ﬁ))de, (4.182)
Ko(z) = /Ooocos(a:sinh(t))dt. (4.183)

Entre muchas otras representaciones, podremos encontrar particularmente ttiles las si-
guientes expresiones

1 2\ [T
I R Ned +2zcos(0) o3.,2v 4.184
v(2) 121 (I/+ %) (2> /0 € sin™ (6)db), (4.184)

L(z) - ;@) /_ Ll - 2y, (4.185)

1

K, (2) = L(f) / " gm0 ®) i (1), (4.186)
F(V—l—%) 2 0

K, (2) = T (=Y / e (g2 — 1)1 24y, (4.187)
F(l/—l—%) 2 1

K, (z) = / e~ cosht) cosh(vt)dt. (4.188)
0

La demostracién de estas identidades solamente la vamos a esbozar, para que el lector
tenga una guia para realizar los calculos correspondientes. La identidad (4.184]) se puede



Funciones de Bessel modificadas 153

obtener tomando el desarrollo en serie de la funcién exponencial y reduciendo la expresion
al desarrollo en serie para I,(z) de la ecuacién ([1.162). La identidad (4.185) se puede
obtener realizando un cambio de variable en la integral de la ecuacién . Por su parte,
la igualdad se obtiene a partir de la identidad y empleando la expresion
para K, (z) en términos de I, esto es, la ecuacién . Luego, la identidad (]4_1_&[) se
demuestra mediante un sencillo cambio de variable en la integral de la ecuacién 4@

Finalmente, la identidad (4.188)) se obtiene haciendo uso de la expresion (|4.179|) y la
igualdad (4.165)).
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4.4. Expresiones asintoticas

Vamos ahora a establecer expresiones asintdticas para cada miembro de la familia de
funciones de Bessel. Estas expresiones, como veremos a continuacién se pueden derivar
de solo un desarrollo asintético: el correspondiente a la funcién de Bessel modificada de
segundo tipo, K.

Nuestro punto de partida es la representacién integral de la funcién K, de la ecua-

cion (4.187)), esto es,

7.‘,1/2 > v 00
K, = ——— (= (2 — 1)V T2y 4.189
@ = worls) [ (4.150)

Realizando el cambio de variable z = 1 4 ¢/z en la integral anterior, podemos ver que
K, (z) se puede escribir alternativamente como:

T eF o "2
K, = ) “tyr=1/2 dt. 4.190
=) \/2zr(y+§)/0 ‘ T2 (4.190)

Ahora hacemos uso del teorema del binomio para desarrollar, en una serie de potencias,

el factor (1 + i)y_lﬂ

)

1+t v—1/2 B 00 V—1/2 " k
2z N P k 2z )’

< (v—1/2)! t\"
v —1/2— k)k] (E) ! (4.191)

k=0

(]

lo que nos permite escribir K,(z) como

_ T e’ S (v —1/2)! et *
K,(2) = \/;F(H%);(u—lﬂ—k)!k!/o et /<Z) dt. (4.192)

En la expresién anterior, observamos que la integral que resulta se puede escribir exacta-
mente como una funcién gamma,

00 t k 1 o 1
2 ) g = / Tkt 2 g — — T(k+v—1/2
/0 ‘ 2z okzk J, ‘ 2k 2k (k+v /2);

lo que muestra que

K, (z) = \/> < Z V—V1;21£2 |k!2klzkr(k+u—1/2). (4.193)

k=0
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Simplificando la expresion anterior obtenemos, finalmente,

N e O

Se debe hacer notar que la expresién anterior para la funcion de Bessel modificada de
segundo tipo, K,(z), es un desarrollo en serie de potencias inversas del argumento de la
funcion. Esta forma del desarrollo obtenido, permite saber cuél es el término dominante
cuando la magnitud de z tiende a infinito. Como la magnitud de 1/z va a cero con
z — 00, es claro que en dicho limite los primeros términos del desarrollo son
los que dominan el comportamiento de K,(z) con z — oo. En particular, el término
correspondiente a k = 0 es el que domina principalmente,

s 42 — 12 (2 - 1) (? - 3?)
K, = —e 7|1 e 4.195
(2) V2. ¢ [ LSTE T 21(82)2 * (4.195)
es decir,
m
K (2) ~ (/=e, 4196
()~ (4.196)

para z — 00.

Con este resultado podemos explorar el comportamiento asintotico del resto de la familia
de funciones de Bessel haciendo uso de las multiples identidades que hemos obtenido.
Comencemos analizando la funcion de Hankel de primer tipo, debido a que con esta
funcién hemos definido, previamente, la funciéon K,. De la expresién , podemos ver
que

2
HWY (ix) = 27" K, (), (4.197)
T
o bien, intercambiando z por —ix,
2
HY(z) = Zi " K, (—ix). (4.198)
T

De esta manera, cuando hacemos tender z a infinito, es claro que la magnitud de ix
también va a infinito, por lo que podemos hacer uso de la expresion (4.196f). Esto nos
muestra que

HO(p) ~ Ziv 1 [T i 4.199

o bien, simplificando un poco y reacomodando factores (recuérdese que i = €™/?), tenemos

que:
2 s 1
HO(z) ~ /= L G 4.2
(x) — exp | iz 5 v+ 5) ) (4.200)
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para x tendiendo a infinito.

Una vez que tenemos el comportamiento de H, 51)(95), podemos obtener el comportamiento
de H (x), pues esta ultima es conjugada de la primera. No es sorpresa, entonces, que

2 i 1
J— exp (—iw+ = (v+2 4.201
7Txexp( zx+2(y+2)), (4.201)

Por otro lado, recordando que las funciones de Hankel se definieron en términos de las
funciones de Bessel de primer y segundo tipo como

2=t
O
2

con r — o0.

HY(z) = J,(x)+iN,(z), (4.202)
H®(z) = J,(x)—iN,(z), (4.203)
tenemos que
T = 5 (HO @)+ B @), (4.204)
Nofw) = o (H() ~ HP(@)) (4.205)

en completa analogia con las funciones seno, coseno y las exponenciales imaginarias. Ha-
ciendo ahora uso de las expresiones asintoticas de las funciones de Hankel, podemos ver
que el comportamiento asintético de las funciones de Bessel de primer y segundo tipo luce

como,
2 s 1
’ il T )), 4.2
J,(x) — cos <x 5 (I/+ 2)) (4.206)

2 T 1
— sin (m -3 (V + 5)), (4.207)

lo que hace la analogia mucho mas precisa cuando z tiende a infinito.

Q

&
S
2

Finalmente, la tltima funciéon cuyo comportamiento asintotico nos falta explorar es la
funcién de Bessel modificada de segundo tipo. Puesto que I, se define como la funcién J,
con argumento imaginario, esto es,

I(z) = i J, (iz), (4.208)

es claro que el comportamiento asintotico para I, se puede obtener directamente de la
ecuacion anterior. Tenemos entonces que

L(z) ~ z"”\/% cos <za7 - g(u + %)) . (4.209)
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Cuando x — oo, tenemos que

1 .
cos(ix + a) ~ iexe’“, (4.210)
entonces, resulta claro que
L)~ — (4.211)
()~ ’ :
V21x

en donde hemos hecho uso de la identidad i = e™/2.

4.5. Ecuaciones en derivadas parciales
en coordenadas polares

4.5.1. Ecuacion de onda en un dominio circular

A continuacién resolveremos la ecuacién de onda en 2D y analizaremos la forma de re-
solverla usando la técnica de separacién de variables, y veremos como las funciones de
Bessel que hemos desarrollado nos ayudan a escribir la solucién a nuestro problema. Co-
mencemos estableciendo, con todo detalle, el problema fisico que nos interesa resolver.

Nuestro problema se origina cuando queremos describir las deformaciones de una hoja
circular, elastica, con su perimetro fijo en alguna superficie rigida. Es decir, vamos a
considerar el problema de describir las deformaciones de una “hoja de tambor”.

Si denotamos por ¥ (r,t) = ¥ (x,y,t) el campo de deformaciones de una hoja de tambor,
la ecuacién en derivadas parciales que describe la dindmica de (r,t) viene dada por la
ecuacion de onda 2D, es decir,

1 0%
V2i(r,t) = 2or

siendo ¢? una constante que depende de las caracteristicas del material. Como los extremos
de la hoja de tambor estan fijos, naturalmente, las condiciones de contorno en este caso
se escriben como

(4.212)

U(r, t>|\r|=a =0. (4.213)

Se debe notar que estas condiciones de contorno toman en cuenta que el sistema de
referencia se ha colocado de tal manera que el centro de la hoja circular coincide con
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el origen. Esto se aprecia mejor en la figura en la que se muestra claramente la
ubicacién de los ejes coordenados, asi como el perimetro circular que delimita la hoja de
tambor. Sobre dicho perimetro, el campo de deformaciones ¢ (r,t) debe desaparecer, lo
que corresponde a la condicion fisica de que la hoja se encuentre fija en su periferia.

Hoja de tambor y

.......
ot
o

A\ 4

Figura 4.8: Representacion esquemadtica de una hoja de tambor. La imagen a la izquierda
representa un tambor cuya hoja superior, al perturbarse, se deforma de manera continua en el
tiempo, lo que denominamos vibracién. A la derecha tenemos una representacion abstracta de
la hoja de tambor en donde colocamos un eje de referencia para describir las vibraciones por
medio de la ecuacién de onda.

Hay que hacer una observacién mas respecto de las condiciones de contorno. Puesto que
vamos a emplear coordenadas polares, como ya lo hemos dejado de manifiesto al inicio
de este capitulo, vamos a escribir las condiciones de frontera especificamente con esas
coordenadas. Escribiremos, entonces, la funcién ¢ (r,t) como dependiente de las variables
de coordenadas polares (7, @), esto es, (r, t) = ¥(r, ¢, t). La condicién de contorno

se escribe, entonces, como
U(r=a,p,t) =0, (4.214)

para todot > 0y toda ¢ € [0, 27). Pero debemos notar una cosa més. Aunque en principio
esta ultima igualdad corresponde a la tnica restriccién fisica del problema, tenemos una
condicién mas que debemos imponer debido al sistema coordenado que hemos escogido y
que se relaciona intimamente con la simetria del problema,

W(r, ¢, t) = (r, ¢ + 2w, 1), (4.215)
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lo que debe ocurrir para cualquier ¢ > 0, 7 > 0 y toda ¢ € [0,27). Esta condicién ya la
hemos explorado anteriormente y la hemos denominado condicion periddica de frontera.
Veremos mas adelante que esta condicién de frontera para la variable angular se vuel-
ve importante para la seleccion de las soluciones correspondientes después de aplicar la
separacion de variables.

Ademas de las condiciones de contorno, es necesario establecer las condiciones iniciales.
Como tenemos una ecuaciéon de segundo orden en el tiempo, es necesario contar con
dos condiciones iniciales. Esto es, vamos a suponer que al tiempo ¢ = 0 el campo de
deformaciones y su derivada tienen ciertos valores. Esto es,

Y(r,t=0) = f(r), (4.216)
o(r,t=0) = g(r), (4.217)

donde f(r) y g(r) son dos funciones dadas.

En resumen, el problema que buscamos resolver es la ecuaciéon de onda con las condiciones
de frontera y las condiciones iniciales siguientes:

Ecuacion de onda 2D con condiciones de frontera tipo Dirichlet
en dominio circular 0 < ||r|| < a y en coordenadas polares

Condiciones de frontera Condiciones iniciales

1 0%

2 —_
Vit = 5 oe b(r = a,6,8) =0, blrt = 0) = f(r),
Y(r, ¢, t) =P(r, ¢ +2m,t),  O(r,t =0) = g(r).

Ya hemos visto anteriormente, al aplicar el método de separacion de variables en la ecua-
cién de onda en coordenadas polares, que al escribir la funcién ¢ (r, ¢, t) como el producto
de funciones 1 (r, ¢,t) = R(r)®(¢)T'(t) las correspondientes ecuaciones separadas se pue-
den escribir como:

Tdii“ (T%) + (=X = VA R(r) = 0, (4.218)
2
P
(51752+V2(D(¢) = 0, (4.219)
2
C;Tf — 2T = 0, (4.220)

donde v? y X son las constantes de separacion.
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Debemos notar que la constante de separacién 2 se ha escogido como positiva. Aunque en
principio deberiamos considerar todos los posibles valores de la constante de separacion,
esto es, tanto positivos como negativos, esta eleccion se puede justificar facilmente. Con
esta eleccién de la constante de separacion podemos notar que las soluciones linealmente
independientes de la ecuacién para ¢ son las funciones

cos(vo), y sin(ve).

Si en lugar de haber escrito la constante de separaciéon como positiva se hubiera escrito
como negativa, esto es, en lugar de v? escribimos —12, las soluciones para ® tendrian la
forma

exp(vg), y  exp(—vo).

Para decidir qué conjunto de funciones debemos escoger, hay que recurrir a las condicio-
nes de frontera. Primero que nada, debemos notar que, cuando escribimos la condicion
de frontera en la variable ¢ para ¥ (r, ¢,t) en términos de las funciones de separacién,
obtenemos

U(r, ¢, t) =(r,o,t) = R(r)®(¢)T(t) = R(r)®(¢+2m)T(t),  (4.221)

lo que implica directamente que la funcién ® debe ser una funcién periddica con periodo
27. Como las funciones exponenciales con argumento real no son periddicas, hay que
descartarlas como soluciones potenciales de nuestro problema. De esta manera justificamos
plenamente la eleccién de v? como la constante de separacion.

Lo que vamos a hacer a continuacion consiste en elegir los valores de v para los cuales
se satisfacen las condiciones de frontera. Como las soluciones que nos quedan después de
la discusién anterior son las funciones trigonométricas cos(v¢) y sin(v¢), es claro que se
trata de funciones periddicas. Y puesto que buscamos que las funciones sean periédicas
con periodo 27, entonces, escogemos v de tal manera que esto suceda, es decir, tomamos
v =m € Z. Con esto garantizamos que cos(me) y sin(me) son funciones periédicas con
periodo 27. Debemos hacer notar que los valores negativos de m no proveen de solucio-
nes linealmente independientes, de manera que debemos limitar los valores de m a los
naturales, incluyendo el cero. Esto quiere decir que el conjunto de soluciones linealmente
independientes para ® esta dado por

{cos(me@),sin(m¢) : m € Ny}. (4.222)

Conviene indicar que la eleccion del conjunto con funciones linealmente independientes
se puede, en este caso, modificar ligeramente para escribir las ecuaciones posteriores de
manera elegante. Nos queda claro que las soluciones a la ecuacién para ® pueden escribirse
alternativamente como exponenciales con argumento imaginario, es decir, como e*™¢. En
este caso, el doble signo + se incluye para considerar que las exponenciales con argumento
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imaginario positivo s7 son linealmente independientes de las que tienen el argumento
positivo. Sin embargo, si consideramos m € Z, estaremos incluyendo en el listado tanto
las que tienen argumento negativo como positivo. Esto quiere decir que el conjunto de
soluciones para ®, puede escribirse alternativamente como

{e™® . meZ}. (4.223)

Aunque la eleccién del conjunto de soluciones en principio no afecta en nada la solucion,
elegiremos por conveniencia las soluciones para ® como las exponenciales imaginarias,
esto es,

®,,(¢) = e™? con m € Z. (4.224)

Cabe aclarar que las constantes de integracion las incluiremos al final, pues debido al orden
de la derivada temporal, tenemos dos condiciones iniciales que deben fijar dos constantes
de integracion.

Analicemos ahora las soluciones para R(r), la parte radial de la separacién de variables.
Debido a que hemos obtenido las funciones de Bessel resolviendo la parte radial de la
separacién de variables, no es ninguna sorpresa que la funcién R(r) pueda expresarse
como combinacion lineal de las funciones de Bessel. Pero por dejar completo el esquema
de solucién.

Primero, vamos a escribir la ecuacién para la funcién radial con los valores que hemos
obtenido para la constante de separacién 12, de hecho, ya hemos dejado claro que vamos
a escribir v = m € Z con el esquema de soluciones como exponenciales imaginarias para
®. De esta forma tenemos que

ra% (r%) + (=M? —=m?)R(r) = 0. (4.225)

Ahora, hasta este momento tenemos que cualquier valor de A podria ser solucién potencial
de nuestro problema. Pero vamos a descartar algunas de una vez. Antes de hacer esto,
debemos saber como se reflejan las condiciones de frontera en la funcién radial R(r). De
hecho, si recordamos que hemos impuesto la condicién de bordes fijos para la hoja de
tambor, lo cual se escribe como ¥ (r = a, ¢,t) = 0, tenemos entonces que

B(r = a,6,) = R(a)B(&)T(t) = 0, (4.226)
lo que de hecho se satisface si imponemos la condicién
R(a) = 0. (4.227)

Esto quiere decir que las soluciones para la ecuacion radial deben tener, por lo menos,
una raiz para un argumento positivo.
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Procedamos a analizar las soluciones de acuerdo con los valores de A. Si suponemos que
A es positivo, entonces, la ecuacién para R se puede escribir como
d dR

(r—) + (=k*r* —=m*)R(r) = 0. (4.228)

Si hacemos el cambio de variable z = kr (como ya lo hicimos en secciones anteriores) y
definimos u(z) tal que R(r) = u(kr), la ecuacién para u(z) resulta en

2?2 + xu’ — (2% + m*)u(z) =0,
que resulta ser la ecuacion de Bessel modificada. Ahora, como estamos pidiendo que la
funcién radial tenga por lo menos una raiz positiva, no hay forma de que eso lo cumpla la

combinacién lineal entre las funciones I,,,(x) y K,,(x), debido a su comportamiento para
x> 00

De este modo dejamos indicado que, en este problema, la constante de separacién A debe

ser negativa. Si escribimos A = —k?, la ecuacién para R(r) se escribe como
d dR 2,2 2
—m”)R = 4.22
e (r dr) + (k°r JR(r) 0, (4.229)

y al hacer el cambio de variable z = kr y definiendo u(x) tal que R(r) = u(kr), la ecuacion
para u(z) resulta en

22u" + xu’ + (2% — m*)u(z) =0,
que es la ecuacién de Bessel. Las soluciones para u(x) se pueden escribir, entonces, como
combinacion lineal de las funciones de Bessel de primer y segundo tipo como

u(z) = c1dm(z) + 2N (). (4.230)
Esta igualdad en realidad corresponde a escribir la solucién para R(r) como

R(r) = c1Jm(kr) + caNp, (k). (4.231)

Ya que tenemos escrita la solucién mas general para R(r) tenemos ahora que fijar los
valores permitidos para k haciendo uso de las condiciones en la frontera. Pero, ademés
de las condiciones en la frontera, tenemos que hacer consideraciones sobre el tipo de
soluciones que buscamos, en el sentido de que sean compatibles con el problema fisico
que estamos resolviendo. Este comentario tiene que ver con el hecho de que la funcién de

4En realidad, lo que deberfamos pedir es que I, sea la funcién que contenga raices, ya que la funcién
K,,(z) debe descartarse como solucién debido a su divergencia en el origen, un comportamiento no
esperado fisicamente.
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Neumann N,,(kr) tiene una divergencia en el origen. Si admitiésemos que R(r) incluye
la funcién de Neumann como se establece en la ecuacién , entonces, tendriamos
una irregularidad en r = 0, en el sentido de que la funcién R(r) diverge en ese punto. Si
trasladamos esta observacién a la funcién ¢ (r, ¢,t) = R(r)®(¢)T'(t), tendriamos, con esta
solucion, una divergencia del campo de deformaciones 1) justo en el origen. Esto es, en
el punto central del tambor tendriamos siempre una deformacion infinita, una propiedad
que es incompatible con la fisica del problema (un hoja de tambor tiene deformaciones
finitas todo el tiempo).

Esta discusion que hemos hecho sobre la segunda solucién la ecuacién de Bessel (la funcién
de Neumann) y su compatibilidad con la fisica del problema, nos indica que debemos
descartar la funcién N,,(x) de la expresién para R(r). Esto significa que debemos fijar la
constante de integracién c; = 0 en la ecuacién , lo que nos permite escribir

R(r) = Jyn(kr), (4.232)

en donde hemos omitido la constante de integracion ¢; que incluiremos mas adelante cuan-
do construyamos la solucién completa para ¥ (r, ¢, t). Si ahora imponemos la condicién de
frontera R(a) = 0 que establecimos en parrafos anteriores, tenemos que

R(a) = Jn(ka) = 0. (4.233)
Esto indica que los valores permitidos para la constante k deber ser tales que
ka = g, ¢ eN, (4.234)

siendo v, ¢ el (-ésimo cero de la funcién de Bessel de orden m. Entonces, de entre todos
los posibles valores para la constante de separacién, vemos que los 1inicos compatibles con
las condiciones de frontera se escriben como

[ L (4.235)

a

Esto tiene una consecuencia mas: las funciones R(r) compatibles con las condiciones de
frontera se escriben como

By (r) = (i) (4.236)
a
De acuerdo con la teoria Sturm-Liouville, las funciones R,, ((r) son ortogonales respecto

al indice ¢ y forman un conjunto completo en el espacio de £2(0,a). En este caso, las
funciones R,, ¢(r) son ortogonales con el producto interno

@ “ T r
/0 P R (1) Ry (1) = /0 P (=) T (o= ) dr = N2 b, (4:237)
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siendo N2 , la norma cuadrada de las funciones de Bessel, la cual se define como

N2, = / rJ2 (Oém,g£> dr, (4.238)
0

y se puede escribir explicitamente como

a2

wa = ?‘]’2” 1 () - (4.239)

Una vez que hemos resuelto las ecuaciones para la parte radial R(r) y para la parte
angular ®(¢), podemos proceder a establecer la solucién para la parte temporal T'(t),
pues ya tenemos completamente determinados los valores de las constantes de separacion.
Sustituyendo A por —k2 ,, tenemos que la ecuacién diferencial para T'(t) se escribe como

m,l)
[c.f. ecuacion (4.220])],

(577; + k?n’£C2T = 0, (4.240)
cuya solucién se puede escribir como
T(t) = Appcos(wmet) + Bpesin(wpet), (4.241)
donde hemos definido w,, como,
Wine = Kk ec. (4.242)

Ahora que ya tenemos las soluciones para todas las ecuaciones separadas, podemos escribir
las soluciones (que son infinitas) de la ecuacién de onda (4.212)) con las condiciones de
frontera (4.213)). Estas soluciones se pueden escribir explicitamente como

Yma(r, ¢, 1) = I, (am,ﬁ) eme [Am’g coS(Wi e t) + B e sin(wy, o t)}, (4.243)
a

en donde hemos hecho uso de las soluciones halladas y expresadas explicitamente en las
ecuaciones (4.224)), (4.236)) y (4.241). Debemos recordar, ademés, que los posibles valores
de m y ¢ son infinitos y se encuentran en los conjuntos Z y N respectivamente. Ahora,
dado que para cada m € Z y ¢ € N tenemos que 1y, (7, ¢, t) resuelve la ecuacién de onda
con las condiciones de contorno establecidas, entonces, cualquier combinacion lineal de
dichas funciones también lo hara. Y, gracias a la teoria de Sturm-Liouville que establece
la completitud del conjunto de funciones propias de operadores autoconjugados, sabemos
que cualquier solucién que busquemos (que han de satisfacer las condiciones iniciales
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dadas) se puede escribir como la combinacién lineal de las funciones propias ¢, ¢(r, ¢,1).
Entonces, la solucién general la expresamos como:

=Y Jn (ozm,e£> €M% [ Ay c08(Win e t) + Binesin(wet)].  (4.244)

meZ LeN

Nétese que los coeficientes del desarrollo son en este caso A, ¢y By, e

De esta manera, la solucién particular que buscamos es aquella que satisface las condicio-
nes iniciales dadas en las ecuaciones (4.216]) y (4.217)), las cuales reescribimos a continua-
cion,

(e, t=0) = f(r)=f(r,¢), (4.245)
Op(r,t =0) = g(r)=g(r,¢). (4.246)

Si imponemos dichas condiciones iniciales, no es dificil observar que estas resultan en las
igualdades

Prt=0 = Y5 i (am,eg) émé = £(r, ), (4.247)

meZ ¢eN

op(r,t =0) = Z Zwmle,@Jm (am,€£> e’ = g(r, 9). (4.248)

meZ LeN

De nueva cuenta, gracias a la teoria de Sturm-Liouville, que nos garantiza la propiedad de
ortogonalidad (que ya establecimos en secciones anteriores), tenemos que los coeficientes
Aoy By se pueden “despejar” invocando, justamente, la propiedad de ortogonalidad.

Siguiendo el procedimiento que ya hemos realizado antes, no es dificil obtener las ex-
presiones para los coeficientes del desarrollo en términos de cuadraturas. Por ejemplo,
multiplicando la igualdad ([4.247) por Juy (Qm o) e~"'¢ e integrando en el disco de ra-
dio a obtenemos:

Z Z Am é/ / TJm’ Ay Z’_> —im ¢<] (amf > zm¢d¢dr
meZ LeN
2m
/ / (r, 6)J (@m, @,—) e~ deddr,

y empleando la propiedad de ortogonalidad reconocemos inmediatamente que

T r - r\
/ / 7Sy (O{m/’g/a> e d)Jm <Oém7ga> ezm¢>d¢dr = Qﬂan,gém,m’ 52,(’7
0 0
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siendo N? ¢ 1a norma cuadrada de la funcién de Bessel J,;, (kp,er), la cual estd dada por

CL2

Nr?@,ﬂ = E‘]rQnJrl(am/)v

tal como lo vimos en secciones anteriores. De este modo tenemos que

Z Z Am 427TN m m/ 5@ L= / / T’f r, gb (am/ o ) e_imlqj dgb dT,

meZ LeN

lo que implica que:

2
A /g/27TN2 L= / / T ¢ <am’ Ve ) €_im/¢ d¢ dT’,

esto significa que el coeficiente A,,, se puede obtener realizando la siguiente integracién:

Ay = /ZW/af( ) (i) €™ dr do (4.249)
ml = 27TN72n’£ . ; r, m Oém’ga € rar . .

Del mismo modo que obtuvimos la expresién anterior para el coeficiente A,, s, podemos

proceder para hallar una expresién equivalente para B,,,. Después de algunos calculos
podemos obtener

r .
= _Zm¢
B 27WW . / / f(r am = > e rdrde. (4.250)
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Resumen de solucién
Ecuacién de onda 2D con condiciones de frontera tipo Dirichlet
en dominio circular 0 < ||r|| < @ y en coordenadas polares

Condiciones de frontera Condiciones iniciales

10%
2 O Y(r=a,,t) =0, =0) ;
U(r,¢,t) = (r, ¢ + 27, 1), Onp(r,t =0) = g(r).

La solucion viene dada por:

V2(r, t) =

W(r, ¢, t) Z Z I (Oémg ) im¢ [Am,e coS(Win e t) 4+ B e sin(wy, o t)}, (4.251)

meZ LeN

con los coeficientes del desarrollo expresados como:

27 r L
Apy = 27TN2 / / f(r amg ) e~y dr dg, (4.252)
2w

Bme = m ) méy drd 4.2
s 27rwmgN / / Oé o= rdrde. (4.253)
En este caso la cantidad N, , representa la norma cuadrada de las funciones de Bessel:

a CL2
stz = / rJ2 (amg > dr = 5 Jm+1 (Qmye) (4.254)
0

mientras que a;, s es la m-ésima raiz de J,,,(x) y wp, ¢ estd dada por

Wme = km,éc7 km,ﬂ =, Jm(am,é) = 0.

Para completar este ejemplo vamos a hacer el calculo de los coeficientes en un caso es-
pecifico en el que es posible la evaluacién de las integrales (4.249)) y (4.250) de manera
exacta. Tomemos las condiciones iniciales f(r) = d(r) y g(r) = 0, es decir,

P(r,t=0) = 6(r), (4.255)
O(r,t =0) = 0. (4.256)

Con esto podemos apreciar inmediatamente que B,,,, = 0 para toda m € Z y toda ¢ € N.
Por otro lado, los coeficientes B,,, también se pueden evaluar de manera directa por la
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ocurrencia de la delta de Dirac dentro de la integracion:

2m a
Ape = ! / / L(5(7")Jm (Oémgf) e~ Mrdrde
’ 2nN2 , Jo  Jo 2mr Ta
1

1
2 N2, (0)9m.0 2rN2 ,

(4.257)

resultado que se desprende del hecho de que J,, (0) = 1 para m = 0y J,, (0) = 0 para
todo m # 0. Ademas, vale la pena resaltar que para obtener este resultado hicimos uso
del hecho de que la delta de Dirac §(r) se puede escribir en coordenadas polares como:

5(r) = —— 5(r). (4.258)

- 21r

Estos resultados nos muestran que gran parte de los elementos de la serie, correspondien-
te a la solucion general (4.244), se anulan por la eleccién especial de estas condiciones
iniciales. Esto deja la solucion particular como:

2 Jo (g er/a)
Y.t = 2ma? %\; JE (o) cos(wo.e?). (4:259)

Vamos ahora a evaluar la funcién ¢ (r, ¢, t) para diferentes valores de sus variables r, ¢ y t
para visualizar la forma de dicha funcién en el disco y observar, igualmente, su evolucion
a lo largo del tiempo. Tomaremos a = 1 y ¢ = 1, y recordemos que wy esta dado por:

Wop = ki gc = a";’fc, (4.260)

asi que, con esta eleccién de parametros tenemos que
Wo,r = Q¢- (4.261)

Esto quiere decir que las frecuencias involucradas en la evolucién del campo ¢ (r) dependen
de los ceros oy de la funcién Jy(z). Estos valores se pueden obtener de manera numérica,
de hecho existen muchas librerias, en diversos lenguajes de programacién, que ya cuentan
con funciones que calculan estas cantidades. En el cuadro se dan los valores de las
primeras diez raices de las funciones de Bessel de primer tipo, J,,(z), para los primeros
valores enteros no negativos.

Solo para tener a la vista la serie en su forma mas simplificada, reescribiremos la expre-
sion (4.259)) haciendo las sustituciones de los pardmetros elegidos:

. 1 Jg (Oz(),g’l“)
U(r,6,t) = o KGZN Tloe) cos(agt), (4.262)
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Ol p m=0 m=1 m=2 m=3 m=4 m=2>5

(=1 | 2.404825 | 3.831705 | 5.135622 6.380161 7.588342 8.771483

¢ =2 | 5520078 | 7.015586 | 8.417244 9.761023 11.064709 | 12.338604
(=3 | 8.653727 | 10.173468 | 11.619841 | 13.015200 | 14.372536 | 15.700174
(=4 | 11.791534 | 13.323691 | 14.795951 | 16.223466 | 17.615966 | 18.980133
(=5 |14.930917 | 16.470630 | 17.959819 | 19.40941522 | 20.826932 | 22.217799
(=06 | 18.071063 | 19.615858 | 21.116997 | 22.582729 | 24.019019 | 25.430341
(=7 |21.211636 | 22.760084 | 24.270112 5.748166 27.199087 | 28.6266184
(=8 | 24.352471 | 25.903672 | 27.420573 | 28.908350 | 30.371007 | 31.811716
(=9 | 27.493479 | 29.046828 | 30.569204 | 32.064852 | 33.537137 | 34.988781
¢ =10 | 30.634606 | 32.189679 | 33.716519 | 35.218670 | 36.699001 | 38.159868
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Cuadro 4.1: Ceros de las funciones de Bessel de primer tipo. El cuadro muestra las primeras
diez raices de Jy(x), Ji(x), Jo(x), J5(x), Ju(z) v J5(z). En este cuadro solo se resume el
conjunto de raices no nulas, recuérdese que las funciones J,,(z) son tales que J,,(0) =
para todo entero m > 0.

la cual es una funcion que ya se puede evaluar numéricamente. Se deja al lector el ejercicio
de evaluar esta expresién y analizar la evolucion del campo de deformaciones en el disco.

4.5.2. Ecuacion de onda en un dominio anular

Consideremos, ahora, el problema de la ecuacién de onda en un dominio anular. Nuestro
problema se origina cuando queremos describir las deformaciones de una hoja elastica
de forma anular con sus perimetros fijos a alguna superficie rigida. Es decir, vamos a
considerar el problema de describir las deformaciones de una “hoja de tambor anular”.

Si denotamos por ¥ (r,t) = ¥ (z,y,t) el campo de deformaciones de una hoja de tambor
anular, la ecuacion en derivadas parciales que describe la dinamica de 9 (r,t) viene dada
por la ecuacién de onda 2D, es decir,

1 8%
V3i(r,t) = 2902

siendo ¢? una constante que depende de las caracteristicas del material. Como los extremos
de la hoja de tambor estan fijos, naturalmente, las condiciones de contorno en este caso
se escriben como

(4.263)

o), =0, v, =0, (4.264)

donde a es el radio interior de la hoja de tambor anular y b su radio exterior. Se debe
notar que estas condiciones de contorno toman en cuenta que el sistema de referencia se
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ha colocado de tal manera que el centro de la hoja anular coincide con el origen. Esto se
aprecia mejor en la figura 4.9, en la que se muestra la ubicacién de los ejes coordenados,
asi como los perimetros circulares que delimitan la hoja de tambor anular. Sobre dichos
perimetros, el campo de deformaciones 1 (r,t) debe desaparecer, lo que corresponde a la
condicién fisica de que la hoja se encuentre fija en su periferia.

|-
>

hoja de tambor anular

v

Figura 4.9: Representacion abstracta de una hoja de tambor anular. De forma anéloga al caso
de la hoja de tambor, tenemos una hoja vibrante con forma circular pero con un hueco circular
centrado en el origen, es decir, una geometria anular. Ahora tenemos dos condiciones de borde
radiales: ademds de mantener fijo el contorno externo, se mantiene fijo el contorno interno.

Al igual que en el ejemplo anterior, vamos a escribir la funcién ¢ (r,t) como una funcién
que depende de las variables de coordenadas polares (r, ¢), esto es, ¥(r,t) = ¥ (r, ¢,t). La
condiciones de contorno (4.264)) se escriben, entonces, como

Y(r=a,o,t) =0, Y(r=b,¢,t) =0, (4.265)

para todo t > 0 y toda ¢ € [0,27). De igual manera, tal como lo hicimos en el ejercicio
anterior, tenemos que imponer la condicion siguiente,

U(r, ¢, t) = (r, ¢+ 2m, 1), (4.266)

lo que debe ocurrir para cualquier t > 0, r > 0 y toda ¢ € [0, 27).



Ecuaciones en derivadas parciales en coordenadas polares 171

Ademas de las condiciones de contorno, es necesario establecer las condiciones iniciales.
Como tenemos una ecuacién de segundo orden en el tiempo, se debe contar con dos
condiciones iniciales, las cuales vamos a escribir como,

Y(r,t=0) = f(r), (4.267)
d(r,t =0) = g(r), (4.268)

donde f(r) = f(r,¢) y g(r, ¢) son dos funciones dadas.

En resumen, el problema que buscamos resolver es la ecuacién de onda con las condiciones
de frontera y las condiciones iniciales siguientes:

Ecuacién de onda 2D en un dominio anular
(condiciones de frontera tipo Dirichlet)

Condiciones de frontera Condiciones iniciales
2 _ia2_17/} ¢(T:@a¢7t):0,
VY(r,t) = 2 02 b(r =b,é,t) =0, b(r,t=0) = f(r),

Ya hemos visto anteriormente que al aplicar el método de separacién de variables, con
la hipétesis ¥(r, ¢,t) = R(r)®(4)T'(t), en la ecuacién de onda en coordenadas polares
obtenemos las ecuaciones separadas,

d dR 9 9 B
T <7‘%) + (= r* =v9)R(r) = 0, (4.269)
2o,
7 +120(p) = 0, (4.270)
ST,
T ACT = 0, (4.271)

donde 2 y X son las constantes de separacién. De nueva cuenta, como ya vimos en el
ejemplo anterior, la constante de separacion v se debe elegir como m € Z, de manera que
el conjunto de soluciones se reduce a,

®,,(¢) = ™?, con m € Z. (4.272)

Otra cosa que ya sabemos de la solucién del problema anterior es que las soluciones para
la parte radial se puede escribir como una combinacién lineal de las funciones de Bessel.
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Recordando que debemos escribir las constante de separacién A como A = —k?, tenemos
que las soluciones de la ecuacion radial se puede escribir como

R(r) = c1Jm(kr) + co Ny (kr). (4.273)

A diferencia del problema de la hoja de tambor circular, en este caso, tanto la funcion de
Bessel J,,, como la funcion de Neumann se deben considerar como soluciones potenciales
de la parte radial. Esto se debe a que el origen del sistema de referencia, el punto r = 0,
ya no forma parte del dominio donde buscamos la solucién. Asi, el argumento de que la
funcién de Neumann no es regular en r = 0, ya no puede aplicarse para descartarla de la

ecuaciéon (4.273)).

Lo que sigue ahora es hallar los valores permitidos para la constante k. No es dificil
observar que las condiciones de frontera (4.265|) se traducen como condiciones para la
parte radial de la forma,

R(a) =0, R(r=10)=0. (4.274)
Estas condiciones se pueden escribir como

R(a) = c1dm(ka) 4+ coNp(ka) =0, (4.275)
R(D) = c1du(kb) + caNo(kb) = 0. (4.276)

Para satisfacer estas ecuaciones, debemos considerar una nueva funcién, de hecho, una
combinacion lineal de las funciones J,, y IV,,, como sigue. Primero, debemos notar que las
condiciones anteriores se pueden escribir alternativamente como

c1dm(ka) = —caNy,(ka), (4.277)
c1m(kb) = —coNp,(kb), (4.278)

y si dividimos las igualdades anteriores término a término, podemos ver que las constantes
€1y ¢y se cancelan. Entonces, obtenemos que la constante k debe satisfacer la igualdad

I (ka) Ny (ka)

— . 4.279
TnlkD)  Na(k) (4.279)

De manera equivalente, la ecuacion anterior nos conduce a
I (ka) Ny (kb) — Ny, (ka)Jy, (kb) = 0. (4.280)

Para hallar los valores de k& debemos resolver la ecuacién (4.280f). Para este propdsito,
vamos a introducir una funcién, denotada por F(x; &), definida como

Fo(2:6) := Jpn(2) Ny (§x) — Npp(2) I (€2). (4.281)
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Figura 4.10: Las funciones Fy,(z;§) para m = 0, m = 1y m = 2 con { = 0.2. La gréfica
completa muestra como estas funciones decaen rapidamente a cero oscilando, pero permanecen
finitas. Un acercamiento de la gréfica, indicando la secciéon ampliada con un recuadro naranja,
nos permite visualizar mejor la ubicacién de las raices de estas funciones.

Es claro que las raices de esta funciéon nos dan los valores permitidos de la constante k.
No es dificil darse cuenta de que F,(z;€) tiene infinitas raices (lo que se puede notar
recordando que J,,, y N,, oscilan). En la figura , podemos apreciar graficamente las
oscilaciones de algunas de estas funciones.

Si denotamos por 7, ¢ el ¢-ésimo cero de la funcién F,,(z;§), esto es,

Fm(Vm,Z; 6) = Jm(Vm,Z)Nm(g}/m,Z) - Nm(Vm,Z>Jm(§7m,£) - 07 (4-282)

donde el parametro & se toma como & = b/a, entonces, los valores permitidos de k viene
dados por

b= Fop g o= L (4.283)
a

Esta expresion se puede verificar por sustitucion directa. Si escribimos x = ka = y,0 y
¢ = a/b, tenemos que

b b b
Fm (Vm,f; 5) = Jm (Vm,K)Nm (’Vm,fa) - Nm ("Ym,é)t]m (f)/m,éa) = 0. (4284)
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Se debe hacer notar que los ceros de la funcién F,(z;&) son, como es de esperarse,
dependientes del pardmetro { = b/a, o, dicho en otras palabras, v, = Yme(2i) es una
funcién de &, algo que debe considerarse al calcular los valores permitidos de k.

Una vez que tenemos los valores de la constante de separacién, podemos escribir el con-
junto de funciones ortogonales que resulta de la teoria de Sturm-Liouville. En este punto,
ya sabemos que la soluciéon R(r) puede escribirse como

R(r) = c1dm(Km,er) + c2No (K er). (4.285)

No obstante, se debe tener presente que las constantes ¢; y ¢o no son independientes, ya
que se deben satisfacer las condiciones halladas anteriormente, esto es,

c1dm(kmea) = —coNp(kmea), (4.286)
1 Tm(kmid) = —caNop (meb). (4.287)

Estas ecuaciones no son linealmente independientes, asi que basta con considerar solo una
de las ecuaciones anteriores. Notese que la constante ¢y puede escribirse como
Jm(/{?mga)

_ _ Imimed) 4.288
2T TN, (omea) ! (4.288)

Sustituyendo esta identidad en la ecuacién (4.285), obtenemos

Jm(kmga)

R(T) = Cljm(k:m,fr) — Clm

N (eyir). (4.289)

Como la constante ¢; es arbitraria por ahora, podemos escribirla de una manera particular
para obtener una expresion elegante para la funcién R(r). Vamos a escribir la constante
€1 COMo

c1 = Np(kpea).

Notese que las constantes de integracién se incluirdan més adelante, cuando se escriba la
solucién para la parte temporal. Con esto, la funcién R(r) queda como

R (1) := Ny (kume@) Jon (ko) — T (Ko@) Noy (K o). (4.290)

Finalmente, ya que contamos con los valores permitidos de las constantes de separacion,
podemos proceder a obtener las soluciones dependientes del tiempo. Si escribimos wy, ¢ =
km.ec, entonces, las soluciones 7T'(t) pueden escribirse como (cf. ec. (4.271))),

T(t) = Am,e co8(wnm,et) 4 By g sin(wp,et). (4.291)
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Con todo esto, tenemos que el conjunto de soluciones que resuelven la ecuacién de onda
con las condiciones de contorno propuestas se pueden escribir como

Um(r,0,t) =R, (r)e™? |:Am7€ coS(Wpt) + By Sin(wm,gt)} , (4.292)
para cadam € Z, y £ € N.

De esta manera, la solucién general del problema propuesto puede escribirse como

Y(rg.t) =Y > R, (r)e™m? [Am,e coS(Wmet) + Bpns sin(wm,gt)] . (4.293)

meZ meN

Los coeficientes del desarrollo se pueden obtener en la forma usual: hacemos uso de las
condiciones iniciales, evaluando la funcion y su derivada temporal en ¢t = 0, e igualamos a
las funciones dadas, tal como se establece en las ecuaciones (4.267)) y (4.268]). Realizando
este procedimiento obtenemos

Yot =0) = > 3 AweR, ()™ = f(r,¢), (4.294)
meZ meN

Ob(r, ¢t =0) = > Y wneBumiR, ,(r)e™ = g(r,¢). (4.295)
meZ meN

En este punto conviene recordar que, puesto que las funciones R, ,(r) y €™ resultan
de resolver problemas con la forma Sturm-Liouville, tienen la propiedad de ortogonali-
dad y completitud. Esto quiere decir que, dadas las funciones f(r,¢) y g(r, ¢), siempre
podemos obtener la correspondiente representacion en serie como se indica a través de
las ecuaciones (4.294) y (4.295)) de manera unica, que es la manifestacién de la propiedad
de completitud, mientras que los coeficientes del desarrollo se pueden obtener a través de
la propiedad de ortogonalidad. Ya hemos visto anteriormente que las funciones ¢ son
ortogonales con la siguiente regla de ortogonalidad,

2
/ e A = 276t m. (4.296)
0

Por su parte, el conjunto de funciones R,, ; tiene la propiedad de ortogonalidad que hemos
desarrollado para las funciones de Bessel. En este caso, tenemos que

b
/ R (1) Ry (1) 7 = 072,1%5@',@ (4.297)

donde C? , es la norma cuadrada de las funciones R, (r), esto es,

b
Ch = / R2, (r)rdr. (4.298)
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Para obtener los coeficientes del desarrollo vamos a multiplicar por R, »(r)e™™? las
siguientes igualdades

DD AR, ()™ = [f(r9), (4.299)

meZ meN

Y WniBmeR, (1) = g(r,¢), (4.300)

meZ meN
lo que nos lleva a

SN ApiRurp(r)e™ R (1)e™ = Ry p(r)e” ™ f(r,¢), (4.301)

meZ meN

D Wi BBy o (r)e ™R ()€™ = Ry p(r)e ™ 0g(r,¢).  (4.302)

meZ meN

Si ahora multiplicamos ambas expresiones por r (la funcién de peso) e integramos de a a
b, entonces se tiene que

b
Z Z A / lxl(?”)e_im/qﬁRm,e (r)e™®rdr = / R o (r)e™ ™ f (1, ¢) 1 dr,

meZ meN

b
Z Z u}mgBmg/ lj/(?”)e_im/qﬁRm,e (r)e™ rdr = / Ry v (r)e™ ™ g(r, ¢) rdr,

meZ meN
lo que se reduce a

b
Z Z Amﬂ”q%l,eém',m(;z',e - / Ry o (T)efim/(pf(ﬁ ¢)rdr,

meZ meN

b
Z Z wmle’[zﬂ'CZ%Zém/’m(S[/’e = / Rm’,f’ (T)eiim%)g(?”, ¢) r dT,

meZ meN

en donde hemos hecho uso de las relaciones de ortogonalidad arriba expuestas. En las
igualdades anteriores, podemos eliminar la suma debido a las deltas de Kronecker. Esto
significa que

Am’,f’ - / R / Z’ fzm ¢f( ¢) r d'f’,
/e/

Bm/ / = 1 pr 7lm¢ d
£ Wy N4 27TC m’ e / R o ) g( ¢) nan

que son las expresiones que buscabamos para los coeficientes del desarrollo.
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Resumen de solucién
Ecuacién de onda 2D en un dominio anular a < ||r|| < b
(condiciones de frontera tipo Dirichlet)

Condiciones de frontera Condiciones iniciales
1 9% W(r = a,¢,1) = 0
2 = = s ¥ )
Vet = 5 oe e =b,ér1) =0, Wit =0) = f(x)

) :

La solucion dada por separacion de variables es:

W(r, ¢, t) = Z Z R, (r)e™? |:Am,g coS(Wet) + Bimesin(wp et) |, (4.303)

meZ meN

con los coeficientes dados por:

1 b A
Amye = QWCVQn,e/a Rm,g(T)e_md’f(r,qb)rdr,
1 1 b ime
Bpe = mm i Ryi(r)e g(r, ¢)rdr,

donde las funciones R, ¢(r) se definen como:
le(T’) = Nm(km,fa’)Jm(km,ZT> - Jm(kmfa)Nm(km,ér)- (4304)

En este caso C?,, es la norma de las funciones R, ,(r):

b
C’,%M = / an’g(r)rdr, (4.305)
y las constantes k,, ¢ y wp, ¢ vienen dadas en términos de los ceros la funcién F,(z;§):

Fm(x7£> = Jm(x)Nm(fx) - Nm(:L“)Jm(f'x),

es decir:

m b
km,f = u? Wm,e = km,éca con Fm (Vm,é; _) = 0.
a a
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4.5.3. Ecuacion de conduccion de calor con difusividad térmica
variable

Vamos ahora a ejemplificar el uso de las funciones de Bessel en un problema de con-
duccién de calor de un material unidimensional con conductividad térmica que depende
linealmente de la posicién. La ecuacién que queremos resolver es de la forma

ou 0 ou

donde los valores de z se toman en el intervalo [0, L] y la funcién D(x) se asume de la
forma D(x) := ax + b. Las condiciones de frontera que vamos a utilizar son las siguientes:

U(0,t) = Uy, U(L,t) = U, (4.307)

donde Uy y U; son las temperaturas en los extremos del conductor de calor unidimensional

de longitud L El

Nuestro objetivo es resolver la ecuacién como un desarrollo en serie de las funciones
propias del problema. Ya hemos visto anteriormente que las condiciones de frontera que
no son nulas nos obligan a buscar una solucion particular. Esta solucién debe ser tal que
satisfaga las condiciones de frontera del problema, a fin de que, al replantear el problema
tengamos condiciones iniciales homogéneas e idénticas a cero. Vamos a denotar por ug(x)
la solucion particular que estamos buscando, la que, como podemos ver, es independiente
del tiempo. Sustituyendo ug(z) en la ecuacién (4.306), obtenemos

7 (b)) o (4.308)

Esta ecuacion diferencial se puede resolver usando técnicas elementales para resolver ecua-
ciones diferenciales ordinarias. De hecho no es dificil darse cuenta de que

uss(z) = qo /O i % +c, (4.309)

donde qq y ¢ son constantes de integraciéon que se fijaran con las condiciones en la frontera.
Imponiendo las condiciones en la frontera (4.307)), se puede ver directamente que las
constantes ¢y y ¢ toman la forma

U, — Uy

4.310
v (4.310)

c=Uy, y q=

5Este problema corresponde a un modelo de la conduccién de calor en un medio no homogéneo. Esta
ecuacién es una simplificacion del auténtico problema de la conduccién de calor en un medio no homogéneo
el cual se estudia, con mayor generalidad, en la referencia [52]. En el apéndice de la referencia mencionada
se encuentran los calculos, desarrollados por el autor, de la solucién al problema aqui planteado.
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donde Ny se define como,
L de

o D(x)
Si ahora recordamos la forma explicita de la funcién D(zx), podemos obtener una expresién
explicita, en términos de funciones elementales, para la solucién particular, esto es,

In((az +0)/b)
In((aL +0)/b)

NO —-

uss(x) = Uo + (Ul - U()) (4311)

Procederemos a resolver la ecuacién (4.306|)para obtener el perfil de temperaturas U(x,t)
para cualesquiera condiciones iniciales. Para este fin debemos transformar el problema
original en uno con condiciones de frontera homogéneas, escribimos, entonces,

Uz, t) = ug(x) + ulx, t). (4.312)

Comencemos suponiendo que la funcién que buscamos, u(zx,t), se puede escribir como
u(z,t) = p(x)7(t), tal como lo indica la hipdtesis de separacién. Aplicando la técnica de
separacion de variables, sustituimos u(x,t) = p(x)7(t) en la ecuacion (4.306)) para obtener
las correspondientes ecuaciones separadas para p y 7. Dichas ecuaciones se escriben como

dr

M
dt "
d dp
— [ D(z)— ) = —k* 4.313
& (P03f) =~ (4.313)
donde hemos escrito la constante de separacién como A = —k2. En lo que sigue, vamos

a tomar la funciéon D(x) como el modelo lineal, esto es, D(z) = ax + b, donde a y b son
contantes tales que D(z) > 0 para todo = € [0, L] [f]

No es dificil darse cuenta de que la solucién para la parte temporal, 7(t), estd dada por

T(t) = e Mt (4.314)

Por el contrario, la ecuacién para la parte espacial no es tan facil y directa de resolver
como el problema para 7. No obstante, mostraremos que la ecuacion se puede
resolver en términos de las funciones de Bessel. Para este propdsito debemos hacer un
cambio de variable de la siguiente forma

u = 2v/D(z) = 2(ax + b)"/2 (4.315)

SEsta suposicién obedece al hecho de que la difusividad térmica de un material debe ser positiva.
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Este cambio de variable modifica la derivada respecto a x, como se muestra a continuacion,
d du d a d 2a d

- = = " 4.316

de dedu (ax+0)Y?du  u du ( )

La segunda derivada respecto a = se escribe, en consecuencia, como

d d 2a d (2au® d a’ d d

4 pp L) e N eay 4.317

dx ( ($)d:£) u du ( 4u du) u du (udu> ( )
Si denotamos por p(u) la nueva funcién que se define por medio de p(z) al cambiar la

representacién por la variable u, esto es, p(z) = p(2(az+b)'/?), entonces, la ecuacién para
p(u) resulta en

a>d ( dp
—— (u—) = —k*p. 4.318
u du (u du) P ( )
Si denotamos por k el cociente k /a, podemos ver que la ecuacién anterior puede reescribirse
como . s
20°p P 2~
L4 Ek25=0 4.319

que es la ecuacion de Bessel de orden cero. Ya sabemos que esta ecuacion tiene como
soluciones la funcién de Bessel de orden cero Jy y la funcién de Neumann (la funcién de
Bessel de segundo tipo) de orden cero igualmente, es decir, Ny. De manera explicita, la
pareja de soluciones linealmente independientes de la ecuaciéon se pueden escribir,
hasta en una constante de integracion, como

pi(u) = Jo(lziu),
pa(u) = No(ku). (4.320)

Y si escribimos las soluciones de la ecuacién original (4.313)) para la funcién p(z), tenemos
que

pi(z) = Jo (%m)
pa(z) = Ny (%W) (4.321)

Es claro que cualquier combinacién lineal de p; y ps es, en principio, una solucién a la

ecuacion (4.313)), esto es,
2k 2k
plx) =AJy | —Vax+b| — BNy | —Vax +b ], (4.322)
a a
donde A y B son constantes de integracién que se determinaran a partir de la condiciones

del problema. Es menester mencionar que el signo de la constante B se ha elegido por
mera conveniencia, como lo veremos mas adelante.
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El siguiente paso es obtener los valores permitidos para la constante de separacion k de
nuestro problema. Debemos notar que las condiciones en la frontera para la funcién u(x, t)
son homogéneas e iguales a cero, mientras que la funcién uss(z) se encarga de satisfacer
las condiciones de frontera originales. Esto quiere decir que

w0,6) =0,  w(L,t)=0, Vael0,L] (4.323)

Estas condiciones las podemos usar para obtener las correspondientes condiciones en la
frontera para la funcién p(x). De hecho, no es dificil notar que las condiciones que debe
cumplir p(x) se escriben como,

p(0)=0,  p(1)=0. (4.324)

De esta manera, podemos observar que se deben satisfacer las siguientes condiciones para
eventualmente hallar los valores permitidos para k,

a a

AJy <¥\/a—+b> = BN, (%m) : (4.326)

Ahora, si denotamos por ¢y & las constantes

2%kv/b b
ci= a\[ g::,/a:, (4.327)

podemos ver que las condiciones (4.325) y (4.326)) pueden escribirse de la forma

AJy(c) = BNy(c), (4.328)
Ay () = BN, (c). (4.329)

Debemos notar que las condiciones anteriores se pueden combinar en una sola ecuacion
si multiplicamos el lado izquierdo de la ecuacion (4.328|) por el lado derecho de la igual-
dad (4.329) y viceversa. Este procedimiento nos da como resultado

Jo (C) NO (50) = JO (é-C) N(] (C) . (4330)

Es importante observar que esta operacién resulta en una condicion que no depende de las
constantes de integracion A y B. En consecuencia, la condicion es una expresion
que permite obtener los valores permitidos de la constante de separacion k a través de la
variable ¢ en dicha ecuacién. No es dificil darse cuenta de que la ecuacion (4.330)) tiene
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infinitas soluciones para c, las cuales denotaremos por ¢, para £ € N. En otras palabras,
podemos decir que ¢, representa la ¢-ésima raiz de la funcion,

f(z) == Jo(x) Ny (§x) — Jo (§x) No (). (4.331)

Las raices de la funcién f(x) no se pueden escribir de manera exacta en forma analitica,
sin embargo, los valores ¢, se pueden obtener de manera numérica como las raices de f(x).
De acuerdo con Abramowitz y Stegun [I], los valores de ¢, se pueden aproximar por

r E—11

-1 8 ¢

cr = +0(07?), (4.332)

para ¢ suficientemente grande.

Una vez que se tienen los valores ¢, podemos escribir explicitamente los valores admitidos
de k. En efecto, recordando la definicién de la constante ¢ de la ecuacién (4.327)), tenemos
que

acy

ky = ——.
¢ Wi

(4.333)

Notemos ahora que en virtud de las igualdades (4.328)) y (4.329)), tenemos que las constan-
tes A y B no son independientes una de otra. De hecho, la ecuacién (4.328) nos muestra
directamente que

Jg (Cg)
No(c)
Esta ultima identidad nos permite escribir la solucién dada a través de la ecuaciéon (4.322))
como

B=A (4.334)

po(z) = Ay [Jo (%’”m) - ]@((‘;g No (%’Wmﬂ , (4.335)

para cada ¢ € N. Notemos ademas que la expresion (4.335)) puede reescribirse por mera

conveniencia como
ar +b ar +b
No(Ce)Jo (Cé b ) - Jo(Cé)No <C£ b )

donde C, es una constante de integracion que se determinara a partir de las condiciones
iniciales ﬂ Esta forma de la solucién para py, nos permite ver directamente que se cumplen
las condiciones en la frontera p,(0) = p,(1) = 0.

pelx) = Cy ) (4.336)

En este punto, es importante mencionar que la coleccién de funciones definida por

B = {Rg(a:) := No(ep)Jo (Cg mxb—i— b) — Jo(ce) Ny (cz aa:b—i— b) e N} .

"Nétese que en realidad hemos definido Cy := Ay/No(cy).
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forma un conjunto completo de funciones ortogonales, algo que se desprende del hecho
de que estas funciones son soluciones de un problema con la forma Sturm-Liouville. Esto
quiere decir que si tomamos /¢, ¢’ € N tendremos que

1
/ Rg([E)Rg/(ZB)dIB = Mgégjg/, (4337)
0
donde M} es la norma cuadrada de las funciones Ry(z), es decir,

1
M} = / R?(x)dx. (4.338)
0

Todo esto nos permite escribir la solucién general para Uy (x,t) como un desarrollo en
serie de las funciones R,(z). Recordando la solucién para la parte temporal 7(¢) dada en

la ecuacion (4.314)), podemos ver que

Un(e) =S CoR el 4.339
w(z,t) =Y CyRy(x)exp o) (4.339)
(=1

Si ahora denotamos por g(x) el perfil de temperatura al tiempo ¢ = 0, es decir, g(z) :=
U(z,t =0), la condicién inicial para la funcién Uy, (z,t) esta dada por

Up(z,t =0) = g(z) — Us(z) =: g(z). (4.340)

Entonces, los coeficientes C; se pueden obtener, como es usual, a partir de la propiedad
de ortogonalidad de las funciones R,(x) como sigue,

1

Cp=—
4 M,

/0 §(2) Ro()dz. (4.341)
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4.6. Ejercicios

1. A partir de la funciéon generatriz de las funciones de Bessel,
G(z,t) = exp {2 (t - —)] n;OOJ

muestra que

=2 k!évzi)k:)! G)nm '

k=0

2. Muestra que

2 ! cos(xt)

3. Usa la funcién generatriz de las funciones de Bessel para mostrar que

(U +v) Z I ( (v).

m=—00

4. A partir de las relaciones de recurrencia de las funciones de Bessel

Taal@) + Jua(@) = Zdala), Taeal@) = Jusa(e) = 274 (a),

muestra que

d d
— (2" Jp(x)) = 2" Jp1, . (27" Jp(2)) = =2 " Ty

dx €T

5. Usa el método de separacion de variables para obtener las ecuaciones separadas
correspondientes de las siguientes ecuaciones diferenciales parciales en coordenadas
polares y en coordenadas cilindricas.

i) V3 = k%,
i) V) =
iii) DV?p = %.

Recuerda que las coordenadas polares son (7, ¢) y las cilindricas son (r, ¢, z). Observa
también que k? y D son constantes.
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6. Muestra las siguientes identidades

2

J,N, — J'N, = =,

™

.
I st — TN,y = —2SmT)
T

d d 2
J—HD) - (—7, |HD = = 4.342
(d:v ”) (d(L‘ ) v T ( )

Para probar estas identidades haz uso del wronskiano de J, y J_,, esto es,

T — T, = _M’

T

asi como las relaciones de recurrencia.

7. Muestra, por sustitucién directa, que N, la funcién de Neumann, es solucién de la
ecuacion de Bessel. Recuerda que
l/:n]

oJ,
ov

O,
- (=),

v=n

™

M) = |

8. Muestra que

/0 7 (e sin(6))d0 = 0.

9. Muestra, por sustitucién directa en la ecuacién de Bessel con v = 0, que la integral

y(x) = 2 /000 cos(x cosh(t))dt,

™

es una solucién de la ecuaciéon de Bessel.

Muestra, ademas, que esta integral es linealmente independiente de Jy, calculando
el wronskiano W (Jy,y). Para esto haz uso de la representacion integral de J,

Jolz) = - /0 " cos(asin(6))d6.

™

10. Muestra que la funcién de Bessel modificada de segundo tipo K, (z) puede repre-

sentarse como
oo
K (Z) _ _/ e—zcosh(t)—ut
u = .

—00
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11.

12.

13.

14.
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Muestra que las funciones de Hankel satisfacen las siguientes relaciones de recurren-
cia,

d
2-HP (@) = HY\(@) ~ HY(2).

2v 1 1
—HP@) = B+ /(@)

Para este propésito, haz uso de las relaciones de recurrencia para las funciones de
Bessel de primer y segundo tipo,

22,(x) = Zya(x) = Zypa(2),
?Z,,(x) = Zy1(x)+ Zy41(2).

donde Z, es la funcion de Bessel J,, o bien, la funcion de Neumann N,,.

Muestra que el wronskiano entre las funciones de Bessel modificadas tiene la forma
! !/ 1
ILK,-I K, = -

Demuestra las identidades:

F(V—I—§ 2
ml/? 2\ [
iv K (z) = —| = e # (2% — 1)z,
(v @ = worn(s) [y
(v) K,(z) = / e~* 0" cosh(vt)dt.
0

Considere un dominio D C R? definido como
D = {(rcos(¢),rsin(¢)) : 0<r <a,0<¢ <~}, (4.343)

siendo a un real positivo y 7 un angulo entre 0 y 27. Un ejemplo de un dominio
como este es el que se muestra en la figura Sobre el dominio D buscamos la
solucion de la ecuacion de onda

1 9%

2 92’

V3 = (4.344)
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9Ds oD
2

oD, *

Figura 4.11: Dominio D del plano R? del ejercicio El dominio D es, esencialmente, un disco
de radio a cortado a un angulo fijo v como una rebanada de pastel. La pared 0D corresponde
a las coordenadas polares: {(r,¢) : ¢ =0, y 0 <r < a}. La pared 9D es el semi-arco definido
como: {(r,¢) : r=a, y 0 < ¢ <~} mientras que la pared 0D3 corresponde a las coordenadas:
{(r,¢) : 9=, y0<r<a}.

15.

con las condiciones de frontera

w(ra t) ‘reapl = 07 w(ra t) ‘reaD2 = 07 y ¢(r7 t) |r€8D3 = 07 (4345)

siendo 0Dy, 0Dy, y 0Dj3 las fronteras del dominio D, tal como se ilustra en la
figura [1.11]

Usa el método de separacion de variables para hallar el campo de deformaciones
Y(r,t) en el dominio D con las condiciones de frontera especificadas y con las con-
diciones iniciales:

¢(7“: ¢7t = 0) = f(lra (b)a y atw</r7 (bat = O) = g(ra (b) (4346)
Considera la ecuacién de difusién en dos dimensiones
dp
-~ =DV? 4.34
T V<p, (4.347)
sobre un dominio circular (un disco) C' de radio a, esto es, C' = {r : [[r|]| < a}.

En este caso, las particulas se difunden sobre el disco C' y en la pared rebotan
elasticamente, lo que se modela con las condiciones de frontera tipo Neumann:

Var(®, O o (4.348)
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16.

17.
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donde V2p denota el gradiente de la densidad de particulas p(r,t) a lo largo de la
direccién perpendicular a la frontera del disco, dC. Como se ha mencionado ante-
riormente, estas condiciones de frontera corresponden a suponer que la frontera del
disco es una pared reflejante. Resuelve la ecuacién de difusion con estas condiciones
de frontera y con la condicion inicial tipo delta de Dirac,

p(r,t =0)=0(r —rp), (4.349)
siendo ry un punto cualquiera en el interior del disco C, i.e., ||ro|| < a.

Considera la ecuacion de difusién del ejercicio [L5] igualmente sobre un dominio cir-
cular de radio a. En este caso, se van a imponer condiciones de frontera de tipo
absorbente, es decir, en la frontera del disco se impone la condicién de frontera de
Dirichlet siguiente:

PO (4.350)

Resuelve la ecuacién de difusiéon con esta condicién de frontera y con la condicion
inicial tipo delta de Dirac:

p(r,t =0)=0(r —rp), (4.351)
siendo ry un punto fijo en el interior del disco C, i.e., ||ro|| < a.

Vip(r,t (4.352)

M o=

Muestra que a tiempo infinito la densidad de particulas se va a cero, es decir,
lim p(r,t) = 0. (4.353)
t—o0

..Con qué rapidez se vacia el disco?

Resuelve la ecuacion de difusién de particulas,

dp 2
— =D 4.354

sobre el dominio tipo “rebanada de pastel” mostrado en la figura [f.11} Para este
proposito, hay que suponer que la frontera del dominio es de tipo reflejante, es decir,
se cumplen las condiciones de frontera tipo Neumann:

Vi, )| con, =0 Vap, )| op, =00 ¥y Vip(r,t)]

0. (4.355)

redD; redDs

Hay que suponer, ademas, que las condiciones iniciales son dadas por una delta de
Dirac
p(r,t =0) =0(r — o), (4.356)

siendo rg un punto cualquiera en el interior del D. Muestra que a tiempo infinito la
densidad de particulas se hace constante. ;Con qué rapidez se alcanza ese estado?
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18. La distribucion K de Bessel es una distribucién de probabilidad que resulta de mul-
tiplicar una variable aleatoria con distribucién gamma con una distribucién normal.
Esta distribucién es conocida desde hace tiempo y ha sido empleada ampliamen-
te en matematicas financieras para modelar la volatilidad de los precios de acti-
vos [32], 40, 58] mediante un modelo conocido como varianza gamma. Recientemente,
esta distribucion se ha redescubierto en fisica estadistica para estudiar propiedades
de no gaussianidad de modelos de reinicio estocéstico [50} [59]. En realidad, la dis-
tribuciéon K de Bessel fue inicialmente introducida en 1957 por Teichroew [60]. Un
estudio sistematico de la distribucién K de Bessel se puede hallar en referencia [34],
en la que una versién de dicha distribucién se define como [}

o=y (5) K (5):

donde a@ € R es una constante denominada agudeza de la distribucién, y b es un
pardmetro que controla la dispersidn (o “ancho”) de la distribucién.

a) Muestra que la distribucién K de Bessel estd normalizada, es decir,
b) Calcula el n-ésimo momento.

M, = /OO 2" fxp(x)d. (4.359)

8Esta definicién también se puede consultar en referencia [3], en la que la distribucién K de Bessel se
aplicé en el contexto de sistemas financieros para entender las propiedades estadisticas de rendimientos
logaritmicos de criptoactivos.
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Capitulo 5

Funciones esféricas

En este capitulo abordaremos el problema de la ecuaciéon de onda en 3D en coordenadas
polares. Cuando implementamos la técnica de separacion de variables obtenemos algunas
ecuaciones diferenciales cuyas soluciones se escribiran en términos de lo que se conoce
como las funciones asociadas de Legendre y las funciones de Bessel esféricas.

5.1. Separacion de variables 111

Como hemos visto anteriormente, la técnica de separacién de variables nos ha servido para
resolver ecuaciones en derivadas parciales en una y dos dimensiones con condiciones de
frontera y condiciones iniciales. Veremos ahora que lo mismo sucede cuando enfrentamos
un problema en tres dimensiones en una geometria esférica. Como en los casos anteriores,
vamos a considerar la ecuacién de onda, aunque el método de solucién asi como las
funciones que se originan pueden ser aplicados a otra clase de problemas.

5.1.1. La ecuacion de onda en coordenadas esféricas

Consideremos la ecuacién de onda en tres dimensiones. Una ecuacién de este tipo puede
modelar, por ejemplo, las vibraciones ¢ de un material esférico (muy parecido al problema
del “tambor” visto en la seccién |4.5.1)). Esta ecuacién se escribe como

10%)

V2¢(r,t) = C?W, (51)

191
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donde #(r,t) son las vibraciones del material y ¢ una constante que usualmente se inter-
preta como la velocidad de las ondas.

En coordenadas esféricas (7,0, ¢), la ecuaciéon de onda también puede escribirse como

sigue
r2 8r< 8r) + r2sin(0) ag( n(6) 80) + 2 5in(0) 067 =2 (5.2)

Vamos ahora a aplicar el método de separacién de variables. Si suponemos que el campo de
vibraciones 1 (r, 8, ¢, t) puede escribirse como un producto de funciones como ¥ (r, 8, ¢, t) =
R(r)©(0)®(¢)T(t), entonces, obtenemos que

@@Ti rgﬁ R®T d sm(&)@ n ROT d?® _ RO? d*T
r?2 dr\ dr r2sin(0) do do r2sin®(0) d¢> 2 dt?’
donde hemos sacado de las derivadas las funciones que dependen de una variable respecto

de la cual se estd derivando y, en consecuencia, hemos sustituido las derivadas parciales
por derivadas totales. Si dividimos entre RO®PT la ecuacién anterior se transforma en

Ld(pdRY 1 1d (o Aoy 1 1#e 11eT o
— | r— ———— | sin(0)— — = —=—=—. .
P2Rdr\ dr ) r2sn(@)@do\" " d0 ) T 2sin?(0)d d? AT d?

(5.3)

En este punto ya podemos separar la funcién 7" que depende del tiempo. Como el lado
derecho de la ecuacién ([5.4]) solo depende de la variable temporal, podemos decir que
ambos lados de la igualdad son idénticos a una constate, nuestra primera constate de
separacion que llamaremos A. En consecuencia podemos escribir,

1 1d°T d*T

=) = = \T, 5.5

2T dt? a2 (55)

y también tenemos que

1 d( ,dR 1 1d/ . d® 1 1420
r2Rdr (T %) * r2sin(f) © d (Sm(e)ﬁ) * r2sin®(0) ® dg? A (5.6)

La siguiente ecuacién que vamos a separar corresponde a una ecuacién diferencial para
®. Si multiplicamos la igualdad (5.6) por r%sin*(#) podemos ver que

sin?(0) d [ ,dR\ sin(@) d [ ., dO\ 1@ )
B $<7’ %) + o @(sm(@)@) +6d752 Mr? sin?(6), (5.7)

o equivalentemente,

sin?(9) d [ ,dR sin(6) d 9 2
T%(r %) + o @(Sm(e) d9) — Ar<sin®(f) = “3dr (5.8)
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Ahora, como el miembro derecho de la ecuacién (5.8)) depende solo de ¢, mientras que
el miembro izquierdo no depende de dicha variable, entonces, podemos decir que ambos
lados de la igualdad son iguales a una constante, nuestra segunda constante de separacion,
que llamaremos v2. Con esto obtenemos la ecuacién separada para ® que se escribe como
1 d*® 9 d*® 9
———:]j, = —:—l/® . 59
Ya hemos visto en casos anteriores que para satisfacer la propiedad de periodicidad de la
funcién ® es indispensable hacer que la variable v tome valores enteros, esto es v = m € Z.
En el desarrollo subsecuente vamos a escribir v = m para indicar que tomaremos valores
enteros para esa constante de separacion, por lo que la ecuacién separada para ¢ queda
como ,
d-® 9
— = —m D(o). 5.10
T (%) (510

De esa misma ecuacién ((5.9)) también obtenemos (nétese que hemos escrito m en lugar de

v)
sin?(0) d [ ,dR sin(¢) d (. , . dO 9 . 2 9
R % <7" %) + T@ (SIH(Q)E) — Ar‘sin (0) =1m . (511)

Ahora, para separar el ultimo par de funciones vamos a dividir la ecuacién (5.11)) entre
sin?(#), lo que nos lleva a la siguiente igualdad,

1d/[( ,dR 1 1d/[ . do 9 m?
—— | r*— —— 0)— | — \r* = 5.12
Rm(rm)+$mm@w(w“%w) "7 sy (5.12)
misma que se puede reescribir como
1d/[( ,dR 9 1 1d/[ . do m?
—— | =A== —— 0)— —. 1
Rdr <T dr ) " T T sn(@)oed (Sm( T ) T () (5.13)

Ahora, como ambos lados de la igualdad anterior dependen de variables independientes,
entonces, deben ser iguales a una constante, nuestra tercera constante de separacion,
que denotaremos por . Esto nos lleva a las siguientes ecuaciones diferenciales para las
funciones R y ©:

1 d [ ,dR ,
= (r dr) A=, (5.14)
1 1d d© m?
Sin(0) © b (Sm(e) d@) T (5.15)
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En las secciones subsecuentes, podremos ver que este par de ecuaciones nos conducen a
funciones especiales que son de mucho interés en la fisica matematica: las funciones de
Bessel esféricas para la parte radial y los polinomios de Legendre asi como las funciones
asociadas de Legendre cuando se hace el tratamiento de la ecuacién para la variable 6.

La ecuacién (5.15)), obtenida para la parte angular en la variable 6, puede escribirse como
sigue

ﬁ%(m(@)%) + (u - %)@(9) = 0. (5.16)

Nuestro objetivo ahora es resolver esta ecuacién diferencial. Para este propdsito vamos a
reescribirla mediante el siguiente cambio de variable, x = cos(6). Esto es, vamos a suponer
que la funcién que estamos buscando, ©(#) puede escribirse como una funcién P(x) que
depende unicamente de x = cos(), i.e., O(f) = P(cos(0)). Para hallar la ecuacién que
satisface P(x), observemos que las derivadas respecto a x y 6 se relacionan entre si como

d dod 1 d

de — drdfd  sin(6)de’

y también podemos apreciar que

sinl(G) dile(sm(g)d%) = sinl(H) d% (S:f:((ei) %) = % ((1 - "”2)%)'

Haciendo este cambio de variable, notamos que la ecuacién ((5.16)) se transforma en una
ecuacion diferencial para P(z) de la forma

% ((1 _ x?)%) + (u - T;)P(x) —0. (5.17)

5.2. Polinomios de Legendre

A continuacion, nuestro objetivo sera resolver la ecuacion diferencial . Sin embargo,
antes de resolver dicha ecuacién vamos a considerar el caso especial v = 0, y con las
soluciones a ese problema particular, aplicando el método de Frobenius, construiremos,
posteriormente, las soluciones para v # 0.
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5.2.1. La ecuacion de Legendre

La ecuacion ([5.17]) con v = 0 se escribe de la forma siguiente:

Vamos ahora a aplicar el método de Frobenius para obtener una solucién en serie de
potencias de la ecuacién . Antes de proceder recordemos que la constante p ain no
estd fija, es una constante de separacién que resulta de aplicar el método de separacion
de variables, por lo que puede, en principio, tomar cualquier valor. No obstante, durante
este proceso vamos a darnos cuenta de que esta constante de separacion esta restringida,
y obtendremos los valores permitidos para dicha constante de separacién.

Supongamos que la funcién P(z) puede escribirse como
P(z) =Y Cpa*. (5.19)
k=0

Vamos a sustituir esta expresion para P(z) en la ecuacién (5.18]), por lo que conviene ver
c¢émo son las siguientes derivadas de dicha funcion,

P oo
CCZZ_IL’ = ) Cypka*!, (5.20)
k=1
d’P -
5 = > Crk(k — 1)z*2, (5.21)
k=2
d ([ ,dP =
%(:ﬁ%) = Y Cik(k+ 12", (5.22)
k=1

Con todo esto no es dificil notar que la ecuacién ([5.18]) puede escribirse como

D Crk(k— 12" =" Crk(k + 12"+ pCra = 0. (5.23)
k=2 k=1 k=0

Con la finalidad de que las series estén escritas por potencias en comun, vamos a hacer
un corrimiento de indices en el primer término de la ecuacion anterior. Vamos a sustituir
k por n + 2, de modo que el indice n corre desde n = 0 hasta infinito. Esto es claro ya
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que el indice de sumacién k corre desde k = 2 hasta infinito. Con estas indicaciones, es
posible ver que

Z Chk(k — 1)z Z Chso(n +2)(n +1)2" (5.24)

n=0
De este modo podemos notar que
D Craa(k+2)(k+ 12 = Crk(k + 1)2* + > pCra =0, (5.25)
k=0 k=1 k=0
lo que se puede reescribir como
Z |: Ck+2(k’ + 2)(/{5 + 1) — Ckk‘(k‘ + 1) + /LC}{| [L’k + 202 + /LC() = 0. (526)
k=0

Para que la igualdad anterior se cumpla, debemos hacer que los coeficientes del desarrollo
sean todos cero y que los términos fuera de las series sean cero igualmente. Lo anterior es
consecuencia de la independencia lineal del conjunto de funciones {z* : k € Ng}. De esta
forma podemos escribir

Crosalk +2)(k +1) — Cpk(k +1) + uC, = 0. (5.28)

Vamos a dejar reservada la igualdad (5.27) y vamos a concentrarnos en la ecuacién de
recurrencia ([5.28) para los coeficientes Cj. Claramente podemos ver que

E(k+1)—p

o bien,
Chri2 k(k+1)—p
= — 7 5.30
Cy (k+2)(k+1) (530)

En esta tltima expresion, observamos que, cuando k — o0, el cociente C.2/Cy se va a
uno para cualquier valor de p,

m = lim k(4 1) —
koo O koo (k+2)(k+1)

_ i k p _
= m (k+2_(k+2)(k+1))_1' (5:32)

(5.31)
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De acuerdo con el criterio de la razon para la convergencia de series, para que la serie
converja, es suficiente que el limite limy_, o, Ci12/C) < 1. Desafortunadamente, vemos que
el limite mencionado es igual a uno, y el criterio de d’Alembert falla para decirnos con
certeza si la serie converge o diverge. No obstante, el criterio generalizado del cociente [30]
muestra que, efectivamente, la serie es divergente.

Para evitar este problema, vamos a hacer la eleccién apropiada de la constante de sepa-
racion p para que la serie sea finita. Es decir, vamos a proponer que para determinados
valores de p, la serie sea finita y, en consecuencia la soluciones a la ecuacion sean po-
linomios. Esto es posible si tomamos el valor de ;1 como un entero de la forma p = n(n+1)
para cualquier n € Ny. Notemos que esta eleccién hace que la recurrencia tenga
una cantidad finita de elementos no nulos. Esto se puede comprobar si escribimos dicha
ecuacion de recurrencia con p = n(n + 1), la cual queda como

k(k+1)—n(n+1)

= T hEk+n OF (5:33)

Chova

Notemos que si hacemos k = n(n+1) tenemos que el coeficiente C,, 2 = 0 sin importar cudl
es el valor de C),. Es suficientemente claro que si n es par, entonces, todos los coeficientes
pares por encima de n son nulos debido a la ecuacion de recurrencia . Lo mismo
sucederia con los k impares si n fuese impar. Notemos, ademas, que si hacemos k =
0 en obtenemos la igualdad , por lo que no tenemos que considerar dicha
igualdad como otro requisito que satisfacer, pues ya esta contenida en .

En cambio, la ecuacién ([5.36|) nos da valores no nulos para 0 < k < n si la condicién
inicial Cy o C son diferentes de cero. Vamos a proceder a resolver dicha ecuacién de
recurrencia, pero la escribiremos primero en la forma

(k—2)(k—1) —n(n+1)
k(k — 1)

Ch Ch—2, (5.34)

donde hemos sustituido k por k—2. Notemos ahora que la cantidad (k—2)(k—1)—n(n+1)
puede ser escrita como

(k=2)(k—=1)—nn+1)=—-n—-k+2)(n+k—1),
lo cual nos permite reescribir la igualdad (|5.35)) como

=k +2)n+k—1)
Cp = — =) Chs. (5.35)

Observemos, ademds, que la recurrencia anterior define a los coeficientes pares, o bien,
a los coeficientes impares, independientemente. Vamos a suponer por el momento que
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queremos obtener los coeficientes pares, por lo que definiremos los coeficientes a; como
ap = Cy, con n par, por lo que también vamos a sustituir n por 2n. De esta manera
obtenemos que la recurrencia para ay se escribe como

(2n — 2k +2)(2n + 2k — 1)
- (2k)(2k — 1) -t

Qg

(5.36)

Para resolver la recurrencia vamos a escribir la igualdad anterior sustituyendo k por k—1,
luego sustituyendo k£ por k — 2, y asi sucesivamente. Haciendo esto obtenemos

(2n — 2k +4)(2n + 2k — 3)

;,?.
CTJ

T Tk — )2k —3)
~ (2n—2k+6)(2n+2k —5)
ag—2 = (2k — 4)(2k —5) Ak—3;

(2n — 2k +8)(2n + 2k —7)
ag-3 = — )(

(2 2% — ) Af—4,

de tal manera que

[(2n —2k+2)(2n —2k+4)---(2n)] - [(2n+ 2k — 1)(2n + 2k — 3) -+ (2n + 1)]

ar = (=1)" 2% (2k — 1)(2k — 2)(2k —3)---3-2- 1

agp.

(5.37)

Notemos que, en la expresién anterior, el producto en el denominador no es mas que (2k)!,
mientras que los productos en el numerador pueden escribirse haciendo uso de la notacion
de doble factorial. Recordando que la notacién de doble factorial indica la multiplicacion
de los nimeros pares (si el nimero dentro del doble factorial es par) o impares (si el
nimero dentro del doble factorial es impar), podemos ver que

(@t 2b—1)2n+2k—3)-@n+1)] = LT DCn+2k=3) (Gt )] (@n- DI

(2n — )N
2n + 2k — 1)
= ((Qn_l)..) (5.38)
Yy que
n —2k)!(2n — e (91 — n
[(Qn —2k+2)(2n—2k+4)---(2n — 2)(271)} — (2 2k) [(2 (2721]{:__’_22;” (2 2)(2 )]
2n)!!
= M (5.39)

Mediante las relaciones entre el doble factorial y el factorial ordinario

(2n)!

2n)!l = 2"n! 2n — D!l =
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es claro que

(2n+2k—1I  (2n+2k)12"n!
(2n — 1)!! o 2n+k(n n k)!(Qn)!’ (5.40)
(2n)! 2]
(2n —2k)11 — 2vk(n — k)l (5.41)

De esta manera, tenemos que el coeficiente a;, de la ecuacién ((5.37)) puede escribirse como

22"nln!(2n + 2k)! nin!(2n + 2k)!

(_1)k2nfk(n B2+ B2 T (= B) (0 + R)(2n)(2k)
(5.42)

ap =

Si ahora regresamos a la notacion de C, y hacemos los cambios en la expresion anterior
de k por k/2 y n por n/2, tendremos que

(=D)*2(n/2)!(n/2)!(n + k)!
I OICO I

Cr = (5.43)

Finalmente, para colocar adecuadamente los indices de sumacion, vamos a hacer el si-
guiente cambio. Ya hemos hecho énfasis en que los coeficientes que se obtienen al resolver
la recurrencia para C}, son los que corresponden a k pares si n es par, o bien, son los que
corresponden a k impares si n es impar. Si reescribimos & como n — 2m, entonces, m toma
valores de uno en uno (y no de dos en dos como k) desde 0 hasta [n/2], donde la notacién
[-] indica la parte entera. Haciendo esta sustitucién (y renombrando m como k) es claro
que
(—=1)"2(n/2)!(n/2)! (—=1)*(2n — 2k)!
n! kEl(n — k)!(n — 2k)!

con 0 < k < [n/2]. Como Cj es una constante de integracién, podemos escogerla en
particular como Cy = 27"n!/[(—1)"?(n/2)!(n/2)!], lo que nos lleva a la siguiente expresién
para los coeficientes CY,

Ch—or = Co, (5.44)

(—1)%(2n — 2k)!

Croop =
27 0kl (n — k) (n — 2K)!

(5.45)

De esta manera, las soluciones a la ecuacién diferencial (5.18]) con p = n(n + 1), la cual
recibe el nombre de ecuacion de Legendre y se escribe como

Ecuacion de Legendre

2 (a-5E) +ntn+ 1P =0 (5.46)
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estan dadas por las funciones P,(z) con los coeficientes Cy de la ecuaciéon (5.45)). Estas
funciones reciben el nombre de polinomios de Legendre y explicitamente se escriben como

Polinomios de Legendre

[n/2] —1D*(2n = 2k)! n—2
Po(z) = Z; 2n;£;<n>_<k)!(n - >2k)!x ) o

Observemos que P,(x) es un polinomio de orden n. Si n es un niimero par, entonces, P, (x)
contiene solo potencias pares de = y, de manera similar, si n es impar, P, (x) contiene solo
potencias impares de x.

En lo que sigue veremos algunas propiedades de estas funciones, algunas de las cuales
derivaremos usando la técnica de la funciéon generatriz.

5.2.2. Funcidén generatriz de los polinomios de Legendre

La funcién generatriz de los polinomios de Legendre P,(x) se obtiene suponiendo que
P, (x) son coeficientes del desarrollo de una cierta funcién G(z,t) alrededor de t = 0,

= i P, (z)t". (5.48)

Vamos a obtener la forma funcional de G explicitamente realizado la suma correspon-
diente. Sustituyendo la expresién ((5.47)) para los polinomios de Legendre en la ecuacién
anterior obtenemos

oo [n/2]

(2n — 2k)! ok
[ A 5.49
2227%'71— n—2k)x (5.49)

n=0 k=0

Vamos ahora a hacer uso de un lema sobre sumas dobles, una especie de cambio de
variable para los indices para transformar una doble suma en otra por conveniencia. En
el apéndice se muestra que:

oo [n/2]

Zzakn%fzzajm] (5.50)

n=0 k=0 m=0 j=0
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Apliquemos ahora esta identidad en la ecuacién (5.49)). Para esto tenemos que hacer k = j
y n— 2k =n — j, lo que nos lleva a las siguientes identidades:

2n—2k = 2(n—2k)+2k=2(m—j)+2j =2m, (5.51)
n—k = (n—=2k)+k=(m-j)+j5=m, (5.52)
n = n—2k)+2k=(m—7)+2j=m+j. (5.53)
Tomando en cuenta lo anterior, podemos ver que
o e (_1)](2m)' m—j ym-+j
Glat) = 3> 5 TR (5.54)
m=0 j=0 J J

lo que se puede reescribir como

- (2m>' (_1>]m' m—j thrj
A x
— \ 27Hmlm! )\ jlml(m — j)!

J

[22(3;2!);!15711 ( Z '!m!(:i!— J)! (=Y (Qx)mj)] ’ (5.55)

=0/

G(z,t)

M 10

0

3
I

En la tdltima igualdad podemos reconocer, inmediatamente, el desarrollo binomial de
(2x — t)™, por lo que la funcién generatriz toma la forma

Esta tiltima serie corresponde al desarrollo en serie de potencias de la funcién (1 —y)~'/2,
-1/2 _ — (2m)ly™
(1—y) 2= ZO Srm T (5.57)

de modo que la funcién generatriz de los polinomios de Legendre puede escribirse como

Funcién generatriz de los polinomios de Legendre

~1/2

G(z,t) = (1 — 2zt + %) (5.58)

5.2.3. Algunas propiedades de los polinomios de Legendre

Vamos ahora a hacer uso de la funcién generatriz de los polinomios de Legendre para
obtener algunas propiedades de los polinomios correspondientes.
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Relaciones de recurrencia

Como vimos en el caso de las funciones de Bessel, se pueden obtener formulas de recurren-
cia derivando la funciéon generatriz respecto de sus variables. Comencemos por explorar
la derivada respecto de x. Por un lado, la derivada respecto a x de G(z,t) dada en la
ecuacion ((5.58) nos da lo siguiente

oG (=1/2)(=2t)

_ , 5.59
Or (1 -2t + 12)*? (5:59)

lo cual se puede escribir como
oG t

% = T (5.60)

Por otro lado, recordando el desarrollo en serie de G(x,t) alrededor de ¢ = 0 tenemos que

- f: P (2)t", (5.61)

donde P/ (x) indica la derivada del polinomio de Legendre P, (z) respecto a x. Las ecua-
ciones ([5.60) y (5.61) nos dan como resultado la siguiente igualdad,

CT i P ()", (5.62)

(1— 2zt + £2)

que se puede escribir en la forma,

Z Py (x)t"t = (1— 20t +°) > Pr(x)t". (5.63)

n=0

Vamos ahora a escribir por separado cada término del miembro derecho de la igualdad
anterior,

Z P, (x)t" = Z P (z Z 2P (2)t" ! + Z P! (z)t"+2, (5.64)

Vamos a hacer que todas las series involucradas en la ecuacion de arriba tengan la potencia
de t en comun. Para eso notemos que

Z P.(x)t" = ) + Z P, (2)tHY, (5.65)

ZP’ )yt = Zpk ()t (5.66)
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en donde hemos realizado los corrimientos de indices n = k 4+ 1 en la suma ([5.65)), y
n ==k —1en (5.66). Con estas igualdades, la identidad (5.64) se transforma en

S Pttt = PBy(x) + Y Py (o)t = > 2wl (@)t + Y P (o)t (5.67)
n=0 n=0 n=0 n=1

Si ahora colocamos todos los términos en una sola serie, con algunos remanentes para
igualar el inicio de la sumacion en n = 1, obtenemos
Z [ P,(z)— P, (z)+2zP,(z)— P;Ll(x)] t" 4 Py(x)t — P)(x) — P|(z)t + 22 P} ()t = 0.

n=1

(5.68)
No es dificil darse cuenta de que Pj(x) = 0, Py(z) = 1 y que Pi(x) = x, por lo que los
términos fuera de la serie suman cero,

Py(z)t — Py(z) — P{(x)t + 2z Py(z)t = 0.

Esto implica que
oo
Z { P,(z) — Pl (x) + 2zP,(z) — P,_,(z)| t"*' = 0. (5.69)
n=0
Por independencia lineal, los coeficientes de la serie anterior deben ser todos idénticos a
cero para que se satisfaga la igualdad. En consecuencia, obtenemos la siguiente relacion
de recurrencia para los polinomios de Legendre:

Primer relacién de recurrencia de los polinomios de Legendre

Pu(x) + 20P(x) = P (x) + P, (a). (5.70)

Formula de Rodrigues

Vamos ahora a obtener una férmula que es de mucha importancia en el caso de los
polinomios ortogonales. Esta se conoce como la férmula de Rodrigues [0] y esencialmente
nos permite obtener el polinomio de Legendre P,(x) de orden n a través de la n-ésima
derivada de alguna funcion.

Empecemos observando que la n-ésima derivada del monomio 22"~2¥ puede escribirse
como
d?’l
e (x%—%> = (2n—2k)(2n — 2k —1)(2n — 2k — 2)...(n — 2k + 1)z"~%* (5.71)
xn
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Si multiplicamos y dividimos por el factor (n — 2k)! podremos ver que

d" o2n—2k (2n —2k)! | o
—_— " = — " 72
dx" (x ) (n — 2k)! o (5:72)
o bien,
n—2k (n—2k)! d" 2n—2k
= ) 5.7
v (2n — 2k)! dzm v (5:73)

Recordando que el desarrollo en serie de los polinomios de Legendre tiene la forma

WA Cken—2k)
Po(z) = Q"k(:!(n)— k)l(n — )Qk)! " o

k=0

notamos que es posible remplazar el factor 2"~2* por la expresién dada en (5.73)) para
obtener

v e g,
Falw) = kz:; Q"k('(n )— k) dxm (x k) (5:75)

Acomodando los factores y multiplicando el numerador y denominador por n! podremos
darnos cuenta de que la expresion anterior puede escribirse en la siguiente forma:

[n/2]
1 dr (=1)Fn! . o
P, (x) = " . .

(z) 2nn! dz™ <; El(n — k)! v (5.76)

El interior de la derivada puede reconocerse como el desarrollo binomial de (z? — 1)", lo
cual nos conduce a la formula de Rodrigues para los polinomios de Legendre.

Férmula de Rodrigues para los polinomios de Legendre

Pu(z) = 2n1n! % ((:1:2 — 1)”). (5.77)

La férmula de Rodrigues es bastante tutil cuando queremos calcular los polinomios de
Legendre. Cabe recordar que, en cierta forma, ya tenemos una expresién explicita para
estas funciones, la cual estda dada por que ofrece una expresion para P, (z) como un
desarrollo en serie de potencias. A diferencia de dicha expresion la férmula de Rodrigues
ofrece una técnica a partir de derivadas para realizar el calculo. De inmediato notamos
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que el polinomio P, de orden cero es simplemente Py(x) = 1. Para obtener el polinomio
Py (x) procedemos como sigue:

Pi(x) = %di:lp ((m2 - 1)) = %(Zx) = z. (5.78)

El siguiente polinomio también se puede calcular de manera directa como se muestra a
continuacion:

Pyx) = %dd—;((xz - 1)2> _ %%(%(gﬂ - 1)) -

En el cuadro 5.1}, se escriben explicitamente los primeros polinomios de Legendre, y para
tener una idea del comportamiento de estas funciones, en la figura se muestran las
graficas de los primeros seis polinomios de Legendre en funcién de su argumento x para
valores en el intervalo —1 < z < 1, donde los P, (z) son ortogonales.

(122% — 4). (5.79)

ool =

n P,(x)

0 1

1 T

2 1 (1227 — 4)

3 : (5a® — 3x)

4 £ (352 — 3022 4 3)

5 § (632° — 7023 + 152

6 +(2312° — 3152* + 10527 — 5)

7 + (42927 — 6932° + 3152° — 352)

8 35 (643528 — 120122° + 6 9302* — 12602* + 35)

9 s (1215527 — 2574027 + 180182° — 46202 + 3157)
10 525 (46189210 — 109 3952% + 90 0902 — 30 030z* + 34652% — 63)

Cuadro 5.1: Polinomios de Legendre. En el cuadro se muestra las expresiones explicitas de los
primeros once polinomios de Legendre.
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1.0
0.51
/\ /
x %Y ) %
Qs o o
=031 — Polx)
— Pi(x)
— Pa(x)
—1.01 — P3(x)
P4(x)
Ps(x)
-1.5

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25  0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Figura 5.1: Polinomios de Legendre. En la figura se muestran las graficas de los primeros
seis polinomios de Legendre: Py(x), Pi(x), Py(x), P3(x), Py(x) y Ps(x). Nétese que, para los
polinomios de orden par (esto es, para n = 0,2,4), se tiene que P,(0) = 1. En cambio, para los
polinomios de orden impar(n = 1,3,5) se tiene que P,(0) = —1.

Representaciones alternativas

Vamos ahora a obtener algunas representaciones diferentes para los polinomios de Legen-
dre. Una de las representaciones alternativas que se obtiene directamente de la férmula
de Rodrigues es un representacion integral que se consigue de la combinacién de dicha
formula con la féormula integral de Cauchy. Como sabemos, esta ultima identidad se ex-
presa como sigue. Si f : D — C una funcién analitica en un dominio abierto D si v es una
curva simple cerrada orientada en el sentido antihorario cuyo interior esta completamente
contenido en D y si ¢ € int(7y) es un punto en el interior de v, entonces,

Oy R iOPH

2T 2=t

(5.80)

Maés atin, como f(z) se supone analitica y es, por lo tanto, infinitamente diferenciable, la
n-ésima derivada puede escribirse como

%(f(t) ) - %ﬁ%dz (5.81)
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Si sustituimos f por la funcién f(z) = (z* — 1)", entonces,

% ((:c2 -1 ) - 2"—7rll 7{ ((;i_—x;)ldz, (5.82)

de modo que

1 dr n! (22 —1)"
P,(z) = —((@*-1)") = dz. .
(=) 2nn! dan <(I ) ) 2nn127i f; (z —ax)ntl © (583)

Con esto observamos que los polinomios de Legendre pueden obtenerse a partir de una
integral en el plano complejo como sigue:

Representacion integral de los polinomios de Legendre

Py(z) = — ]{ -0 (5.84)

~ 22w (z —a)ntl

Esta férmula es también conocida como la integral de Schlaefli [5], y el contorno de
integracién, llamado el contorno de Schlaefli, es aquel que encierra el punto z (en este
caso x puede considerarse como una variable compleja con parte real en el intervalo

[—1,1]).

5.2.4. Ortogonalidad

Recordemos que la ecuacion de Legendre se origina como un caso especial de la ecuacion
que rige el comportamiento de la funcion que depende de la variable de colatitud 6 en
el problema de separacién de variables considerado en la seccion [5.1.11 Debido a esto,
tenemos que la variable z corresponde a cos(f), donde 6 toma valores en el intervalo
[0, 7], por lo que la variable x toma valores en [—1,1]. No es dificil darse cuenta de que
los polinomios de Legendre evaluados en +1 corresponden a los valores

P,(1)=1, P.,(—=1)=(-1".

Estos valores nos van a servir para desarrollar la relacién de ortogonalidad de los polino-
mios de Legendre.

Como podemos ver, la ecuacion de Legendre tiene ya la forma Sturm-Liouville,

(0= = a0 Ro) (5.85)
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en la que podemos ver que la funcién de peso es w(x) = 1y, por lo tanto, los polinomios
de Legendre tendrian en principio una relacion de ortogonalidad de la forma

/ () (i) = 6 (5.86)

1

siendo ¢ una constante de normalizacién por determinar.

Como las condiciones de frontera no estan en principio bien definidas, analizaremos direc-
tamente lo que nos arroja la teoria Sturm-Liouville. Empecemos recordando que la forma
general en la que se escribié el problema de tipo Sturm-Liouville fue

dix (p(x)z—z> — q(x)u(r) = —dw(x)u(z), (5.87)

donde w es la funcién de peso y A representa los valores propios del operador diferencial y
x € [a,b] C R. De acuerdo con la identidad de Euler, sabemos que si u; y us son dos solu-
ciones linealmente independientes con valores propios asociados A\; y Ag respectivamente,
entonces,

b b
(A — /\2)/ w(@)uy(x)us(z)de = (p(a) [ur (2)us(2) — uy(z)uz(2)] ) (5.88)
Notemos que para la ecuacién de Legendre tenemos que p(z) = (1 —2?) yquea = -1y
b = 1. Esto implica que p(£1) = 1y, en consecuencia, tenemos que
1 1
(A — /\m)/ P, (x)P,(x)dx = {(1 — 2%) (Py(2) P, (z) — P! (2)P,,(x)) ] =0. (5.89)
1 _1

Es decir, para que el miembro izquierdo de la ecuacién anterior sea igual a cero, no hace
falta imponer condiciones de frontera especiales, pues la funcién p(x) = 1 — 22 se encarga
de hacer la evaluacién idéntica a cero sin importar los valores de P,(x) en los extremos.
Asi, tenemos que el conjunto de polinomios de Legendre {P,(x) : n € Ny} forma un

conjunto completo y ortogonal de funciones en el intervalo z € [—1,1].

Calculemos ahora la constante de normalizacién ¢2. Para ese propésito vamos a hacer uso
de la funciéon generatriz de los polinomios de Legendre. Si tomamos la integral de —1 a 1
del cuadrado de la funciéon generatriz de los polinomios de Legendre obtendremos

! ! 1 1 '
Gla,t)dr = | ————dv=——1n(1—2at+¢
[1@“)x /¥L4ﬂ+ﬁx o (1= 20t + )|

1 2 1 2
:—gm@—%+ﬂ+%mu+%+m
1

:_Em«uw3+%m«ymﬂ, (5.90)
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de modo que

/_llG(x,t)de _ —%ln(l—t)—F%ln(l—l—t). (5.91)

Por otro lado, si usamos el desarrollo en serie de G(z,t) y hacemos la misma integral
podremos observar que

/_11 G(z,t)*dr = /_l i i Po(2) P ()" da

= 2> (/11 Pn(x)Pm(m)dm> G (5.92)

n=0 m=0

Usando la ortogonalidad de lo polinomios de Legendre, ec. (5.86)), tendremos que

/1 G(z,t)*dr = i i 2t
-1 n=0 m=0

= ) (5.93)

n=0

De este modo, para obtener el valor de la constante ¢ basta con desarrollar la funcién
obtenida en (5.91) e igualarla término a término con el desarrollo obtenido arriba, esto
es,

- 1 1
Zcit% = - In(1—1¢)+ i In(1+¢). (5.94)

n=0

Debido a que el desarrollo en serie del logaritmo puede escribirse como

o tk
In(1—1t) = _ZE’
k=1

entonces, podemos ver que

00 0o =1 © (1 kt1pk—1
N (599
n=0 k=1 k=1

Notemos que la diferencia entre las series, que aparece en la ecuacién anterior, arroja
como resultado solo potencias pares de ¢, lo que se puede observar al colocar las series en
una sola,

o0 o —
tkl

o = > (1- (-1 — (5.96)

n=0 k=1
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pues la diferencia 1 — (—1)¥ es cero si k es par y vale 2 cuando k es impar. Si hacemos
k = 2n + 1, entonces, n corre de cero a infinito, lo cual nos da como resultado

oo o0 2
242n 2n

" = — ", 5.97
> P (5.97)

Por independencia lineal notamos que la norma cuadrada c2 puede escribirse como

2
2

= ) 5.98
T ot (5.98)
De acuerdo con la teorfa de Sturm-Liouville, sabemos que cualquier funcién f : [—1,1] —

R puede escribirse como un desarrollo en serie de polinomios de Legendre como
fl@) = AyPy(x), (5.99)
n=0

donde los coeficientes del desarrollo se pueden obtener gracias a la relacién de ortogona-
lidad ([5.86f). Como conocemos ahora el valor de la constate de normalizacién, podemos
ver que dicha relaciéon puede escribirse explicitamente como

1
2
P,(x)P, = — . 1

De este modo, no es dificil darse cuenta entonces de que los coeficientes del desarrollo en
serie de Legendre (5.99)) de f(x) se pueden expresar como

A= /_ )Py (a)ds. (5.101)

5.3. Funciones asociadas de Legendre

5.3.1. Funciones asociadas de Legendre y su ecuacién diferencial

A continuacién resolveremos el problema original que nos habiamos planteado, esto es, la
ecuacién diferencial para la variable 6 que surgié de intentar resolver la ecuacién de onda
en una geometria esférica dada por la ecuacién

sinl(Q) %(Smw%) + (ﬁ‘ - %) O(0) =0, (5.102)
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misma que se puede transformar, haciendo el cambio de variable x = cos(f), en
d N m?
%((1—x )%> + <,u— l—mQ)P(x> = 0. (5.103)

Para obtener el conjunto de soluciones a la ecuacion ((5.102) vamos a hacer algunos cambios

en el caso especial que estudiamos en secciones anteriores, esto es, vamos a modificar la
soluciones de la ecuacion de Legendre

d*P, dP,

1 — 22 " _ 22— 4 nn+1)P,(z)=0, 5.104

y mostraremos que las funciones modificadas resultan ser soluciones de ([5.103]).

Empecemos tomando la m-ésima derivada de la ecuacién de Legendre (5.104). Para ello
vamos a invocar la formula de Leibniz para la derivada m-ésima del producto,

2 ) - £ 10) )

k=0

la que se puede considerar como una generalizacién de la regla del producto.

Tomaremos ahora la m-ésima derivada del primer término de la ecuacién , ie.,
(1 —2?)P”. Observemos que uno de los factores es un polinomio de orden dos, por lo que
las derivadas diferentes de cero son solamente las de orden cero, de orden uno y de orden
dos. Si tomamos como A(z) = (1 — z?), podemos apreciar que la sumacién de la féormula
de Leibniz solo llega hasta k& = 2, pues los demas términos se hacen cero debido a que la
k-ésima derivada de (1 — 22) es cero para k > 2. De esta forma obtenemos

dm d?P, dm+?p, dm+p, dmP,
— ((1 — %) ) = (1—2% — 2ma —m(m —1) (5.105)

dx™ dx? dxm+2 dxmtl dxm
Procediendo de manera analoga con el segundo término de ([5.104)), podemos ver que
am 5 dpP, d"tp, 5 d"P,
R — 2 — — .
dx™ dx

(5.106)

x m .
dxm+1 dx™
Para hacer mas claras la ecuaciones cambiaremos la notacién. Momentaneamente, vamos

a denotar por u(z) a la m-ésima derivada de P,(x). Con este cambio notamos que

a <(1 — :L‘%%) = (1—2Hu"(2) = 2mad (z) — m(m — Du(z), (5.107)

dz™

dz™ dz
A (n(n + 1)Pn(:v)> = n(n+ 1u(x). (5.109)

dzx™

d—m( - Qxdp") = —2zu/(z) — 2mu(z), (5.108)
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Ahora, haciendo uso de las identidades anteriores, observamos que la ecuacion ((5.104) se
transforma en

(1 — 2" = 2ma v’ —m(m — Vu — 2x v’ — 2mu +n(n + 1)u = 0, (5.110)
y agrupando derivadas semejantes obtenemos

(1 — 2" (x) — 2z(m + 1) ' (z) + [n(n + 1) — m(m + 1D)]u(z) = 0. (5.111)

Vamos a hacer una segunda modificacién en las funciones. Vamos a definir la funcién v(z)

v(z) = (1 — 2™ ?u(x), (5.112)
o bien,
u(z) = (1 — 2%) "™ (), (5.113)

y vamos a escribir una ecuacién diferencial para v(z). Para llevar a cabo esto, tomaremos
las derivadas de u(z) en términos de las derivadas de v(z). Con ello, obtenemos que la
primera derivada luce como

o= (1= a2?) TR () + (—m/2)(<22) (1 - 2?) T ()
= (1—a?) ™2 {v’(m) + ”Ix_—qé?} : (5.114)

Por otra parte, la segunda derivada puede escribirse como

o (1_x2)m/2{v,,($)+mv(:n) mz ' (z) 2m1:2v(:r)]

1—x2 1—z2 (1 —22)2

2.2

mo(z)  maxv(z) 2mzlo(z) mzd(z) miz v(w)}
1—2a2 1—2a2 (1—22)2 1—2a2 (1—22)?
(5.115)

— (1 _ x2)—m/2 |:’U,/($) +

Agrupando términos semejantes dentro del paréntesis podemos ver que

12?22 v'(z) + . TxQ v(z) + % v(ac)] . (5.116)

W = (1—x2)—m/2[v“(x)+

Sustituyendo las igualdades (5.114)) y (5.116)) en la ecuacién ([5.111]), nos queda que

2 2
(1 — x?)~m/? {(1 — 20" 4+ 2ma v’ + mo + —m(gbjng Y
2m(m + 1)2%v

-9 o' —
z(m+ 1)v T

+ [n(n+1) —m(m+ 1)]@] =0,
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lo cual, reagrupando términos y deshaciéndose del factor (1 —22)~™/2, se puede reescribir
como

2)—2 1)]z?
(1 —2*)9" — 220 +mv + [m(m +2) = 2m(m + D]z"v

+ [n(n+1) —m(m+ 1)jv =0,

1 —a?
(5.117)
o bien,
2,2
(1— 22" — 220 +mv — T ’ 12) + [n(n+1) —m(m + 1)Jv = 0. (5.118)
-z

Si en el cuarto término en la expresién anterior se escribe 1 — 2% + 1 en lugar de —z?

tendremos que

m2(1 —z*)v  m?o
1—22 1 — a2

(1 —2*)" —2zv +mv + + [n(n+1) —m(m + 1)Jv =0,

lo que resulta en

m2v

(1— 2?9 — 2z —

_x2+n(n+1)v:0,

y coincide con la ecuacién ([5.103)) con p = n(n + 1). Esto quiere decir que la ecuacién
diferencial:

Ecuaciéon asociada de Legendre

d%(a - xQ)Z—i)) + (n(n+ 1) — 1’”2 )P(az) =0, (5.119)

— 12

tiene como soluciones las funciones v(z) = (1 — 22)™2u(z), de modo que, en términos de
los polinomios de Legendre, dichas soluciones pueden escribirse como:

Funciones asociadas de Legendre

Pr(a) = (-1 — gty ete)

n

(5.120)

donde se ha agregado el factor (—1)™ por conveniencia.
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Vamos ahora a explorar algunas propiedades de las funciones asociadas de Legendre.
Debido a que estas funciones se construyen a partir de los polinomios de Legendre, muchas
de las propiedades de las funciones asociadas de Legendre se desprenden de las que ya
conocemos para los polinomios. Por ejemplo, no es dificil darse cuenta de que podemos
usar la férmula de Rodrigues de los polinomios de Legendre para escribir una férmula
analoga para las funciones asociadas de Legendre. Si tenemos presente que la férmula de

Rodrigues para P, es
1 d°
P,(z) = — | (2*=1)"
() = gy e (2= 1)

es claro que las funciones asociadas de Legendre pueden generarse mediante la formula

_ 2ym/2 gntm
Pria) = (—ym L= )™ d ((ﬁ—l)"). (5.121)

" 21 dgntm

Esta expresion sirve, adicionalmente, para observar los valores permitidos de los indices
n y m. Como el orden de la derivada debe ser un entero no negativo, podemos darnos
cuenta de que la expresion tiene sentido para m > —n. Ademads, puesto que el
orden del polinomio al interior de la derivada es 2n, para que la derivada no se anule, el
orden de esta debe ser menor que 2n, esto es, n +m < 2n. Resulta claro que m debe ser
menor que n para satisfacer esta condicion. De este modo, tenemos que los valores para
los cuales las funciones asociadas de Legendre estan bien definidas son —n < m < n con
n € N[).

Una propiedad que se desprende de la férmula de Rodrigues es una relacién entre P*(x)
y P, (x). A partir de la férmula de Leibniz para la m-ésima derivada, es posible mostrar
que

P P a). (5.122)

En el cuadro se escriben explicitamente las funciones asociadas de Legendre para los
primeros valores de n y m. Esto, nos una idea del la forma funcional de estas funciones en
funcién de su argumento x. Conviene destacar que, al igual que los polinomios de Legendre,
las funciones asociadas de Legendre son también ortogonales cuando los valores de x se
encuentran en el intervalo —1 < x < 1, el mismo en el cual los P,(z) son ortogonales.

5.3.2. Funcion generatriz y relaciones de recurrencia
de las funciones asociadas de Legendre

Otra de las propiedades para P" que se puede obtener directamente de los polinomios de
Legendre es la funciéon generatriz. Debido a que la funciéon generatriz de los polinomios
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n,m || 0 1 2 3
0 | P)=1 0 0 0
1 | PP=x Pl =—(1-2%)1/2 0 0
2 | P) =432 —1) | P} =-3x(1—a?)/? P§=3(1-2? |0
3 || PY=231(52°—3z) | P} =3(522-1)(1—22)/2 | P} =15z(1 —2?) | P§ = —15(1 — 22)3/2

Cuadro 5.2: Funciones de Legendre. En el cuadro se muestran las expresiones explicitas de
las primeras funciones de Legendre para valores de m no negativos. Recuérdese que P, ™ se
relaciona con P a través de la identidad , por lo que se pueden obtener directamente
los casos con m negativa.

de Legendre se escribe como
(1 =2t + 137V = ZP

podemos ver que, al derivar m veces la expresién anterior respecto a x y multiplicando
por el factor (—1)™(1 — 22)™/2 obtenemos

(-1)m(1—x2)m/2d‘im ((1 Qat+12)~ 1/2) :nzzo ((-1)77@(1-#)7?@”%)#, (5.123)

lo que nos muestra que

(=)™ (2m)!(1 — a?)"
gle,t) = me'(1—2xt—i—t2 m+1/2 Z (7

(5.124)

donde hemos extraido la m-ésima derivada de (1 — 2xt + %)~/

modando algunos factores.

explicitamente y reaco-

Mediante la funcién generatriz de las funciones asociadas de Legendre, podemos extraer
algunas relaciones de recurrencia como lo hicimos en el caso de los polinomios. Por ejemplo,
si derivamos ¢(z,t) respecto a t obtenemos, por un lado, que

dg (—=D)™(2m)!(1 — 22)™/2(—2z + 2t)(—m — 1/2)
ot 2mml(1 — 2xt + t2)m+1/2+1

B ( (—1)"@m)l(L - a?)™? ) ((az —1)(2m — 1>)7 5.125)

2mm(1 — 2at + 2)m+1/2 1— 2zt + 2

de manera que podemos escribir
dg  (zr—t)(2m—1)
ot 1—2wt+t2

g(z,1). (5.126)
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Por otro lado, tenemos que al derivar el desarrollo respecto a t nos queda

Zn (@) (5.127)

De estas dos ltimas identidades podemos ver que

n+m

(z —t)(2m — 1) ZP’” "= (1= 2xt+£%)) nPp " (5.128)

n=1

Lo que sigue ahora es desarrollar los productos y reacomodar los términos en las series
resultantes para que tengan una potencia comun en ¢t. Primero, podemos ver que las series,
término a término, se escriben

o0 [e.o]

> z@m - )Pt =Y (2m - PR = Z nPm 1 Z 2nzPm "
n=0 n=0
+ Zn pr ot

y si ahora corremos los indices, en las series que se requiere, para que la potencia de ¢
sea comun en todas las sumas, obtenemos

> w@m - PN => 2m =), tF = > (k+ D)P,, =) 2na Pt
n=0 k=1 k=0 n=1

+ > (k= 1P,
k=2

Si hacemos que todas las series comiencen en n = 1, y extraemos los términos necesarios
de cada serie para que esto pase, tenemos que

o0

z(2m — )P " — Z( -~ DR, "+ x2m - 1P =P, + Z n+ DB at"

1 n=1
Z 2nz Pt 4 Z P qt"

de donde se obtienen las siguientes identidades,

M8

n

z(2m— 1P = P™, (5.129)

( )Pﬁm (2771 - 1) ﬁmfl = (n + 1)Pn+m+1 2n$Pn+m (TL - 1) ﬁmfl’
(5.130)
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Reuniendo términos semejantes y cambiando n + m por n, podemos ve que esta ultima
igualdad puede escribirse como,

r(2n —1)P(x) = (n—m+1)P (z) + (n+m)P" (x). (5.131)

Notemos que la identidad adicional obtenida por los remanentes de las series, la ecua-
cién ((5.129) estd incluida en esta tltima identidad (haciendo n = m y notando que ), por
lo que no provee de una recurrencia diferente a la obtenida.

5.3.3. Ortogonalidad de las funciones asociadas de Legendre

Las funciones asociadas de Legendre son soluciones de una ecuacién diferencial tipo Sturm-
Liouville, por lo que podemos obtener su regla de ortogonalidad analizando la ecuacion
diferencial correspondiente. Si escribimos la ecuacién asociada de Legendre, ec. (5.119)),
en la forma

d dP™ m?
. ((1 — %) dx" ) — T P™M(x) = —n(n+1)P", (5.132)
podemos ver que las funciones asociadas de Legendre son soluciones de un problema tipo
Sturm-Liouville en las que podemos hacer las siguientes identificaciones. Las funcién p(x)
es p(r) = 1 — 22, la funcién q(z) es m?/(1 — 2?) y la funcién de peso w(z) es w(z) = 1.
Ademéds, esta ecuacién nos muestra que los valores propios asociados a P (x) son n(n+1)
con n € Ny. Recordando que = € [—1,1], y observando que p(z)(1 — 2?) se anula en +1,
tenemos que la regla de ortogonalidad que obedecen las funciones P es la siguiente:

1
/ P ()Pl (x)dx = ¢ 6 (5.133)
-1

Mediante la aplicacién de la férmula de Rodrigues de los polinomios de Legendre, no es
dificil calcular la constante de normalizacién cuadrada 2, , la cual resulta ser

n,m’

2 2 (n+m)!.
T 2n4+1 (n—m)!

De este modo, podemos escribir la regla de ortogonalidad explicitamente como

Regla de ortogonalidad de las funciones asociadas de Legendre

! 2 (n+m)!
/_1Pn @ PH @) = =g T, (5.134)
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Hay que notar que, dado que las funciones asociadas de Legendre tienen dos indices, es
posible desarrollar otro tipo de ortogonalidad. De hecho, si escribimos la ecuacién asociada
de Legendre en la forma

d <(1 — x2)@> +n(n+1)P" = m’ P™(x), (5.135)

dr dx 1= g2 "

podremos darnos cuenta de que las funciones asociadas de Legendre son soluciones de un
problema tipo Sturm-Liouville. Observando la ecuacién , notamos que los valores
propios son m?, donde m toma valores enteros en —n < m < n, y la correspondiente fun-
cién de peso es w(x) = (1 —x%)~1. De este modo, tenemos que otra regla de ortogonalidad
de las funciones asociadas de Legendre, respecto del indice m, puede escribirse como

| Er@rr @ - o) e = o ?;j—;j;:amm (5.136)

Es necesario senalar que esta regla de ortogonalidad no se suele utilizar en problemas de
fisica matematica, pues la ortogonalidad, respecto al indice m en el problema de separacion
de variables en coordenadas esféricas, viene dada a través de las funciones asociadas a la
variable azimutal ¢, tal como veremos a continuacién en la construccién de los armoénicos
esféricos.

5.4. Armonicos esféricos

Vamos ahora a definir una familia de funciones que resulta ser un conjunto de funciones
propias del operador diferencial, que corresponde a la parte angular del operador de Lapla-
ce. Puesto que el operador laplaciano ocurre en varias ecuaciones de la fisica matematica,
definir estas funciones hace mucho mas sencilla la construccion de soluciones particulares
en problemas en los que interviene el laplaciano en coordenadas esféricas. Estas funciones
se denominan armonicos esféricos y son de mucha importancia en la solucién de proble-
mas fisicos como la propagacion de ondas electromagnéticas y el desarrollo multipolar en
electrodinamica o en el problema de atomo de hidrégeno en mecanica cuantica.

5.4.1. Operador de Laplace y los armoénicos esféricos

Como hemos visto hasta ahora, la aplicacion de la técnica de separacién de variables en
el problema de la ecuacion de onda en coordenadas esféricas nos arroja tres ecuaciones
separadas, una para la parte radial, una para la parte angular de colatitud y una mas
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para la parte angular azimutal. Estas tres ecuaciones que se escriben a continuacion

d% (7"22—?) +(=M?=n(n+1)R = 0, (5.137)
2o B
sl +m®(¢) = 0, (5.138)
Sinl(g) die (siM@%) + (n(n +1)— SHTIZW) o) = 0, (5.139)

pueden combinarse para escribirse en términos de solo dos ecuaciones, una que contiene la
informacion de la parte radial, y otra que contiene la informacion de las partes angulares.
Esta ultima puede escribirse como

R[S IV
sin(6) 00 06 sin?(0) 0¢?

+n(n+1)Y(0,¢) = 0, (5.140)

donde Y (0, ¢) corresponde a la funcién ©(0)®(¢) del ansatz de separacion. Ya sabemos
que para la parte angular azimutal ®(¢), el conjunto de soluciones es el conjunto de
funciones exponenciales de la forma

{eim‘b:mEZ},

y que las soluciones a la parte angular de colatitud esta dada por el conjunto de funciones
asociadas de Legendre

[P (cos(6)) : n € No, —n < m < n}.

Resulta claro, entonces, que las soluciones de la ecuacién deben ser de la forma
e™? P (cos(6)). Vamos a escribir la funcién Y como esta combinacién de funciones con
un factor que haga cumplir una regla de ortogonalidad de manera que la norma cuadrada
sea la unidad. Para lograr esto, lo inico que tenemos que hacer es multiplicar cada funcion
por el inverso de la norma. Es facil darse cuenta de que la norma cuadrada en este caso

) [ [ (cmerreoson) deosionas =2y 2 0 gy

2n+1(n—m)!

Lo anterior nos motiva a definir los armonicos esféricos Y, ,,, como sigue:

Armoénicos esféricos

Y76, 6) = \/ 2"4: ! EZ - zi: P (cos(6))ei™. (5.142)




220 Funciones esféricas

Con todas las expresiones explicitas de las funciones asociadas de Legendre que ya tene-
mos hasta este momento, podemos, sin mucho problema, obtener los primeros armonicos
esféricos. Por ejemplo, es claro que Y (0, ¢) debe ser constante, lo cual es consecuencia
de que m = 0 hace que ™9 sea igual a uno, al igual que lo es P{(x), es decir, PY(x) = 1.

Con esto, resulta claro que
1
Y0, 0) =/ —. 14
260.0) =1/ 1 (5.143)

Podemos proseguir con el caso n = 1 también de manera directa. Por ejemplo, para
obtener Y}” tenemos que:

VP(6,0) = 1 = Pllcos(®), (5.144)

pero ya sabemos que P = z, de modo que:

Y2(0,0) = \/%COS(@). (5.145)

Y podemos proceder de igual manera para obtener Y;' y ¥;!. De hecho, de acuerdo con
el cuadro ya sabemos que P](z) = —(1 — 2?)'/? y, ademés, como P '(z) = 1 P!(z),
también sabemos que P; ' (z) = 1(1—2?)'/2, de modo que obtenemos para Y;' lo siguiente:

Yi0,6) = 1/ %%Pf(cos(e))ew _ —\/g sin(6) e, (5.146)

mientras que para Y; ! se obtiene:

Yl(0,0) — %Pll(cosw))ew _ \/g sin(6) =%, (5.147)

En el cuadro [5.3] se muestran explicitamente los armoénicos esféricos para los valores de
n=0n=1,n=2yn=3yparal <m <n.

n,m || 0 1 2

0 YOOZ 3 _

T

1| YP =/ 4 cos(0) Vi = —/5; sin(0) e’ -

167

2 [ ¥p = [k GeoR0—1) |V o~/ simb con e V7 = |3 s (0)

3 VY = /1 (5c08*(0) — 3cos(0)) | Yo = —\/ &= sin(0)(5cos?(0) — 1)e'® | Y = (/222 sin®(0) cos(0) e2'?

Cuadro 5.3: Arménicos esféricos.
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Debido al factor de normalizacién que se ha incluido en la definicién de los armoénicos
esféricos, tenemos que dichas funciones satisfacen una regla de ortogonalidad sencilla
dada por

27 s
/ / (Y,™(0,0))" Y, (0, ¢) sin(0)d0 do = 6 S, (5.148)
0 0

donde (Y,"(6, gzﬁ))* significa el complejo conjugado de Y,"*(6, ¢). Esta relacién de ortonor-
malidad se puede también inferir por el hecho de que los arménicos esféricos Y, (6, ¢)
son soluciones de una ecuacién tipo Sturm-Liouville, lo que se puede ver reescribiendo la

ecuaciéon (5.140)) en la forma:

% <sin(0)da—}g> + Sinl(Q) 27}2/ = —n(n+1)sin(0)Y (0, ¢). (5.149)

Es claro, de laigualdad de arriba, que la funcién de peso en este caso es sin(f), de modo que
las soluciones de esta ultima ecuacion deben formar un conjunto completo de funciones,
en el que cada una de ellas, los arménicos esféricos, se pueden ver como vectores propios
del operador diferencial

1 0. 0 1 02
() 90 (8111(9)%) + Sn2(0) 952 (5.150)

L2 =

con valores propios asociados Y, dados por A, ., = n(n +1).

De hecho, el operador de Laplace V? en coordenadas esféricas puede escribirse como la
suma de dos operadores diferenciales, uno que depende de la parte angular y otro de la
parte radial como

0 0 1 1 0 0 1 02
2 O (20 1 9 w2m Y s
V= or (T 8r) T [ sin(#) 06 (Sm <9)89> * sin(6) ng?}’ (5.151)
es decir,
0 9] 1
2 _ 2 2
vie o (7’ ar> + L2 (5.152)

En numerosos problemas fisicos esta descomposicion se vuelve muy importante por su
significado fisico. Por ejemplo, en el caso de la mecdnica cudntica, el operador L? es, salvo
una constante, definido como el operador de momento angular, lo que vuelve la definicion
de los armonicos esféricos de importancia practica en problemas fisicos.

Existen numerosas propiedades de los armdnicos esféricos que se pueden obtener de las
funciones elementales que los componen, esto es, de las funciones asociadas de Legendre
y las exponenciales imaginarias.
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Por ejemplo, una de las propiedades que se puede obtener inmediatamente es una relacion
entre Y, y Y ~™. De hecho, no es dificil ver directamente de su definicién que

Y0, 9)" = (=1)"Y, ™0, 9), (5.153)
donde se ha hecho uso de la relacién (5.122)) entre P*(z) y P, ™(x).

Ya hemos enfatizado el hecho de que los armonicos esféricos son soluciones de una ecuaciéon
diferencial con la estructura de Sturm-Liouville. Esto indica que el conjunto de funciones

{Y,*(0,¢) :n € Ng,—n <m < n}

forma un conjunto completo de funciones, de modo que cualquier funcién f(6, @) : [0, 7] X
[0, 27] — R puede desarrollarse como una serie de arménicos esféricos, desarrollo conocido
como serie de Laplace,

Desarrollo en serie de armonicos esféricos (serie de Laplace)

F0.0)=>">" AnY,"(0.6). (5.154)

n=0 m=—n

En esta, los coeficientes del desarrollo pueden obtenerse gracias a la propiedad de ortogo-
nalidad,

™ 2
A = /O /0 Y™(0, )" (6, ¢) sin(0)dedo. (5.155)

5.5. Funciones de Bessel esféricas

Vamos ahora a concentrarnos en el problema de obtener la solucion para la parte radial
de la ecuacion de onda ([5.1)) cuando implementamos la técnica de separacién de variables.
Como hemos visto, la funcién R(r) satisface la ecuacién diferencial

d%(r?fl_f) +[-M—n(n+1)]R = 0. (5.156)

Ya mencionamos que, en el caso de las coordenadas polares, la ecuacion para la parte
radial origina las funciones de Bessel. En este caso, la ecuacién para la parte radial de la
ecuacién de onda también tiene como soluciones una familia de las funciones de Bessel,
que son conocidas como las funciones de Bessel esféricas.
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5.5.1. Funciones de Bessel de orden semientero

Si tomamos la constante de separacion como una constante negativa, la cual denotaremos,
como en otros casos, por A = —k2, con k € R, tenemos que la ecuacién ((5.156) se escribe
como

2 2,..2 —

Si ahora definimos la funcién u(z) como sigue

~u(kr)
R(T) - (k?’)l/Q’
veremos que sus primera y segunda derivadas se escriben como
d 1
d—f = (kr)’l/zku'(kr)—§(kr)’3/2ku(k7"), (5.158)
d2R —-1/27.2 . n —3/27.2 1 3 —5/27.2
o = ()RR () = () 7R () + 5 (k) "2k k). (5.159)

Si sustituimos en la ecuacion ((5.157)), tendremos que la ecuacién diferencial que satisface
u(z) es
(kr) Y2 (kr)2 o (kr) — (kr) 732 (kr)2 o (kr) + %(kr)s/Q(kr)2 w(kr) + 2(kr) Y 2kr ' (kr)
—(kr) 3 kr u(kr) + [(k:r)2 u(kr) —n(n + 1)} (kr)Y2u(kr) = 0.
(5.160)

Factorizando (kr)~'/? y reduciendo términos semejantes en la expresién anterior, podemos
ver que

(kr) Y2 (kr)2 " (k) + krad (kr) — %lu(kr) + [(kr)? —=n® + n)] u(kr)| = 0. (5.161)

De esta forma, la ecuacién diferencial que satisface u(x) (haciendo el cambio = kr) es
de la forma

2 (x) + a () + {ﬁ . B ﬂ u(z) = 0, (5.162)

o bien, notando que n? +n + 1/4 es un cuadrado perfecto, i.e. n> +n+1/4 = (n+1/2)?,

tenemos que
1\ 2
2
Tr—=\n+z
(+2)

que es la ecuacién diferencial de Bessel de orden n + 1/2.

2" (z) + xu' (z) + u(z) =0, (5.163)
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5.5.2. Funciones de Bessel esféricas

Como las soluciones a la ecuacion (5.163)) son la funciones de Bessel, es claro que cualquier
soluciéon puede expresarse como combinacién lineal de las funciones de Bessel J, +%(:c) 0
las funciones de Neumann N, ,1(z). Dado que R(z) = u(kr)/(kr)'/?, entonces, tenemos

que las soluciones a la parte radial de la ecuacién de onda, la ecuacién ([5.157)), se pueden
expresar como

Jntl (kr) BNT%F% (kr)
(kr)1/2 (kr)1/2

R(r)=A (5.164)

En este punto se vuelve conveniente definir un nuevo tipo de funciones, llamadas funciones
de Bessel esféricas, que corresponden a las soluciones de la ecuacién ((5.157]). De esta forma
se definen las funciones de Bessel esféricas, j,(z) y n,(x) como sigue

Funciones de Bessel esféricas

Jn() = oo (@), (5.165)
na(z) = %NnJr%(a:), (5.166)

M0(z) = \/gﬁglm): (@) + ing(2), (5.167)
M (z) = \/gl-[ﬁz%(x)— jn(2) = ing(z). (5.168)

Es bastante claro que varias de las propiedades de las funciones de Bessel esféricas pueden
obtenerse a partir de las propiedades de las funciones de Bessel ordinarias. Por ejemplo, el
desarrollo en serie de potencias para j, puede obtenerse directamente del correspondiente

desarrollo de J,,,
‘ T (_1)k (I)2k+n+1/2
(z) = 4] — Z , 5.169
n(e) \/kazz(]k!(k+n+%)! 2 (5169)

Recordando la férmula de duplicacién de Legendre

1
2! (z + 5)' — 272129, 1),
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podemos notar que la serie (5.169) para j, puede escribirse como sigue,

(n+k) 192k+2n+1 ) po\ 2k+n+1/2
— 1
Vo Z k‘7r1/2 2k +2n+1)! <2> ’ (5.170)

o bien, cancelado algunos factores,

> kon(n +k)! ot
. 5.171
; I 2k;+2n+1) v (5.171)

Un caso especial que merece atencion es n = 0. Del desarrollo en serie anterior observamos

que
- (_1)k o 1 N (_1)k 2k+1
_ DA N Gt 5.172
;(2k+1)!x x;(zkﬂ)!x ! (5.172)

donde podemos reconocer el desarrollo en serie de la funcién sin(x), por lo cual tenemos

que
sin(z)

jolz) = . (5.173)

T

No es dificil darse cuenta de que la funcién ng(x) conduce a una expresién analoga en
términos de cos(z). Para mostrar esto, solamente hay que notar que

n(z) = (=1)"" /7 /22 Jon—1/2(x)

(;{por qué?) y recordar que,

d

o (;I;VJZ,(Q;)> =a"J,_1(x). (5.174)

De hecho, si hacemos v = 1/2 en la expresién anterior, obtenemos

% <x1/2J1/2(x)) = 22 ] pp(2), (5.175)

lo que nos lleva a escribir ny(z) como

no(z) = —\/?%Jl/g(m) = —\/gé% (:El/QJl/g(m)), (5.176)

o bien, notando que el interior de la derivada puede escribirse en términos de jo(x),

no(z) = —li(x 1J1/2(x)) _ —li(xj()(x)), (5.177)

2x r dx
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nos lleva directamente a la identidad,

no(r) = — : (5.178)

Esta tltima identidad para ng(z), junto con la de jo(x), nos llevan también a identida-
des para las funciones de Hankel esféricas, h(()l)(x) y h((f)(x), en términos de funciones
trigonométricas como

WD (z) = smx(:c)_icoi(li):_i%7 (5.179)
h(z) = Smf)ﬂcoz(@ :z’ex . (5.180)

5.5.3. Algunas propiedades de las funciones de Bessel esféricas

Estableceremos ahora algunas propiedades de las funciones de Bessel esféricas que nos van
a servir como punto de partida para obtener férmulas explicitas en términos de funciones
trigonométricas, tal como se hizo para jg y ng. Para empezar, recordemos que las funciones
de Bessel satisfacen las siguientes relaciones de recurrencia:

Fya(2) + Fyo(z) = %Fy(x), (5.181)
F,i(2) = Fy(z) = 2F.(z), (5.182)

en las que F}, representa la funcion de Bessel .Jy, la funcion de Neumann N,, o las funciones
de Hankel HS" o HYY). Si sustituimos v por n+ 1/2 y multiplicamos por (7/22)"/2 en las
ecuaciones de arriba, podemos ver que

For (@) + fannz) = g ), (5.183)

T

fom1(@) = fani(z) = 2(n/22)"2F)(x), (5.184)

donde hemos definido la funcién f,, como

fulz) = \/%F,Hé(m).

Observemos que las funciones f! y F! se relacionan entre si como

dfn(z) |7, 1w 3
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lo que nos lleva a la siguiente identidad,

1 s
/ _ /
fol@) + o fale) =[5 Fu(2), (5.186)
podemos ver que la igualdad (5.184)) puede escribirse

1
Jae1(2) = fara(2) = 2f,(2) + — fal2)- (5.187)
Finalmente, haciendo uso de la relacién de recurrencia (5.183]) en la forma
1 1
_ = — 1

obtenemos que la expresion ([5.187)) puede reescribirse como

fo1(@) = fara(@) = 2fi(2) + [n—1(@) + fara ()], (5.189)
o bien, simplificando,

nfo-i(@) = (n+ 1) fapa(z) = 2n+1)f,(2). (5.190)

2n+1

En resumen, tenemos que las relaciones de recurrencia que obedecen las funciones de
. . 1 2 .
Bessel esféricas f,, (con f, representando j,, ny, Y o h;,)) estan dadas por:

Relaciones de recurrencia I de las funciones de Bessel esféricas

for@) 4 fan(e) = 2 p @), Gaon)

nfo-1(@) — (4 Dfapa(z) = 2n+1)fi(x).  (5.192)

No es dificil darse cuenta de que podemos deducir las siguiente formulas a partir de las
relaciones de recurrencia (5.191)) y (5.192]),

Relaciones de recurrencia II de las funciones de Bessel esféricas

%(x”“fn(:c)) = 2" f, 1(2), (5.193)

%(x_”fn(aj)) = (o), (5.194)




228 Funciones esféricas

Esta tultimas relaciones de recurrencia son de importancia practica, ya que con ayuda de
estas podemos obtener, recursivamente, expresiones para funciones de Bessel esféricas de
orden superior partiendo solamente de las de orden cero. Por ejemplo, si tomamos n = 0

0 1 = 1 s .

de modo que, al sustituir f por j y recordando que jo = sin(x)/x, es claro que

i) == (o)) = -1 (222) (5.196

de modo que

(5.197)

ni(z) = —% (no(x)) = % (Cos(x)) (5.198)

y asi,

ni(z) = —Smgfx) - Cojjg““)‘ (5.199)

Procediendo analogamente con las funciones Ay y hg), o combinando las expresiones
obtenidas para j; y ni, se puede ver que

W) = eix( _1_ _'>, (5.200)
A (z) = 5”(—%+i). (5.201)

En general, podemos escribir férmulas para j,(z), n,(z), hgl)(x) y hf),(x) como derivadas

sucesivas de funciones trigonométricas o exponenciales imaginarias. Estas son conocidas
como las formulas de Rayleigh.
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Foérmulas de Rayleigh

in(z) = (—1)%"(%%)11(%) (5.202)
no(z) = 4-1)%71(&%)%?), (5.203)
é%)n %) (5.204)

|

M () = —i(—l)"az”(
1

M) = i(—l)"x"(

<exi) . (5.205)

.
8

5.5.4. Ortogonalidad de las funciones de Bessel esféricas

No es dificil darse cuenta de que la ortogonalidad de las funciones de Bessel esféricas
se sigue de la correspondiente propiedad de las funciones de Bessel cilindricas. Como
sabemos, la regla de ortogonalidad de estas ultimas esta dada por

“ - ~ 2
[ (Str) e (S e = Vi G e (5:200)
0

a

donde &, se define como el ¢-ésimo cero de la funcién de Bessel J,(z) y a € R es un real
positivo.

Si tomamos v = n+1/2 en laigualdad de arriba y escribimos a J, 1 /2(x) como \/2z /7 j, ()
(en donde = = a, ¢1/a), tendremos que

2
¢ o, n 200 . n ' ’ /2 nt s
/ « ,Z'I"j,n (OC ,ET> « ,Z'rjn (Oé £ ’f’) rdr = a_ [ o ’é,]n—i-l(an,ﬂ)] (5&@. (5207)
o V am a V arm a 2 T

En lo anterior, oy, se define como el ¢-ésimo cero de j,(x). Reacomodando algunos fac-
tores podemos ver, a partir de la igualdad anterior, que la relaciéon de ortogonalidad que
satisfacen las funciones de Bessel esféricas es

Ortogonalidad de j,

CL3

/oaj o (B2 ) g (F2E0) rdr = S L () b (5.208)
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Y, al igual que en el caso de las funciones de Bessel cilindricas, también el conjunto de

funciones o
(i (2240 - ce )
a

forma una base completa de funciones, de modo que cualquier funcién suficientemente
bien comportada f : [0,a] — R puede escribirse como un desarrollo en serie de funciones
de Bessel esféricas,

s . Q0
—SN" 4,5, ( » ) , 5.209
o) =3 A (T (5209)
donde los coeficientes del desarrollo pueden obtenerse gracias a la propiedad de ortogo-

nalidad ([5.208)),
2 1 @ . Qnyp
Ay = ——/ F(r)in (=227 ) r2dr. (5.210)
@ [ (ane)]” Jo <a )

5.6. Ecuaciones diferenciales parciales
en coordenadas esféricas

5.6.1. Ecuacion de onda en un dominio esférico

Procederemos ahora a resolver el problema planteado al inicio de este capitulo, esto es,
vamos a obtener una solucion general de la ecuacién de onda en un dominio esférico de
radio a, pidiendo que la solucién se anule en esta frontera. Como se ha mencionado ya,
la ecuacién de onda en coordenadas esféricas puede descomponerse en cuatro ecuaciones
diferenciales separadas, correspondientes a cada variable independiente,

d ( 2dR 2,.2 o
() ot ) = 0 Gom
d*®
g Tme@) = 0, (5.212)
1 d/. do m2
d2T 21.2
o TekRT = 0. (5.214)

Ya hemos visto que las soluciones correspondientes a la dependencia angular son los
armoénicos esféricos Y, esto es,

O(0)2(¢) = Y,"(0, ),
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mientras que la soluciones a la parte radial corresponden a las funciones de Bessel esféricas,
Jn(kr) y n,(kr). Lo dltimo que falta es obtener la solucién para la parte temporal. Es
facil ver que T'(t) puede escribirse como

T(t) = Acos(wgt) + B sin(wyt),

donde se ha definido wy := kc. Para hallar los valores permitidos de la constante de
separacion k debemos imponer la condicién de frontera. Como hemos indicado que la
funcion ¢ (r, 0, ¢,t) debe anularse en la frontera r = a, entonces, tenemos que la solucién
a la parte radial

R(r) = Cj,(kr) + Dny(kr)

debe anularse en r = a. Como queremos que las funciones sean regulares en el origen, es
indispensable fijar la constante de integracion D = 0 para evitar la divergencia de n,,(kr)
en r = 0. Una vez descartada esta solucién, necesitamos que R(r = a) = 0. Esto nos lleva
a la siguiente igualdad

Jn(ka) = 0.

Los valores de k para los cuales esto sucede son los ceros de la funcién j,(z) divididos
entre a. Esto es, si denotamos por a,, ¢ el ¢-ésimo cero de j,(z), entonces, los valores de k
para los cuales j,(ka) = 0 pueden escribirse como

ko =2t geN. (5.215)

a

El hecho de que m € N se debe a que j, contiene una cantidad infinitamente numerable
de ceros en la recta real positiva. Entonces, queda claro que la parte radial debe escribirse
como

R(r) == Cj, (O‘”’ér). (5.216)

a

Con todo esto, es posible ver que la funcién 1 (r, 0, ¢,t) puede escribirse como la combi-
nacién lineal del producto de estas funciones,

(. 0,6,6) =3 > ulkner) Y0, 6) [ Anme coS(Wnet) + Brym,esin(wnet)]

(=1 n=0 m=—n
(5.217)
donde wy, ¢ se ha definido como w, ¢ := ky, eC.

Ahora, para hallar los coeficientes de este desarrollo vamos ha hacer uso de las condiciones
iniciales y de las propiedades de ortogonalidad de las funciones involucradas. Si suponemos
que ¥(r, 0, ¢,t) toma los valores iniciales

U(r,0,0,t=0) = f(r,0,0), (5.218)
o(r,0,0,t=0) = g(r,0,0), (5.219)
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entonces, la solucién general ((5.217]) debe satisfacer que

F,0,0) = > 3" Appngn(bner) Y, (0, 0) (5.220)

(=1 n=0 m=—n

9(r.0.0) = D > > wuiBumedn(kner) V(0. 0), (5.221)

=1 n=0 m=—n

y como las funciones j, (k’n’g r) Y "(0, ¢) satisfacen en conjunto la siguiente regla de orto-
gonalidad

a T 2 ) ] , . CL3 .
/ / / 2 sin(6) (]n, (ko 7)Y (9,¢)*) (;n(kn,g r)Y,f“(H,@)dcﬁder = % L1 )] GGG
0 0 0
(5.222)
los coeficientes A,, ;¢ ¥ By pueden obtenerse como

2 a s 2
A — 2 . m *
= P Jy 7O Y0, 0 1000

2) a T 2T
Brms = ——— [ 00 (e ) Y000 (0.0 d d
Wn0Q []nJrl(an,m)] 0 Jo Jo
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5.7. Ejercicios

1. Muestra que los coeficientes {C} : k € N}, definidos mediante la relacién de recu-
rrencia

E(k+1)—p
k+2)(k+1)

Clrto Ch, (5.223)

son tales que la serie
> Cpat (5.224)
k=0

es divergente para cualquier 1 no entero. Haz uso del criterio generalizado del co-
ciente para probar que dicha serie diverge.

2. Usando la funcién generatriz de los polinomios de Legendre,
G(x,t) = (1 — 2zt +12)"/* ZP (5.225)
muestra que
i) (2n+1)zP,=(n+1)P, 1 +nP, 1, it) P+ P, =2xP + P,. (5.226)

3. A partir de la funcion generatriz de los polinomios de Legendre ([5.225)), muestra que
la funcién generatriz g(z,t) de las funciones asociadas de Legendre P (z) puede
escribirse como

(—=1)™(2m)!(1 — 22)™/?
g(x t) 2mm|<1 — 2xt + t2 m+1/2 Z n+m (5227)

(Sugerencia: deriva m veces la ecuacién (5.225)) y multiplica por (—1)™(1 —2%)™/? e
identifica las funciones asociadas de Legendre en la serie. Recuerda que P*(xz) =0
sin < m).

4. Usa la funcion generatriz de las funciones asociadas de Legendre g(z, t) dada en ([5.227))
para mostrar la relacion de recurrencia

r(2n—1)P"(x) = (n—m+1)P" (z) + (n+m)P" (x). (5.228)

(Sugerencia: deriva g(z,t) respecto a t. Al final sustituye n + m por n).
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Si se define el operador diferencial

s 0 0
R 70/
L,:=e (89 + i cot (6 )8¢> (5.229)
muestra que
LyY™0,0) = ++/ (1 —m) (I +m+1)Y," (0, $). (5.230)
Recuerda que
Y,"(0,¢) = \/ yE— m)!Pl (cos(0))e"™?. (5.231)

. Evaltia las siguientes integrales

(1) /l (22 + 4x + 2) P, (v)dz, (17) /1 (22° + & — 3) P, (x)dw. (5.232)

1 1

(Sugerencia: usa propiedades de ortogonalidad).

Escribe f(z) = 32° + 2+ 2y g(x) = 32% +42° como desarrollo en serie de Legendre.

. Resuelve la ecuacion de difusién 3D:

dp

ot
en un dominio esférico de radio a. Toma como condicién de frontera que la derivada
normal a la superficie de p(r,t) es igual a cero, es decir, no hay flujo. Usa como
condicién inicial una densidad de particulas arbitraria, p(r,t) = f(r) y luego explora
algunos casos sencillos como f(r) = d(r) o bien f(r) =

= DV?p(r, ), (5.233)

. Resuelve la ecuacion de onda 3D:

1 0%p
V3(r,t) = — == 5.234
Y0 t) = (5.234)
en un dominio contenido entre dos esferas concéntricas, una de radio a y otra de
radio b, con a > b. Toma como condiciones en la frontera las siguientes:

@/J(rat)h‘r”:a =0, y }H || =b =0, (5.235)

es decir, como el caso del tambor anular 2D, pero extendido al caso 3D.

Usa como condiciones iniciales las siguientes:

U(r,t=0) = f(r), y Yt =0)=g(r) (5.236)
Una vez que obtengas la solucién en serie, explora algunos casos sencillos como
f(r) = d(r) con g(r) = 0; o bien, f(r) = cte con g(r) = 0 u otras combinaciones.
Trata de darle sentido fisico a las solucién con las condiciones dadas.
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10. Resuelve la ecuacién de difusion 3D:

% = DV?p(r,t), (5.237)

en un dominio contenido entre dos esferas concéntricas, una de radio a y otra de
radio b, con a > b. Toma como condiciones de frontera:

Vap(r,8)] . =0, y oot =0, (5.238)

donde V,, es la “derivada normal” a la superficie en cuestion. Estas condiciones
significan que no hay flujo por la esfera exterior (la de radio a), pero las particulas
pueden escapar por la superficie esférica interior.

Usa como condicién inicial una densidad de particulas arbitraria, p(r,t) = f(r) y
luego explora algunos casos sencillos como f(r) = d(r) o bien f(r) = cte.
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Capitulo 6

Otras funciones especiales

En este capitulo, analizaremos otra clase de funciones especiales que pueden aparecer en
el estudio de ecuaciones que describen fenémenos fisicos. Vamos a empezar con un grupo
de funciones especiales que son esencialmente polinomios ortogonales. Estos son los po-
linomios de Hermite, que aparecen cuando se estudia el oscilador arménico cuantico, y
los polinomios de Laguerre, que se encuentran cuando se estudia el problema de atomo
de hidrégeno. Posteriormente, daremos una introduccién a las funciones hipergeométricas,
una clase de funciones multiparametricas que solucionan una amplia variedad de ecuacio-
nes diferenciales, cuyos casos especiales abarcan muchas de las funciones especiales que
se han desarrollado hasta este punto.

6.1. Polinomios ortogonales

6.1.1. Polinomios de Hermite

Vamos a comenzar estudiando una familia de polinomios ortogonales, denominados poli-
nomios de Hermite, que son de mucha utilidad al resolver problemas en fisica, asi como
en la teoria de probabilidad y varias otras disciplinas.

Presentaremos los polinomios de Hermite mediante la funciéon generatriz y, con base en
ello, vamos a deducir varias de sus propiedades, incluyendo la ecuacién diferencial que
satisfacen dichas funciones.

La funcién generatriz G(z,t) de los polinomios de Hermite H, (x) es una familia de fun-

237
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ciones que nos permite definir los polinomios de Hermite mediante los coeficientes de su
desarrollo en serie de potencias (en una de sus variables), especificamente, esto se escribe
como,

Gz, t) = e 2 = Z H,( (6.1)

-

Funcion generatriz }

|

Relaciones de o )
recurrencia Representacion integral ‘ { Desarrollo en serie
‘Ecuacién diferencial ‘ ‘ Formula de Rodrigues‘
{ Ortogonalidad l

Figura 6.1: Cuadro sinéptico para deducir algunas propiedades de los polinomios de Hermite.
Esta es una guia para deducir las propiedades elementales de los polinomios de Hermite, pero
este camino no es el Unico.

Para tener un panorama sobre como vamos a proceder para obtener algunas propiedades
de los polinomios de Hermite, en la figura presentamos un cuadro sinéptico que nos
servira como guia para realizar los calculos correspondientes.

Relaciones de recurrencia y la ecuacion de Hermite

Para comenzar, deduciremos las relaciones de recurrencia de las funciones H,, y, a partir
de estas, vamos a obtener la ecuacién diferencial que satisfacen. Comencemos derivando
la funcién generatriz respecto a z,

oG — 9e —t242xt _ QZ H

Oz
n=0

tn—i—l

)— (6.2)

Esta igualdad se puede reescribir en forma conveniente si hacemos el corrimiento de indices
m = n + 1, con lo cual se obtiene

% => (2mHm_1(:c))%. (6.3)

n=0
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Por otro lado, si derivamos respecto a x directamente el desarrollo en serie de la funcion
generatriz, obtenemos

06 _ > () (6.4)

Comparando las ecuaciones (6.3)) y (6.4), podemos ver inmediatamente que las funciones
H, (z) satisfacen la ecuacién siguiente,

H) () = 2nH,_1(x). (6.5)

Si ahora derivamos la funcién generatriz respecto de la variable ¢, obtendremos otra rela-
cién de recurrencia. Comencemos derivando directamente la funciéon generatriz,

oG Com | e tn
— = (=2t +2z)e P2t 2%(—2“23:)}1”(95)5. (6.6)

Haciendo un poco de édlgebra y separando la serie en dos partes, obtenemos

% = (-2)H, W + Z (22)H (6.7)

n=0

Al igual que en el caso anterior, haremos un corrimiento de indices para tener como factor
comun t" en cada serie. No es dificil ver, entonces, que

%—(; => (-2n)H, —n| + Z (22)H, (6.8)

n=0

Por otro lado, derivando el desarrollo en serie respecto a t, obtenemos

Z H,( e 1) (6.9)

y siguiendo los razonamientos anteriores, aplicamos en la serie el corrimiento de indices
para acomodar la serie para que tenga como factor la potencia t". Al igual que en los
casos anteriores, no es dificil ver que

oo tn
= ; 1 (7). (6.10)

De este modo, comparando las ecuaciones y (6.10]), obtenemos la segunda relacién
de recurrencia para las funciones H, (),

Hy1(x) =22H,(z) — 2nH, 1 (x). (6.11)
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Relaciones de recurrencia de los polinomios de Hermite

H (x) = 2nH, (z), (6.12)
Hy(x) = 2xH,(x) —2nH, 1(z). (6.13)

Vamos a usar las relaciones (6.12)) y (6.13|) para obtener la ecuacién diferencial que sa-
tisface las funciones H,. Primero, derivemos respecto a x la expresién (6.12), con lo cual
obtenemos

H!(x) = 2nH] (). (6.14)
Ahora, tomemos la derivada respecto a x de la ecuacién , lo que resulta en
H, (r) = 2zH)(z)+2H,(z)—2nH,_,(z). (6.15)
Si sustituimos —2nH, _; de la igualdad en la ecuacién anterior, podemos ver que
H, (x) = 2zH)(z)+2H,(z) — H, (). (6.16)

Ahora, para deshacernos de la funciéon H]_(x), notemos que la relacién de recurren-
cia (6.12) puede reescribirse como

Hy(z) = 2(n+1)H,(z), (6.17)
al sustituir n 4+ 1 por n. Este resultado se puede usar en la igualdad (6.16|) para obtener,

2(n+ 1)H,(x) = 2zH,(x)+ 2H,(z) — H) (x). (6.18)

Finalmente, al reacomodar los términos de la ecuacién, obtenemos lo que conocemos como
ecuacion de Hermite.

Ecuacién de Hermite

H"(x) — 2xH'(z) + 2nH(z) = 0. (6.19)




Polinomios ortogonales 241

Ortogonalidad

Es claro que la ecuacion de Hermite es una ecuacién diferencial ordinaria y homogénea,
pero que no se encuentra en la forma autoconjugada. Para escribir la ecuacion de Her-
mite en la forma autoconjugada hay que recordar que el factor que convierte la ecuacion
diferencial a su forma autoconjugada esta dado por

LI ) gy, (6.20)

plz) =

Observando la ecuacién de Hermite (6.19)), podemos notar que las funciones py(z) = 1y
p1(z) = —2x, de modo que

€T / xT
/ p151’,§ do! — _/ 20! di! — —1‘2,
p2(T

:1:2

lo que implica que
plz) =e”

Esto muestra que la forma Sturm-Liouville de la ecuacion de Hermite se escribe como

d 2dH, 2
— e = —2ne * H . 21
o (e T ) ne () (6.21)

Ya que contamos con la forma Sturm-Liouville de la ecuacion diferencial, podemos obtener
las condiciones para que se cumpla la ortogonalidad. De hecho, si nos damos cuenta de
que la funcién p(z) = e~** desaparece en +00, podemos establecer sin mayor tramite la
regla de ortogonalidad para las funciones H,(x) como sigue,

/ Ho(2) Hyn(2)e " d = N2, ., (6.22)

siendo N? la norma cuadrada de las funciones de Hermite. Calculemos ahora su valor.

Para este propdsito vamos a hacer uso de la funcién generatriz. Si integramos el cuadrado
., 2

de la funcién G(x,t)e™™" respecto a x, obtenemos

o 5 o0 5 2 5 o0 2 5
/ Gz, ) e de = / [e—t +2$t] e dy — / o2 +iat—a? .

—00 —00

)
942 ) 2
= ¢ 2t / e 4t° 44zt s
—00

= 6_2t2/ e~ (2% (6.23)
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lo cual resulta en

[ ewoperar < e (620

—00

Por otro lado, si integramos el cuadrado de la funcién generatriz pero haciendo uso del
desarrollo en serie de potencias, obtenemos

/ TG e dr = / NS Hu)Hla) e e (6.25)

nlm!
—0o0 —° n=0 m=0

Intercambiando el orden de la suma y la integral obtenemos que

[ Gt = ZZ( [ e

oo n=0 m=0

y haciendo uso de la regla de ortogonalidad obtenida por medio de la teoria de Sturm-
Liouville, es claro que

/OO Gz, t)]* e Z Z N2, mtnm‘, (6.27)

o0 n=0 m=0 ’

lo que resulta en

/ TG e Z jaal (6.28)

In!”
00 o "nln!

Las ecuaciones (6.24]) y (6.28) nos indican que

9 o t2n
Vre =Y N ——, (6.29)
0 n:mn.

de modo que, para hallar los valores de N2, tenemos que hacer el desarrollo en serie de la
funcién e2, lo que nos lleva a escribir la siguiente igualdad,

Z\/' 2 i (6.30)

y para que ambas series coincidan es necesario imponer la igualdad

NQ
V2t =2

n!’
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o bien,

N? = /m2"n!. (6.31)

Esta igualdad quiere decir, esencialmente, que la norma cuadrada de los polinomios de
Hermite viene dada por y/72"n!, o bien, escrito de manera alternativa, tenemos que

/ H2(z)e ™ dz = /72"n). (6.32)

Representaciéon integral y formula de Rodrigues

Vamos ahora a obtener una representacion integral de los polinomios de Hermite y, a
partir de esto, obtendremos la formula de Rodrigues. Primero, debemos darnos cuenta
de que la funcién generatriz nos ofrece una via directa para obtener una representacion
integral, ya que si consideramos la funcién G(x,t) como una funcién de variable compleja
en la variable ¢, entonces, la formula

2 = t"
Gz, t)=e T2 =%" Hy (%) — (6.33)

n=0
se puede considerar como un desarrollo en serie de Laurent. Los coeficientes de dicho
desarrollo, H,, coinciden con la n-ésima derivada de G respecto a t evaluada en el origen,
oG
otr

H,(z) (6.34)

t=0

Esta identidad nos permite aplicar la formula integral de Cauchy para la n-ésima derivada
de una funcién, obteniendo

Hy(z) = jf G.t) (6.35)

27 (A
lo que se puede escribir explicitamente como

|
Hy(z) = = j[ gl et gy (6.36)

= o

Ahora, para obtener una representacién integral (como férmula de Schlaefli), haremos un
cambio de variable en la integral (6.36)). Primero, vamos a completar el cuadrado perfecto
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en el argumento de la exponencial sumando y restando 22, lo que nos permite obtener

lp2®
Ho(z) = nzfm f{t_n—1€—t2+2a:t—x2 2t
nlet® [ e~ (@=1)?
= dt. 6.37
271 ]{ ot ( )

Si ahora hacemos el cambio de variable z = x — ¢, entonces, tenemos las siguientes igual-
dades

t=x—2z = t""=—(-1)"(z—-2)"", dt=—dz

De este modo, podemos ver que

Hox) = B¢ 7{ (e (6.38)

271

o bien, reacomodando los factores convenientemente

> n! -2
Hy(z) = (1) —— ¢ — gz, (6.39)

2mi | (z —x)ntl

De la expresién anterior, observamos inmediatamente (invocando la férmula integral de
2

Cauchy) que
n! e * ds — d"” €_Z2 o d_n e_xz
omi ) (z —x)ntl T den ., da" ’

lo que quiere decir que las funciones H,(z) pueden escribirse como

Hy(z) = (—1)"ef2£<ew2>, (6.40)

dx™
que es la formula de Rodrigues para los polinomios de Hermite.

Es necesario notar que hasta este momento, desde que introdujimos las funciones H,(x),
no hemos visto realmente que se trate de polinomios. La férmula de Rodrigues nos muestra
que, efectivamente, las funciones H, (x) son polinomios de z, ya que al derivar sucesiva-
mente la funciéon e, siempre tenemos como factor comin e~ Este factor multiplicado
por el prefactor e*” que aparece en (6.40) se anula, dejando tnicamente funciones po-
linomiales después de dicha operacién. Algo que puede resultar intrigante es que todas
las propiedades anteriores a la férmula (6.40) se obtuvieron sin necesidad de saber la
naturaleza explicita de las funciones H,,.
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Representacién integral y férmula de Rodrigues de los polinomios de Hermite

|
H,(z) = 2%@ gl e gy (6.41)

H,(z) = (—1)“612%(6—1’2). (6.42)

Ya con la féormula de Rodrigues podemos obtener expresiones explicitas de los primeros
polinomios de Hermite. Es claro que cuando n = 0 tenemos que Hy(x) = 1. Ahora, para
n = 1 podemos evaluar la ecuacién (6.42)) directamente:

Hy(z) = (—1)69«"2%(6@"2) = (—1)6962(—2:56962) = 2. (6.43)

Para el caso n = 2 tenemos que:

d? d
Hy(x) = eIQE(e_IQ) = e’“g% ( - 2.736_362) (6.44)

= v (49526”2 — 26’32) = 4z% — 2.

Y podriamos continuar con el célculo de los polinomios de Hermite de orden superior
aplicando el mismo procedimiento. En el cuadro [6.1], podemos apreciar los primeros diez
polinomios de Hermite calculados de manera explicita. Asimismo, en la figura[6.2] podemos
ver el comportamiento de los primeros seis polinomios de Hermite. Hay que recordar que,
en este caso, el intervalo en el que las funciones H,(z) es toda la recta real, es decir,
z € R.

Desarrollo en serie

A continuacion, obtendremos de manera explicita los polinomios de Hermite como un
desarrollo en serie de potencias. Para ese propodsito vamos a usar el hecho de que los

polinomios de Hermite se generan mediante la funcién G(z,t) = e " +2% esto es,
t2 42zt fo: "
— X

n=0
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n H,(x)

0 1

1 2z

2 422 — 2

3 83 — 12x

4 16x% — 4822 + 12

5 322° — 16023 + 120z

6 6425 — 480z + 72022 — 120

7 12827 — 134425 + 33602° — 1680

8 25628 — 354825 + 134402* — 1344022 + 1680

9 5122 — 921627 + 4838425 — 806402 + 30240z
10 1024210 — 230402® + 1612802 — 4032002* + 30240022 + 30240

Cuadro 6.1:  Polinomios de Hermite. En el cuadro se muestran las expresiones explicitas de
los primeros once polinomios de Hermite.

Para obtener un desarrollo en serie de potencias vamos a desarrollar la funcién exponencial
con la férmula del desarrollo en serie de Taylor que conocemos,

> 1
P Z ] (—t* + 2xt)". (6.46)
n=0

Ahora, debemos notar que el sumando es un binomio a la n-ésima potencia. Usando,
entonces, el bien conocido desarrollo binomial, obtenemos

—t242xt 2\k n—k
— E _E (= (gt

- Yy ﬁ@x)”_k gk (6.47)

Ahora, usaremos una identidad que hemos explotado varias veces para obtener desarrollos
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Figura 6.2: Polinomios de Hermite. En la figura se muestran las gréficas de los primeros seis
polinomios de Hermite: Hy(z), Hi(z), Ha(x), Hs(x), Ha(x) y Hs(x). El dominio en el que se
muestran estas funciones es [—5, 5], pero se extiende, en realidad, en toda la recta real.

en serie de algunas funciones especiales:

o n oo [m/2]
Z Z Ak n—k = Z Z Qs m—2s- (648)
n=0 k=0 m=0 s=0

Para aplicar esta identidad a la ecuacién (6.47)), tenemos que poner el sumando de dicha
expresion como una funcién de k y n — k, de hecho, podemos ver que

—2 X n— n—
t“+2xt Z Z k' 21,) k t( k‘)-i—?k‘ (649)

n=0 k=0

lo que nos permite hacer la sustitucién directa de s por k, y n — k por m — 2s, para
obtener,

_t2+2xt S m—2s ym

=0 s=0

Si cambiamos las variables de sumacién m y s por n y k, respectivamente, podemos ver
que

2 ! t
—t“42xt n—2k ©
‘ =22 ApsTSTIC AT (6:51)
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expresiéon que podemos comparar directamente con el desarrollo en serie,

Caom - t"
o2t ZH”(J;)E (6.52)
n=0

Comparando los coeficientes de t"/n! de las series (6.51) y (6.52)), podemos expresar los
polinomios de Hermite como el siguiente desarrollo en serie de potencias de x como

H,(z) = Zm@x)n—%. (6.53)

6.1.2. Polinomios de Laguerre
Ecuacién de Laguerre y la representacion integral de su solucion

Vamos ahora a presentar los polinomios de Laguerre, pero usando un camino comple-
tamente diferente al caso de los polinomios de Hermite. Primero, vamos a establecer la
ecuacién diferencial y la solucion correspondiente mediante una representacion integral.
Posteriormente, estableceremos diversas propiedades a partir de dicha representacion in-
tegral. Por ejemplo, vamos primero a obtener una férmula de Rodrigues a partir de la
representacion integral para luego obtener un desarrollo en serie de potencias haciendo
uso de la férmula de Leibniz para derivar la potencia de un binomio. Luego, de la misma
representacion integral, vamos a desarrollar la funcion generatriz para luego obtener algu-
nas relaciones de recurrencia en la forma habitual. Sin duda alguna, también abordaremos
la ortogonalidad de los polinomios de Laguerre invocando la teoria de Sturm-Liouville. El
cuadro sinéptico de la figura muestra esquematicamente una guia de las deducciones
que haremos a partir de la representacion integral.

Vamos a comenzar presentando la ecuacion de Laguerre, la cual es una ecuacion diferencial
de segundo orden lineal y homogénea que se escribe como

zy”" + (1 —2)y' +ny =0, (6.54)
con n € Ng.

Vamos ahora a mostrar que la ecuacion de Laguerre tiene como solucién las funciones
L,(x) cuya representacion como integral en el plano complejo se escribe como

1 —zz/(1-2)
Lo(t) = — ¢ 4> (6.55)

C2mi ) (1= z)entl
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{Ecuaoi(’)n diferencial

o

{ Ortogonalidad } Representacion integral
‘ Formula de Rodrigues‘ { Funcion generatriz ‘

l |

‘ D 1 ) Relaciones de
esarrollo en serie recurrencia

Figura 6.3: Cuadro sinéptico para deducir algunas propiedades de los polinomios de Laguerre.
Esta es una guia para deducir las propiedades elementales de los polinomios de Laguerre, pero
este camino no es unico.

donde la integral de contorno se realiza a lo largo de una trayectoria cerrada en cuyo
interior se encuentra el origen del plano-z complejo.

Para mostrar que la funcién L, (z) es, efectivamente, solucion de la ecuaciéon de Laguerre
vamos a obtener las correspondientes derivadas de L, para luego sustituir en la ecua-
ci6én ((6.54). Comencemos escribiendo las derivadas de L, (),

1 > e—xz/(l—z)
L = — — d 6.56
(@) 270 % ( 1-— z) (1 — 2)znt1 “ (6.56)

1 2 e—mz/(l—z)
L = — dz.
() 2mi ) (1 —2)2 (1 — z)znt! :

(6.57)

Si sustituimos estas expresiones para L, y sus derivadas en la ecuacion de Laguerre,
obtenemos

1 2 —zz/(1-2) 1 1— —zz/(1—2) 1 —zz/(1-2)
S R W L5 Y e R Y Y

2mi f (1—2)2(1—2)z"H! T omi 1—2z (1—z)zntl 2mi 1—z)zntt °T

Notemos que las integrales de la ecuacion anterior se realizan todas a lo largo de la misma
trayectoria en el plano complejo, por lo que podemos colocar todos los términos dentro
de una sola integral,

1 122 (1—-2x)z e~o#/(1-2)
— dz = .
27m']{ [(1—2)2 1— - +”]( 2=0, (6.58)

en donde hemos factorizado algunas cantidades en comtn de cada integrando. Para mos-
trar que L,(x) es solucién de la ecuacién de Laguerre, tenemos solamente que probar
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que la integral anterior es, efectivamente, cero. Para eso, vamos primero a considerar la
funcién F'(z,x) que definiremos a continuacion,

P e—xz/(l—z) 6.50
(z,2) = m (6.59)
y vamos a calcular su derivada pero respecto de la variable z,
dF —zz/(1—2) d —zz/(1-2) —zz/(1—2)
ot R c s . (6.60)
dz (1—=2)zrdz\1-=2 (1 —2)2zm (1 — z)zntt
Factoricemos ahora, de la expresién anterior, el término e=**/(=2) /(1 — 2)2"*!, con lo cual
se obtiene
dF d xrz z e~ 22/ (1=2)
B — 6.61
dz [ Zdz(l—z>+1—z n} (1 — z)zntl’ (6.61)
y si, finalmente, desarrollamos la derivada indicada entre paréntesis, obtenemos
dF xrz x> z e~ 22/ (1=2)
- | = — —n|—m— 6.62
dz [ 1—=2 (1—2)2+1—z n}(l—z)z”“’ (6.62)
lo cual puede escribirse de manera més compacta como
aF _ [ @22 _(-zp ] e (6.63)
dz (1 —2)? 1—2z (1 — z)zntt

No es dificil darse cuenta de que esta ultima expresion corresponde exactamente (salvo el
signo menos global) al integrando en la expresion (6.58)), 1o que implica que dicha igualdad
es equivalente a

1 dF
5 P dz = 0. (6.64)
Como la integral se realiza a lo largo de un trayecto cerrado, quiere decir que el resultado
de la integral, que es F(z, z), tiene que ser evaluado en el punto final e inicial, que resultan
ser el mismo punto, indicando que la integral es, en efecto, nula. Esto muestra, entonces,
que las funciones L, (x) representadas a través de la integral compleja de la ecuacién
son soluciones de la ecuacion diferencial de Laguerre.

Ecuacion de Laguerre y soluciéon como representacion integral

2y + (1 —2)y +ny =0, (6.65)
L Lo f et 6.66
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Foérmula de Rodrigues y el desarrollo en serie

Vamos ahora, a partir de la representacién integral de L,,, a deducir algunas propiedades
de dichas funciones. Comenzaremos estableciendo la férmula de Rodrigues para que, a
partir de esta, obtengamos una representacion en serie de las funciones L,,.

La férmula de Rodrigues para los polinomios de Laguerre L, (z) se obtiene a partir de la
representacion integral

L L f et 6.67
n(x)—%j{m Z (6.67)

por medio de un cambio de variables. Sea s una nueva variable compleja tal que su relacion
con la variable de integracién z esta dada por
s—x x

= 5= .
s 1—2

Z =

Ahora hay que notar que esta definicién nos lleva a las siguientes expresiones,

xz x
, dz = —ds,
s

S — X =8z =

1—=z
con lo cual, se puede ver que la integral se puede reescribir como

1 er—s T

LTL<:U> = 27_(.2 ( )(8 I)n—i-l 82 ds
S L (6.68)

271 (s—x)

Esta tltima se puede escribir de una manera mas adecuada si factorizamos de la integral
*. de lo que obtenemos
e’ nl s"e”?

L, = —— ¢ ——— ds, 6.69
(33') n' 27Ti (3 — ;L')n+1 5 ( )

en donde hemos agregado un n! tanto en el numerador como en el denominador. Esto
ultimo se hizo para reconocer la férmula integral de Cauchy para la n-ésima derivada de
una funcion. En efecto, no es dificil darse cuenta de que la integral anterior puede ser
remplazada por la n-ésima derivada del factor s"e™*, evaluada en s = x, es decir,

et d" n,_ —s
Ln($) = m%(SG ) s (670)

S=XT
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lo que, de hecho, se puede escribir como si derivaramos directamente la funcién entre
paréntesis pero usando la variable x, esto es,

e’ d"
_ n_—x

L,(x) = s (x e ), (6.71)
lo que constituye la férmula de Rodrigues para los polinomios L,(z) de Laguerre. En
este punto, podemos apreciar que las funciones L, (z) son, en efecto, polinomios. Esto es
claro por el hecho de que aparecen las funciones e y e™* dentro y fuera de la derivada
respectivamente. Este hecho asegura que dichas funciones se anularan una vez que se
concluye el procedimiento de derivacién. No obstante, es mucho mas facil observar que
las funciones L, (z) son polinomios si obtenemos una representacién como desarrollo en
serie de potencia.

En el cuadro [6.2] se presentan las expresiones explicitas de los primeros ocho polinomios
de Laguerre. En la figura [6.4] podemos apreciar las gréficas de los primeros polinomios
de Laguerre en un intervalo finito no negativo. Hay que recordar que los polinomios de
Laguerre estan definidos de tal manera que son ortogonales con un producto interno a lo
largo del semi-eje real positivo.

n L,(x)

0 1

1 —r+1

2 $(2? — 4z +2)

3 t(—2® + 92° — 182 + 6)

4 o (xt — 1623 + 7222 — 967 + 24)

5 5 (=2 + 2521 — 20023 + 6002% — 600z + 120)

6 =25 (2% — 362° + 4502 — 240023 + 540022 — 4320z + 720)

7 =010 (@7 — 4925 4 882025 — 73502 4 2940023 — 5292022 4 35280 — 5040)

Cuadro 6.2: Polinomios de Laguerre. En el cuadro se muestran las expresiones explicitas de
los primeros ocho polinomios de Laguerre.

Para obtener un desarrollo en serie de potencias, podemos usar la formula de Rodrigues
y aplicar la férmula de Leibniz para la n-ésima derivada de un producto de funciones,

dr " /n\ d*A d"FA
awsw) =3 (7) T T (672
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Polinomios de Laguerre

10.0”_ L(](X)
L1(x)
751 Lo(x)
5.0{ bW
— Lalx)
25— Ls5(x)
5
:é 0.0
—2.51
—-5.01
—7.51
—-10.0 w
0 2 4 6 8 10

Figura 6.4: Polinomios de Laguerre. En la figura se muestran las graficas de los primeros seis
polinomios de Laguerre: Lo(z), L1(z), La(z), L3(z), La(z) y Ls(z).

Aplicando la férmula anterior al producto de ™ con e™* en la formula de Rodrigues para
L,(x) tenemos que,

dn I B n n dkxn dn—ke—x
g eT) = ;(0 dz* dznF

. nl n! —k —k —
;k!(n—k)! (n—k)[x (=1)" e, (6.73)

Si sustituimos este resultado en la ecuacién ([6.71)), tenemos que

L) =S EDT 6.74
() kz:%k:!(n—k)!(n—k:)!x ’ (6.74)

lo que constituye una forma del desarrollo en serie de potencias de las funciones L, (x)
que hemos introducido, inicialmente, a través de una representacién integral. Es necesario
hacer notar que, como ya lo habiamos anticipado, las funciones L, son polinomios de
orden n, algo que se refleja claramente en el desarrollo en serie finito de la expresion
anterior.
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Férmula de Rodrigues y el desarrollo en serie de los polinomios de Laguerre

L) = && (g;"e—l’), (6.75)

n! dxm

= n!(=1)"* _k
Lafe) = kz_; Kl(n —(k)!zn TR (6.76)

Funcién generatriz y relaciones de recurrencia

Vamos ahora a obtener la funciéon generatriz de los polinomios de Laguerre. La forma
en la que se puede obtener esta funcién es a través de la representacion integral dada
inicialmente como solucién de la ecuacién de Laguerre [c.f. Ec. (6.66))], esto es,

L Lof e, 6.77
n(x)—%j{m z. (6.77)

No es dificil darse cuenta de que esta integral tiene la forma de integral de Cauchy, por
lo que la identificacion de la expresion anterior con una derivada n-ésima es directa,

n! e 2z/(1-2) oG
- dz = 6.78
271 ]{ (1 — 2)znt1 T o o (6.78)
donde G' = G(x,t) es la funcién definida como
o=t/ (1-1)

lo significa que las funciones L, (x) se pueden obtener derivando sucesivamente la funcién
G como sigue,
1 0"G

L(a) = =0 = (6.80)

De este modo, es claro que las funciones L, (z) resultan ser los coeficientes del desarrollo
en serie de Laurent de la funcién G(x,t) respecto a la variable ¢,

e—at/(1-t) o0
Glot)=——F = > La(a)t. (6.81)
n=0

Ya que tenemos una expresion para la funcién generatriz de los polinomios de Laguerre
podemos proceder a obtener las relaciones en la forma usual, es decir, derivando la funcion
G(z,t) respecto de sus variables y comparando los desarrollos en serie obtenidos.
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Comencemos derivando G(z,t) respecto a la variable t. Haciendo esto obtenemos
oG e—ut/(—t)  o—at/(—=t) g [ _pt
ot (1—-t)? 11—t E(l—t)

- e g2

_ Gt = G(%ﬂ‘ﬁ

1—t 1—t
Si ahora multiplicamos la igualdad anterior por (1 — ¢)? obtenemos

G(z,1). (6.82)

(1—2t+ t%%—f = (1—2)(1—-1t)G(z,t) — 2tG(x,t)
= (1—z—t+at)G(x,t) — 2tG(x, 1), (6.83)
o bien, simplificando
(1—2t+ t2)%—G = (1—z—-t)G(z,t). (6.84)

Vamos ahora a sustituir, en la expresién anterior, la funcién G(z,t) y su derivada por sus
correspondientes desarrollos en serie, esto es

G(z,t) = Y Ly(x)t", (6.85)
n=0
oG _ inL (z)t" ! = i(n + 1) Ly ()" (6.86)
at n=0 ! n=0 " ’ .
con lo cual se tiene que
> (=2t + ) Ly(a)t"" = > (1 =z —t)Ly(x)t". (6.87)
n=0 n=0
Si separamos las sumas, podemos ver que
ZnL 2t ! Zan t”—i—ZnL ot = "(1-2)L, ZL sy
n=0

Vamos a hacer el corrimiento de indices & = n + 1 donde tengamos la serie con potencias
de la forma t"!, y el corrimiento de indices ¥ = n — 1 donde tengamos la serie con
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potencias de la forma t"~1. En estos casos debemos sustituir n por k —1 o por k+1 segiin
corresponda. Tendremos, entonces, que

oo

> (k+ 1)Ly (x)t* — Z on Ly (z)t" + i(k — D)Ly (x)t* = i(l — &) L (x)t" — i Ly_1(z)t*,
k=0 n=0 k=0

k=0

(6.88)
o bien, sustituyendo la variable k£ por la variable n, se tiene que
Z(?’L + 1 n+1 Z 27’LLn tn + Z(’I’L - I)Ln_l(x)tn = Z(l — Jf Z Ln 1
n=0 n=0 n=0

(6.89)

Esta ultima igualdad nos muestra, al comparar coeficientes, que los polinomios de Laguerre
satisfacen la siguiente relacién de recurrencia

(n+1)Lpy1(z) —2nLy(z)+ (n— 1)Ly 1(x) = (1—2)Ly(x) — Ly_1(z), (6.90)
o bien, reduciendo términos semejantes y reacomodando términos, se tiene que

(n+1)Lyi1(z) = (1—2z+2n)L,(z) —nLl,_1(x). (6.91)

Para obtener una segunda relacion de recurrencia vamos a obtener, primero, una identidad
para la funcién generatriz G(z,t) que mezcla las primeras derivadas parciales en una
igualdad. Comencemos derivando G(z,t) respecto a z,

oG t e—xt/(l—t)
or  1—t (1—1t)

t

= —G(x,t
¢
lo que se puede escribir alternativamente como

oG t
— = ——G(x,1). 6.92

Antes de usar esta expresion para desarrollar GG en términos de los polinomios de Laguerre,
tenemos que observar que

oG xt
T = 1_tG(x,t). (6.93)

Por otro lado, si recordamos la identidad obtenida al derivar respecto a t (cf. ec. (6.84)),

,0G

(1—1)? e (1—2—1t)G(z,1)
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podemos ver que
oG l—t—=x
I=D% = 3= ¢@Y

= Gla,t) - 7—Gla.t),

identidad que al multiplicarla por ¢ queda de la forma

0G xt
t(l—t)— =t t) — t
o bien, de manera equivalente como
xt 0G
1 _tG(x,t) = tG(z,t) —t(1 —t)a,
Combinando esta ultima igualdad con la expresién (6.92), se tiene que
oG oG
— = tG(x,t) —t(1 —t)—. 6.94
250 = Gt 11— 1) (694
No es dificil observar que esta tltima igualdad se puede reescribir como
oG oG 0
1— = t— —t—(tG). (6.95)

Por otro lado, los desarrollos en serie de 0,G' y 0,G y de 9,(tG) se escriben en términos
de los polinomios de Laguerre como

g—f = g[/;(a:)t”, (6.96)
% _ nzanLn(x)t”-l, (6.97)
8 oo
(;tG) - nzzo(n+1)Ln(x)t", (6.98)

los que, al sustituirse en la identidad (6.95]), arrojan la siguiente igualdad,

> aL (o)t = Y nLn(a)t" =) (n+ 1)Ly(x)t"t. (6.99)

Para hacer que las series tengan como potencia comun t", solamente hay que cambiar el
indice n por k — 1 en la tltima serie de la ecuacién anterior. Haciendo esto tenemos que

S Ll ()" = Y nLn(x)t" = kLy_i(x)t". (6.100)
n=0 n=0 k=0
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Y al cambiar la variable k por n se tiene que

Z oL (2)t" = ZnLn(x)t" — Z nL,_1(x)t". (6.101)
n=0 n=0 n=0

Esta tltima igualdad nos permite comparar los coeficientes de t”, lo que nos da una nueva
relacion de recurrencia, la cual se escribe finalmente como

L () =nLy(x) — nl,_1(z). (6.102)

Funcion generatriz de los polinomios de Laguerre

—a:t/ (1-1)

Glot) = ——— Z (6.103)

Relaciones de recurrencia de los polinomios de Laguerre

(n+1)Lyt1(z) = (1—2+2n)L,(z) —nl,1(x), (6.104)

zL (z) = nLy(x)—nL, 1(z). (6.105)

Ortogonalidad

Para desarrollar la ortogonalidad de los polinomios de Laguerre hay que retomar la ecua-
cién de Laguerre y escribirla en su forma autoconjugada. Tal como vimos al inicio de esta
seccion, la ecuacion de Laguerre se escribe como

zy" + (1 —2)y +ny =0, (6.106)

donde hemos supuesto que n € Ny. Podemos observar que, para esta ecuacion diferencial,
los coeficientes p; y ps estan dados por

pa(z) = 7, p(z)=1-uz.
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Esto quiere decir que el factor que lleva la ecuacién de Laguerre a la forma Sturm-Liouville
se puede calcular como sigue:

N )

= éexp (ln(x) — x), (6.107)

o bien, de manera equivalente, tenemos que

w(x) = e ™ (6.108)

Con esto tenemos que, al multiplicar la ecuacién (6.106)) por w(z) = e~*, toma la forma

d( —W\_ _
a(xe %)——ne y(x). (6.109)

Esta tltima ecuacién tiene la forma Sturm-Liouville y sus soluciones siguen siendo los
polinomios de Laguerre. Esta forma de la ecuacion diferencial nos permite ver que la
funcién de peso viene dada por w(z) = e™*, lo que nos indica dos cosas. Primero, como la
funcion de peso desaparece el x = 0y © = +00 tenemos que la condicién de ortogonalidad
se cumple en el intervalo [0, 00). Segundo, al ser la funcién de peso dada por w(z) = e™*,
tenemos que el producto interno entre dos funciones, digamos v y v, vendra dado por la

expresion
(u|v) :—/ u(z)v(z)e “dx,
0

hechos que se desprenden directamente de la teoria de Sturm-Liouville. Una vez que hemos
identificado todos los elementos que intervienen para describir la ortogonalidad, tenemos
que los polinomios de Laguerre satisfacen la siguiente relacién,

/ Lo(2) Ln(z)e"d = N28m, (6.110)
0

siendo N? la norma cuadrada de los polinomios de Laguerre que vamos a calcular a
continuacion.

Para calcular la norma cuadrada de los polinomios de Laguerre, vamos a seguir la misma
estrategia utilizada en los casos anteriores, técnica que consiste, basicamente, en calcular
la integral del cuadrado de la funcion generatriz por la funcién de peso, tal como se realiza
a continuacion,

00 </ o—at/(1-t) 2 00 o—2at/(1-t)
/ G*(z,t)e "dx = / — | e %dx = / ————¢ "dx
0 0 -t o (1—1t)?

% e—(1+2t/(1—t)) «
:/0 T (6.111)




260 Otras funciones especiales

Esta integral es facil de evaluar, ya que el integrando es simplemente una funcién expo-
nencial. En efecto, no es dificil ver que

0 1 1
G?(z,t)e “dr = 6.112
/0 (@) de = AT aa (6.112)
lo cual, al hacer un poco de algebra, se puede reescribir como
o 1 1—t
/0 Glotedr = T ma T
1
= — 6.113
(1 — t)(l + t) ( )
o bien,
*° 1
2 —x _
/0 G*(z,t)e *de = T (6.114)

Por otro lado, la misma integral se puede realizar haciendo uso del desarrollo en serie en
términos de los polinomios de Laguerre, esto es,

/0 " G t)e e = /0 ) (i Ln(x)t”) e
_ /0 b i i Lo () Lo ()t dz. (6.115)

n=0 m=0

Por la propiedad de ortogonalidad queda claro que la integral que aparece en la expresion
anterior queda en términos de una delta de Kronecker, lo que eventualmente elimina una
de la suma, explicitamente tenemos que

/OOOG2(x,t)e—:cdx - iitnm /OooLn(x)Lm(x)e_‘”dx

n=0 m=0
= D> > "N G, (6.116)
n=0 m=0
lo cual se reduce a
/ Gz, t)e "de = Y Nt (6.117)
0 n=0

Las identidades (6.114]) y (6.117)) nos indican que debe valer la siguiente identidad,

1 - 2 42n
s = > N (6.118)
n=0
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lo que que sugiere que, para encontrar una expresion para la constante N2, hay que
desarrollar la funcién en el miembro izquierdo de la ecuacién como una serie de potencias
de t. No es dificil darse cuenta de que el desarrollo en serie que buscamos corresponde a
una serie geométrica, de modo que

fiﬁlz iiNﬁ%. (6.119)
n=0 n=0

Esta ultima igualdad indica claramente que la norma cuadrada de los polinomios de
Laguerre, N2, es simplemente la unidad. En otras palabras, podemos decir sencillamente
que las funciones L,, son ortonormales, ya que dichas funciones tienen norma unitaria.

Ortogonalidad de los polinomios de Laguerre

/OoLn(x)Lm(x)e_xdx = Opm- (6.120)

A manera de resumen, a continuacion, presentaremos las diferentes representaciones que
hemos deducido para los polinomios de Laguerre.

Representaciones de los polinomios de Laguerre
e’ d" n_—x
- n!(=1)"* .
L, = e 6.122
(@) Zk!(n—k)!(n—k’)!x (6.122)
k=0
L L et 6.123
n(e) = mnfk1—@ywlz‘ (6.123)
e’ ste”?®
L, = - ——— ds. 6.124
©) = g § g (0.124)
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6.1.3. Polinomios asociados de Laguerre
Ecuacién asociada de Laguerre

Los polinomios de Laguerre son parte de una familia mas grande de funciones, deno-
minadas funciones asociadas de Laguerre o polinomios asociados de Laguerre, llamados
también de esa forma debido a que las funciones que obtendremos son, justamente, poli-
nomios.

Las funciones asociadas de Laguerre se definen a través de derivadas de los polinomios de
Laguerre como sigue,

k
LF(z) = (—1)’?% (Ln+k(x)). (6.125)

Una de las primeras cosas que podemos notar de esta definicién es que el caso k£ = 0
corresponde a los polinomios de Laguerre. Para valores de k£ superiores tenemos que las
funciones siguen siendo polinomios, pues L¥(z) no es mas que la k-ésima derivada de un
polinomio. Més ain, debido a que L,,; es un polinomio (de Laguerre) de orden n + k,
la k-ésima derivada es un polinomio de orden n. Esto significa que las funciones L (z)
siguen siendo polinomios de orden n.

En lo que sigue, vamos a desarrollar diferentes propiedades de las funciones Lk () basdndo-
nos principalmente en las propiedades ya presentadas de los polinomios de Laguerre.
Comencemos obteniendo la ecuacién diferencial correspondiente. Para este propdsito, pri-
mero, escribimos la ecuacién de Laguerre sustituyendo n por n + k, esto es,

d? Ln+k
dx?

dL,
+(1-2) d:;k + (n+ k) Lni(z) = 0. (6.126)

El siguiente paso que vamos a ejecutar consiste en derivar k£ veces la igualdad anterior,
apoyandonos, por supuesto, en la formula de Leibniz para la k-ésima derivada de un
producto, la cual se escribe como

j_; (A(@B@:)) = Xk: (k) %%. (6.127)

=0

Apliquemos esta férmula a los primeros dos términos de la igualdad (6.126). Para el primer
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término obtenemos
d_k deLnJrk B Iol_’lc d*L,, 1}, h d*=Y (AL,
dxk dx? gk dx? dxk—1 dx?
d? (d"Ly,k d (d"Lpy
= gz~ k—
deQ( dax* > i dx( dx* )
d2LF dLF
— (=1)" no, p2n
(=1) {x dx? * dx 1’

en donde hemos identificado la k-ésima derivada de L, con (—1)¥LF. Para el segundo
término de la igualdad (6.126]) tenemos algo similar

d* ALy, d* (dLyy, d*=t (dLp4y,

i = (1—a)— e

da* (( @) dx ) ( m)d:vk ( dx ) dxk—1 ( dx )
k

= (—1)’“[ (1— x)% — kal(x)] : (6.129)

Con estos resultados podemos ya escribir lo que se obtiene al derivar k veces, término a

término, la ecuacién ((6.126]),

(6.128)

| LY dLy k dLy, k k k
(—=1) {x 72 +k . } + (—1) { (1-— m)% — kLn(I):| + (=1D)%*(n+k)L;(z) =0, (6.130)
o bien, simplificando la expresién anterior tenemos que
d>L* dL* dLF
n (1 n kLF k)LE(2) = 131
T +kda: + (1—2x) T kL;(x)+ (n+k)L;(z) =0, (6.131)
lo cual se puede reescribir como
d2 k de:
oy (14 k- “ 4 nlk(r)=0. 132
xdm2+(+k x)d$+nn(x) 0 (6.132)

Hay que observar, ademas, que los polinomios asociados de Laguerre, que resuelven la
ecuacion anterior, tienen un representacion como desarrollo en serie de potencias que se

obtiene directamente del desarrollo en serie de los polinomios de Laguerre. Debido a la
definicién de LF,

k
Lh(o) = (0¥ o (Laeale)). (6.133)

podemos escribir directamente la siguiente igualdad,

. A (R kD
L) = (_1>w(gos!(n—kk—3)!(n—|—l€—s)!IJr )

& n+k)(=1)"* n+k—s)! .
) SR [l "

n+k—s)n+k—s)! (n—s) ’

(6.134)
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en donde hemos hecho uso del desarrollo en serie de potencias para L,(z) dado en la
ecuacion ((6.76]). Simplificando un poco mas el desarrollo anterior, obtenemos que

k " R
Ln<l’> - ;S!(n+k_3)!(n—s)!x ’

- k) (=)™
-3 <”+')( ]2| ™, (6.135)
= (n—m)!(m + k)im!

Esta ultima expresion para el desarrollo en serie se obtuvo remplazando el indice s por
n—m.

Ecuacion asociada de Laguerre

d2 k de .
n 1 —r)—= L = 0. Nl
T + (1+k—2x) - +nL;(x) 0 (6.136)

Polinomios asociados de Laguerre

& = n+ k) (=1)™ m
L) = Z(n(—;)!()m(wz)!m!x ‘ (6.137)

m=0

Representacion integral y formula de Rodrigues

Vamos ahora a deducir una expresién para la funcién generatriz de los polinomios asocia-
dos de Laguerre. Para este propdsito, usaremos la representacion integral de los polinomios
de Laguerre. Recordemos que la férmula integral para los polinomios de Laguerre estd da-
da por
1 e—zz/(l—z)
Ly(z):=— | ————dz (6.138)

T 2m S (1= 2)zn

donde v es una curva cerrada que contiene al origen pero no contiene ningtin punto del
circulo unitario S' := {z € C : |z| = 1} del plano complejo. Resulta claro entonces que

1 e—:vz/(l—z)
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De modo que los polinomios asociados de Laguerre se escriben, de acuerdo con la defini-

cion ((6.125[), como

dk 1 ef:vz/(lfz)
Liz) = (-1~ =— | —————dz ). 6.140
n(7) = (=1) dxz* <27rz' /,y (1 — z)znthtl Z) ( )
De este modo, conmutando los operadores de derivada e integral, obtenemos que
1 dk e—xz/(l—z)
Lk = (-1)F— d 6.141
n(7) (=1) 2mi /7 dx* ((1 — z)z”+k+1> : ( )

1 —1)kk —zz/(1-2)
= (-1 /< fze dz
Y

o (1 — z)ktlgnth+l

1 e—a:z/(l—z)
- 2_/ 1 Ry
mi ), (1 —2)klz
Es decir, la representacion integral de los polinomios asociados de Laguerre estd dada por
la siguiente expresion

. 1 efxz/(lfz)
) = o /7 T (6.142)

Esta representacion integral de L (x) se puede modificar en la misma forma que lo hicimos
para L, a través de un cambio de variable para eventualmente obtener una férmula de
Rodrigues. De hecho, si hacemos el cambio de variable

s—x x xz

x x
=1--, = s—a= —  dz=—ds, — l—2z=—
s

z =
S s 1—2 52

en la integral (6.142)), entonces, la representacién integral de L* puede reescribirse como

1 —(s—x)
Li(2) = 5 /7 (g)kjl (S_gc)nﬂdz. (6.143)

S S

Si, finalmente, hacemos algunas manipulaciones algebraicas, es sencillo ver que la expre-
sion anterior nos conduce a la siguiente identidad,

& B L e (5=2) xds
LTL<:C) - 21 'y <%>k+1 (%>n+1 82

e Sn—i—ke—s d
o 271 k n+1 8§
T Jy 2 (s — 1)

n+k _,—s
- e [ (6.144)
il

2711 (S - x)n+1 :
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Tenemos que observar que esta tultima integral de contorno puede interpretarse como la
derivada k-ésima de una funciéon compleja si invocamos la bien conocida férmula integral
de Cauchy. Solo para recordar, si f : C — C es analitica en un dominio D C C y si 7y es
un contorno cerrado simple en D, entonces,

_nl f(s)
= _/( . (6.145)

_ n+1
2mi J., (s — 20)

arf
dzm

z=z0

n-+k

Es fécil ver que si tomamos a f(s) como f(s) = s""*e* en la ecuacion ((6.144)), entonces,

E) = (7 %2 S f(s) ds
B = (07 g [ o s

271 —
= ) (e | (6.146)
o bien,
-k, z n
L (z) = xn!e % (2" ke, (6.147)

que es la formula de Rodrigues para los polinomios asociados de Laguerre.

Como resultado adicional de este analisis no es dificil darse cuenta de que la representacién
integral de L (x),

. 1 efxz/(l z)

nos arroja, directamente, por medio de la formula integral de Cauchy, la funcién generatriz
de los polinomios asociados de Laguerre,

xt/l —t)

Gr(z,t) == 1—tk+1 ZL’“ (6.149)

Ortogonalidad

Explorararemos, ahora, la ortogonalidad de los polinomios asociados de Laguerre. Para
desarrollar la ortogonalidad de estas funciones, el paso obligado es escribir la ecuacion
de Laguerre en la forma Sturm-Liouville. De la ecuacién , podemos ver inmedia-
tamente que po(z) = = y pi(x) = 1 + k — x, de modo que el factor que transforma la
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ecuaciéon (6.136)) a su forma Sturm-Liouville estd dado por

w(z) = ieexp (/ #dl«')
_ ie exp ((1 + k) In(z) — .21:) (6.150)

lo que puede escribirse simplemente como

w(x) = afe™. (6.151)

Con este resultado, tenemos que la ecuacién asociada de Laguerre se escribe, en su forma
Sturm-Liouville, como

L a— k -z Tk
— v = — “L 152
dx< e ) nae " L (x) (6.152)

Aligual que en el caso de los polinomios de Laguerre, los polinomios asociados de Laguerre
son ortogonales en el mismo intervalo. Esto se debe a que la funcién

p(z) = 2" e,
es una funcién que se anula en los extremos del intervalo semi-infinito [0, 00), lo que
basta para garantizar la ortogonalidad de las funciones L(x) respecto del indice n y
con funcién de peso z¥e~*. Esto quiere decir, entonces, que los polinomios asociados de
Laguerre satisfacen la siguiente regla de ortogonalidad,

/ abe ™ LF(2)LE (x)dx = N2 1 Onm- (6.153)
0

Para calcular la norma de los polinomios asociados de Laguerre procedemos de la misma
forma en que hallamos la norma de los polinomios de Laguerre L, esto es, calculamos la
integral del cuadrado de la funcién generatriz de L*(x) multiplicada, por supuesto, por
la correspondiente funcién de peso. Primero, recordemos que la funcién generatriz de los
polinomios asociados de Laguerre viene dada por

—zt/ (1—t¢)

Gz, t) = e Z LE(z (6.154)
Por un lado, es posible ver que la integral

I, = / G2(x,t)r*e " dr, (6.155)
0
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se puede resolver exactamente debido a que el integrando resulta ser una funcién expo-
nencial por una potencia de la variable independiente,

oo —2xt/(1—t)
I, = / e—xke’xdx
0

(1 — t)2+2
1 oo
— W/ zhe 10 gy (6.156)
- 0

donde hemos denotado por £ la cantidad £ = 2¢/(1—t), por comodidad para la realizacién
de los calculos que siguen. Debemos darnos cuenta de que a esta ultima integral le falta
muy poco para ser una funciéon gamma. De hecho, si hacemos el cambio de variable
s = (14 &)x podemos ver que

Io— 1 /°° s g
ET A —pEe ), gt @
1 1 OO k_—s
= =P (1 e /0 se”*ds, (6.157)

en la que podemos reconocer la funciéon gamma como resultado de la ultima integracion.
Entonces es claro que

1 k!
Iy = (1 — £)2k42 (1 + £)FtHL’ (6.158)

y recordando que £ = 2t/(1 — t), tenemos que

[ 1 k!
= pFR 2/ (1 - )
k! 1—t)Mt!
= ( ) , (6.159)
(1 —)2k+2 (1 — t 4 2t)k+1
lo cual, después de simplificar, puede escribirse finalmente como
k!

Por otro lado, tenemos que la misma integral se puede obtener alternativamente usando
el desarrollo en serie para G (z,t). Sustituyendo la serie en la integraciéon obtenemos

I, = / (ZL’;(m) t") e dx
0 n=0
= / Z Z LE(z)LE (2) "™k e da. (6.161)
0

n=0 m=0
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Ademas, si recordamos la regla de ortogonalidad que ya obtuvimos gracias a la teoria de
Sturm-Liouville, resulta claro que

o= 3N e / () LE (2)ate " de.

n=0 m=0

= Z Z " N2 S, (6.162)

n=0 m=0

lo que finalmente da el resultado

> N2t (6.163)

Recordando ahora el resultado de I, obtenido por la primera via dado en la ecuacion ((6.160)),
podemos proceder a la comparacién directamente, de lo que se obtiene

2 2n
m ZN L1 (6.164)

Para hallar los coeficientes Nik solo tenemos que desarrollar la expresién en el miembro
izquierdo de la igualdad como una serie de potencias de t. Si observamos que la funcion
K!'/(1 — x)k*L es la k-ésima derivada de la funcién 1/(1 — z), tenemos que

k! o 1
(1—z)k+1  dak\1 -2

= @Z:c", (6.165)

de modo que

k! _ i( n! xn_k_i<”+’f)!xn, (6.166)
—k ’

Al sustituir la variable = por t? resulta claro que

= k)!
-y "+ ) jon (6.167)

k+1
(1 n=0

y, en vista de la igualdad (6.164)), es claro que la norma cuadrada de los polinomios
asociados de Laguerre, Nik, viene dada por

(n+Ek)!
n!

N2, = , (6.168)
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o bien, escribiendo explicitamente la identidad anterior en términos de integrales (o pro-
ducto interno) tenemos que

/ LE(z)LE (2)a"e ™ dr = ~—"5 0pm.- (6.169)

0 n!

6.2. Funciones hipergeométricas

De acuerdo con Jacques Dutka en su trabajo “The early history of the hypergeometric
function” [I§], las funciones hipergeométricas fueron, al parecer, introducidas por John
Wallis en su libro Arithmetica Infinitorum [66] en el ano 1655. En su libro, Wallis estu-
di6 problemas concernientes a la interpolacién de algunas sucesiones de nimeros reales,
tratando de obtener expresiones analiticas para valores no enteros de algunas sucesiones
conocidas en la época. Particularmente, se interesé por algunas sucesiones que no seguian
una regla geométrica, sino ciertas progresiones que ¢l denominé “hipergeométricas” por
tener la caracteristica especial de que los multiplicadores sucesivos no son iguales H Como
curiosidad historica, vale la pena resaltar que, en una famosa carta a Oldenburg del 24 de
octubre de 1676, Newton hace mencion de como ha usado los métodos de interpolacion
de Wallis para el desarrollo del su famoso Teorema del binomio [I§].

Al trabajo de Wallis, le sucedieron los estudios de Euler, Gauss, Kummer, Stirling, Rie-
mann, entre muchos otros autores que contribuyeron a la construccion de la teoria de las
funciones hipergeométricas. No obstante, al parecer fue Carl Friedrich Gauss quien realizo
el primer estudio sistemético completo de la serie hipergeométrica [25].

En esta seccién, vamos a estudiar dos series hipergeométricas, conocidas como la funcion
hipergeométrica y la funcion hipergeométrica confluente. Veremos que estas funciones tie-
nen la cualidad particular de reproducir un gran ntmero de funciones especiales que
ya hemos desarrollado. Ademéds de esto, en multiples ocasiones, varios problemas de la
fisica se pueden resolver a través de las funciones hipergeométricas cuando no es posi-
ble establecer soluciones en términos de funciones elementales o funciones especiales ya
desarrolladas.

1Como ejemplo, la sucesién factorial a,, := n! no es una progresién geométrica debido a que a,,; =
nay. Esto cabria dentro de la definicién de progresion hipergeométrica de Wallis.
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6.2.1. La funcién hipergeométrica

Vamos a comenzar estableciendo la ecuacién hipergedmetrica
z(l —z)y"(z) + [c — (a + b+ D)z]y'(z) — aby(x) = 0, (6.170)

a la cual, algunas veces se le suele llamar ecuacion de Gauss y cuyas soluciones son,
en consecuencia, denominas funciones de Gauss [B]. Una de las soluciones de la ecua-
cién (6.170]) es la funciéon hipergeométrica la cual se define como

o

2 Fi(a,b, c;z) Z n', (6.171)

7’L
n=

funcién que se denomina también serie hipergeométrica. En este punto, vale la pena ha-
blar un poco sobre la notacién de subindices anterior y posterior que definen la funcion
hipergeométrica. Primero, el subindice anterior (el que va al frente como en la notacién
estandar de subindices) indica la cantidad de pardmetros que van, como paréntesis de
Pochhammer, en el denominador del coeficiente de la serie. En este caso, dicho subindice
frontal es 1 por lo que solo tenemos un parametro en el denominador, que es (c),,. Por otro
lado, el subindice posterior (y que es inusual dentro de la notacién que se suele usar para
definir funciones) indica el nimero de parametros que van, como paréntesis de Pochham-
mer en el numerador del coeficiente. Podemos ver que el subindice posterior es 2, por lo
que tenemos dos pardmetros en el numerador, los cuales son (a), y (b),.

A continuacién, vamos a mostrar que la ecuacién hipergeométrica tiene como solucion la
serie dada por la ecuacion (6.171)) usando el método de Frobenius para resolver la ecuacion

diferencial ((6.170)).

Comencemos suponiendo que la solucién a la ecuaciéon hipergeométrica puede escribirse
como un desarrollo en serie de la forma

=> Cpa, (6.172)
n=0

siendo C,, los coeficientes del desarrollo por ahora desconocidos. Vamos a proceder de la
manera usual: vamos a calcular las derivadas de esta tultima serie, lo sustituiremos en la
ecuacion hipergeométrica , y procederemos a hallar una recurrencia para C,. No
es dificil ver que la primera y segunda derivadas de y(z) quedan como

y'(x) = ZnC’n " (6.173)
0

y'(z) = n(n —1)C, 2" 2. (6.174)

n=0
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Antes de sustituir estas expresiones para las derivadas de y(x) vamos a reescribir la ecua-
cién hipergeométrica de una manera conveniente. Si desarrollamos los productos que in-
volucran la primera y segunda derivadas, obtenemos

vy — 2*y" +cy — (a+ b+ 1)zy — aby = 0. (6.175)
Centremos nuestra atencién, por un momento, en los términos zy” y y'. Notemos que al
sustituir en estos las series (6.173)) y (6.174)), la potencia de x es de orden n — 1, siendo n
la variable de sumacién. Como ya sabemos, buscamos que la potencia de x en todas las
series que aparezcan en la ecuacion sea n, de modo que tendremos que realizar
corrimientos de indices para estos casos especificamente.

Comencemos con el término zy” y notemos que

vy’ = Zn(n -1 Zm m+ 1)Cpg ™ (6.176)
n=0 n=0

en donde hemos realizado el cambio de indice m = n — 1. Por otro lado, para y' tenemos
que

o0 o0

V()= nCpa"' = (m+1)Cpyra™, (6.177)

en donde hicimos exactamente el mismo cambio de indice que en la serie anterior. Asi, al
sustituir las series (6.173)) y (6.174]) en la ecuaciéon hipergeométrica ([6.175)), obtenemos

[e.e]

Z {n(n +1)Chy1 —n(n—1)Cp + c(n+1)Cphy1 — (a + b+ 1)nC,, — abC, | 2" = 0,

n=0

en donde hemos factorizado ya la potencia z”. Ahora, todo lo que resta para satisfacer la
igualdad es hacer que cada coeficiente del desarrollo sea cero, es decir,

nn+1)Chi1 —n(n —1)Cp, +¢(n +1)Cpy1 — (a + b+ 1)nC,, — abC,, = 0. (6.178)

Haciendo un poco de algebra es posible ver que la expresién anterior resulta en una

relacion de recurrencia para los coeficientes C),,

nn—1)+ (a+b+ 1)n+ ab
n(n+1)+c(n+1)

Cpiy = C, = 0. (6.179)

Esta ultima expresion se puede reescribir de manera conveniente si notamos que el nume-
rador se puede escribir como sigue,

nin—1)+(a+b+1)n+ab=n*+ (a+bn+ab=(n+a)(n+b), (6.180)
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lo que nos lleva a escribir la recurrencia para C), como

(n+a)(n+b)
(n+1)(n+c)

Cryr = C,. (6.181)

o bien, de manera equivalente,

_(nt+a-1)n+b-1)
o= ten) O (6.182)

No es dificil resolver esta relacion de recurrencia, ya que se puede inferir inmediatamente
escribiendo unos cuantos pasos,

m+a—1)(n+b—1) (n+a—1)(n+b—2)

Cn = n(n+c—1) (n—1)(n+c—2) Ch—2
_ m+a—1)(n+b—-1) (n+a—-1)(n+b—-2) (n+a_3>(n+b_3>0
nte—1)  -Dintc—2) (-Dmntc—3

de manera que no es dificil darse cuenta de que el coeficiente C), toma la forma

B n_l(n—i-a—k—l)(n—i-b—k—l)
C, = (g e k) >Co. (6.183)

Notemos que cada factor en el denominador se puede escribir de manera separada distri-
buyendo la operacién de producto. El resultado de cada elemento de la fraccién se podra
escribir haciendo uso de la notacién de los paréntesis de Pochhammer. Los paréntesis de
Pochhammer se definen como sigue: sea a € R un nimero real y sea n € N un entero no
negativo, entonces, el nimero (a), se define como:

(@), ::a(a+1)(a+2)...(a—|—n—1):ﬂ(a—l—k):ﬁ(a—i—n—k—l). (6.184)

Con esta definicion es posible ver que el coeficiente C,, puede escribirse como

o ( Z—;(gja—k—n)n(_l P o(n+b—k—1)) -
( k:o(”_k))( k:o<n+c—k—1))

= Co. (6.185)

Con este resultado, observamos que una solucion de la ecuacién hipergeométrica puede
escribirse como

o) = 3 1O

z
—~ () n!
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Es facil notar que cuando tomamos el coeficiente Cy (la constante de integracion) co-
mo Cy = 1, entonces, la solucién hallada coincide con la funcién hipergeométrica in-
troducida al inicio de esta seccion. La segunda solucién linealmente independiente de
y1(z) = Cy oF1(a,b, c; x) se puede escribir en términos de la funcién hipergeométrica, de
hecho, no es dificil probar que, esta segunda solucién se puede representar como

() =2 oF(a+1—c,b+1—c¢2—cux), (6.186)
para valores de ¢ diferentes de 2,3,4. ..

Es de utilidad, ademaés, conocer las derivadas de la funcién hipergeométrica. Si tomamos
la derivada respecto de x obtenemos:

d
-5 2F1(a7b; G QZ’) =

@
dx dx —~ n
= (@)n(b)n !
= , (6.187)
,LZ:; (©n  (n—=1)!
y si hacemos el corrimiento de indices £ = n — 1, podemos ver que:
d o — (@)1 (D) s 2"
% gFl(a,b,c,x) = ZW? (6188)

n=0

Ahora, analicemos el cociente que involucra los coeficientes de Pochhammer. Primero,
notemos que podemos obtener una identidad muy sencilla entre paréntesis de Pochhammer
de la siguiente forma:

(@)1 =ala+1)(a+2)...(a+k—1)(a+ k) =ala+ 1).
Esto nos permite escribir, entonces, la derivada de la funcién hipergeométrica como sigue:

d ab = (a + 1)(b+ 1)) 2*
F b c: = = — 1
dx 2 (e, b ) ¢ (c+ 1) k! (6.189)

lo que nos da como resultado la siguiente identidad para la funcién hipergeométrica:

d b
I oFi(a,bye;x) = i oFi(a+1,b+ 1;¢+ 1;2). (6.190)
x c

Esta ultima expresion se puede generalizar inmediatamente para la n-ésima derivada de
o Fi(a, b, c; ). De hecho, no es dificil probar por induccién que:

4 oFi(a,b;c;x) = % oFi(a+n,b+n;c+n;x). (6.191)
Cln

dz™



Funciones hipergeométricas 275

Una de las propiedades importantes de la funcién hipergeométrica es que varias funcio-
nes elementales, asi como varias funciones especiales, se pueden expresar en términos de
oF1(a,b, c;x) con valores especificos de sus pardmetros. El primer ejemplo es la funcién
logaritmo:

In(l4+2z) =2 oFi(1,1;2; —x). (6.192)
Esta identidad se puede probar a partir del desarrollo en serie de potencias:

(Dn(1)n (=1)" 2"
(2),, nl

(112 —2) = )

n=0

(6.193)

Notemos que (1), = n! y, ademés, que
(2),=22+1D)(2+2)...24+n—-1)=2)3)4)---(n+1)=(n+ 1)1, (6.194)
lo cual nos lleva a escribir:
nln!  (=1)"a”
(n+1)! nl
n+1 -

o

oF1(1,1;2; —z) =

Il
o

n

(6.195)

N

Il
o

n

Si en esta ultima serie hacemos el corrimiento de indices £ = n + 1 obtenemos, entonces:

o0 — 1)k ph-1
DR (1,12 —2) = Z()Tm (6.196)

k=1

Recordando que la funcién In(1 4 =) se puede desarrollar en serie de potencia como:

In(1 = —1 nr1 " 6.197
(1+a) =3 (-1 (6.197)
es claro que:
1 o (_1)k+1xk
Fi(1,1:2; — = — - = —In(1 6.198
21(7;7 l’) xkz:; k‘ [L’n( —I—JZ), ( )

lo que demuestra la identidad que habiamos presentado.

De hecho, con la funcién hipergeométrica podemos representar una amplia variedad de
funciones. A continuacion, damos un listado de algunas funciones especiales que podemos
representar en términos de oF(a, b, c; z):
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i. Polinomios de Legendre P, (z) y las funciones asociadas de Legendre P (z):

1—
P.(z) = oF < —n,n+ 1;1; 1 x)) (6.199)

" (- m)! (1= zH)m/? l—x
P (z) = =) 2l o Fy m—n,m+n+1,m+1,T . (6.200)

7i. La funcién beta incompleta, que se define como

B (p.q) :=/ (1 — )7 dt, (6.201)
0

puede escribirse como

P

T
Bi(p,q) = — 2 (P 1—gp+1;2). (6.202)

iti. Funciones de Chebyshev T,,(z), T,(z) y V,(z) definidos como

T, (cos(¢)) = c9s(n¢), (6.203)
Un(cos(¢)) = W (6.204)
Vo(cos(¢)) = sin(no), (6.205)

tienen las siguientes representaciones en términos de la funcién hipergeométrica:

11—
T = oh(-nmgigt). (6:206)
2 2
31—
Uyz) = (n+1) gFl(—n,n+2;§; 5 ), (6.207)
31—
Vo) = nv1— 22 QFl(—n+1,n+1;§; 5 ) (6.208)

1. Los polinomios ultraesféricos cl () (emparentados con los polinomios de Legen-
dre), también llamados polinomios de Gegenbauer, se definen mediante la funcién
generatriz:

1
(1 — 2zt +t2

G(z,t;a) = T = i C@ (z)t", (6.209)
b—

0
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Lo polinomios ultraesféricos tienen la representacion en términos de la funcién hi-
pergeométrica:

n+ 2« 1—x
=———JFi| — 2 1:1 ; . 6.210

v. Las integrales elipticas K (k) y E(k) que se definen como:

K(k) = /0 e (6.211)

B(k) = /0 | — k2 sin2(0)d6. (6.212)

—1; k%), (6.213)

(NN I NG R

i1 k2> . (6.214)

6.2.2. La funcién hipergeométrica confluente

Una funcién hipergeométrica confluente es una solucién de una ecuacion diferencial or-
dinaria que tiene una forma degenerada, es decir, una ecuacién diferencial de tipo hiper-
geométrica, en la que dos de las tres singularidades regulares se fusionan en una singulari-
dad irregular. El término confluente se refiere a la fusion de puntos singulares de familias
de ecuaciones diferenciales, y proviene del latin confluere que significa “fluir en conjun-
to” El Existen varias formas estandar comunes de funciones hipergeométricas confluentes,
entre las que podemos encontrar principalmente las siguientes:

a. La funcién M (a, b, z) de Kummer, la que conoceremos, de aqui en adelante, como la
funcion hipergeométrica confluente, introducida por Kummer en 1837 en su trabajo

2De este mismo vocablo latino proviene el verbo en espaiiol confluir que, de acuerdo con el DRAE [I1],
significa “Dicho de dos o més rios u otras corrientes de agua: juntarse (| unirse)”, o bien, “Dicho de
dos o0 mds caminos: juntarse (| unirse)”, lo que igual aplica a la gente, las ideas, las circunstancias o
los propdsitos. De dicho verbo se desprende la palabra confluencia que significa convergencia, union,
coincidencia, concurrencia o congregacién entre otras posibles acepciones.
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titulado De integralibus quibusdam definitis et seriebus infinitis [35], la cual es una
solucién a la ecuacién diferencial de Kummer. A esta funcién también se le suele
denominar funcion hipergeométrica confluente de primer tipo.

b. La funcién U(a, b, z) de Tricomi que fue introducida por Francesco Tricomi en el afio
1947 en tu trabajo Funzioni ipergeometriche confluenti [63], funcién que, a veces,
se denota por ¥(a;b; z), y es, ademds, otra solucién de la ecuacién diferencial de
Kummer que es linealmente independiente de M (a, b, z). A esta funcién también se
le suele denominar funcion hipergeométrica confluente de sequndo tipo.

c. La funcion de Whittaker es una solucién especial de la ecuacion de Whittaker, una
forma modificada de la ecuacién hipergeométrica confluente, la cual fue introducida
por Whittaker en 1903 en su trabajo An expression of certain known functions as
generalized hypergeometric functions [1] para hacer que las férmulas que involucran
las soluciones sean mas simétricas.

En lo que sigue, vamos a ocuparnos principalmente de la funcién de Kummer y brevemente
de la funcién de Tricomi, es decir, de las funciones hipergeométricas confluentes de primer
y segundo tipo.

La ecuacion de Kummer y la funcion hipergeométrica confluente
de primer tipo

Comencemos estableciendo la asi llamada ecuacién de Kummer, que es una ecuacion
diferencial lineal ordinaria de segundo orden de la forma:

d?y dy
Toat (c— x)% —ay(z) = 0. (6.215)

Una de las soluciones de la ecuacién de Kummer es la funciéon hipergeométrica confluente
(de primer tipo) o funcién de Kummer, la cual esté definida como:

n

1Fi(a;co) =) (@) 2

ER (6.216)

n=0

La notacién que hemos usado es la misma que se ha utilizado para definir la funcion
hipergeométrica introducida en la seccion Esto es, la funcion £} nos indica que se
trata de una serie, de la gran familia de las series hipergeométricas, que tiene parametro
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contenido en un paréntesis de Pochhammer en el numerador, (a),, y uno en el denomina-
dor, (¢),. Alternativamente, la funcién hipergeométrica confluente de primer tipo se suele
denotar por M(a,c,z), de modo que

M(a,c,z) := Z EZ;:Q:L—T (6.217)

n=0

A continuacién, vamos a mostrar que la ecuacién hipergeométrica tiene como solucién la
serie dada por la serie hipergeométrica confluente (6.216]) mediante el método de Frobenius
para resolver la ecuacion diferencial de Kummer ((6.215)).

Al igual que en el caso de la funcién hipergeométrica, partimos del supuesto de que la
solucion de la ecuacién hipergeométrica puede escribirse como un desarrollo en serie de
la forma:

y(x) =Y Cpa", (6.218)

siendo C), los coeficientes del desarrollo por ahora desconocidos. Vamos a proceder de
la manera usual: vamos a calcular las derivadas de esta ultima serie, lo sustituiremos
en la ecuacién de Kummer , y procederemos a hallar una recurrencia para C,.
La primera y segunda derivadas de la suposicion de y(z) como un desarrollo en serie de
potencias nos da lo siguiente:

y(x) = > Cuna", (6.219)
y'(x) = > Cun(n—1)z"2 (6.220)

Sustituyendo las expresiones anteriores en la ecuacién hipergeométrica confluente (|6.215|)
obtenemos

Z Cpn(n — Dzt + Z Cpn(c—x)z" ' — Z aCpz™ = 0. (6.221)
n=0 n=0 n=0

Reacomodando los términos en la ecuacién anterior podemos ver que

oo

i Con(n — 1z ! + i Concx™ ! — i C,nx" — Z aC,x™ = 0. (6.222)
n=1 n=1 n=0

n=0
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Si cambiamos el indice n por k + 1 en las primera dos series de la igualdad anterior,
obtenemos

> Crpak(k +1)a* +> " Crpa(k+ )ea® =~ Cona™ =Y aCha™ = 0. (6.223)
k=0 k=0 n=0 n=0

Ahora, como todas las series ya tienen potencia comtn en la variable x, podemos factorizar
para obtener una sola serie como sigue (cambiamos los indices k por n para que todas las
series tengan indice de sumacién comiin),

Z [ Cryin(n+ 1)+ Cria(n+ 1)e — Cyn — aC’n} " =0. (6.224)

n=0
Por independencia lineal, es claro que los coeficientes del desarrollo deben ser todos iguales
a cero, lo que resulta en una ecuacién de recurrencia para los coeficientes C),,

(n(n+1)+ (n+1)c)Cry1 — (n+a)C, = 0, (6.225)

o bien,
n+a

(n+1)(n+c)

Chy1 = (6.226)

Si ahora escribimos a C), en términos de C,_1 y a C,,_1 en términos de C,,_, y asi sucesi-
vamente,

—1
C, = Lcnih

n(n+c—1)
n+a—2

Cnf = Cnf )

! (n—1)n+c—2 """
-3

Can = nta Cn73-

(n—1)(n+c—3
De modo que podemos inferir que la forma de C,, sera
m+a—1)n+a—-2)(n+a—3)...(a+ 1)a
[n(n—1)(n—2)---2-1][(n+c—1)(n+c—2)(n+c—3)...(c+1)c]
(@)n

n!(c),

c, = Co

OO?

en donde hemos identificado los simbolos de Pochhammer (a), y (¢),, como los productos

(@), = n+a—-1)n+a—-2)(n+a—3)...(a+1)a,
() = (n+c—1n+c—2)n+c—3)...(c+1)c.
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Con lo anterior, queda claro que la solucion de la ecuacién hipergeométrica confluente se
escribe como:

n

= (6.227)

n!

3
8

— (@)
= C,
y(x> 0 Z (C)
n=0
Esto coincide, hasta en una constante de integracién, con la definicién (6.217]), con lo que

se demuestra que la funcién hipergeométrica confluente es, en efecto, una solucién de la
ecuacion de Kummer.

3

Una forma alternativa de obtener la funcion de Kummer, deducida mediante la busqueda
de una soluciéon como desarrollo en serie, es a partir de la conexién de la funcién hiper-
geométrica confluente con la funcién hipergeométrica. Como hemos mencionado al inicio,
la ecuacion hipergeométrica confluente adquiere su nombre debido a la confluencia de
dos puntos singulares de la ecuacion hipergeométrica. Vamos a ver, de manera detallada,
cémo ocurre dicha confluencia que nos lleva de la ecuacién hipergeométrica a la ecuacion
de Kummer. Comencemos recordando que la ecuacién hipergeométrica estd dada por:
2
z(l—z)di—l—[c—(a—l—b%—a)z]@%—aby(z) = 0. (6.228)
dz? dz

Ahora, haremos una transformacién para mover el punto singular regular z = 1 al infinito,
en donde la ecuaciéon ya tiene un punto singular regularﬁ Dicha transformacion esta dada
por z — z/by vamos a hacer tender b al infinito, b — oo, para que el punto z = 1 confluya
eventualmente con la singularidad regular z = oco. Si hacemos la sustitucion de la variable
z por z/b tenemos que la ecuacién hipergeométrica se transforma en:

21 E) W - ey _
s (1 b)b s+ o= (a+b+1) 2 [p22 +aby(z) =0, (6.229)
donde hemos usado del hecho de que:

dy*  ody? dy  dy

diz/o2 ~ Va2 Y Ay T d
Con esto tenemos que la ecuacion ((6.229) queda de la forma:

2\ dy? a 1 dy _

en la que eliminamos un factor b, factor comin en toda la ecuacion. Ahora, si tomamos el
limite en que b tiende a infinito, obtenemos que los factores z/b, a/b y 1/b se hacen cero,
de modo que la ecuacion resultante es:

dy?

dy
st [c— 2] F ay(z) =0, (6.231)

30bsérvese que esta ecuacién tiene tres puntos singulares regulares: z =0, z =1y z = oo.
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la cual es, esencialmente, la ecuacion de Kummer. Esto muestra que dicha ecuacion tiene
como una de sus soluciones la funcion que se obtiene tomando el limite realizado en la
funcion hipergeométrica. Esto es, la ecuaciéon de Kummer tiene como solucion la funcion

y(zr) = blilgo o F (a, b; ¢; %) .

No es dificil probar que este limite corresponde, en realidad, a la funcién de Kummer o
la funcién hipergeométrica confluente de primer tipo:

M(a,c,z) = lim o F; (a, b; c; E) : (6.232)

b—o0 b

Y en este punto, también vale la pena enunciar que la funciéon hipergeométrica confluente
tiene una representacion integral de la forma

F<C) ! ztya—1 _ 4\c—a—1
>/0 e (1 — ) dt. (6.233)

M(a,c,z) :m

Al igual que en el caso de la funcién hipergeométrica, con la funcién hipergeométrica
confluente podemos representar una amplia variedad de funciones. A continuacion, damos
un listado de algunas funciones elementales y especiales que podemos representar en
términos de M (a,c, z).

t. La funcién exponencial:
e®=M(b,b,2). (6.234)

71. La funcion error: esta se define como una integral indefinida de la funcién gaussiana,
es decir,

erf(z) := %/OJ»‘ e dt. (6.235)

Esta funcién se puede expresar en términos de M(a, b, z) como:

erf(z) — %M(% g —xQ). (6.236)

111. Las funciones de Bessel:

e " T\V 1 .

M) = 5T (§> M (V + 52w+ 2@;(;) , (6.237)
e ” T\V 1

L@ = <§> M (u 5w+ 2;(;) . (6.238)
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tv. Las funciones de Hermite:

Hy,(z) = (—1)”%1\4 (—n%:ﬁ) (6.239)
Hopr () — (—1)”wxz\4(—n,g,x2). (6.240)

v. Las funciones de Laguerre y las funciones asociadas:

L,(x) = M(-n,1,x), (6.241)
() %M(—n,m—l—l,x). (6.242)

vi. La funcién gamma incompleta: esta se define como:

v(a,z) = / e ‘o dt, (6.243)
0
y en términos de la funcion de Kummer se puede representar como:

v(a,z) = x2*°M(a,a+1,—x). (6.244)

Vamos a mostrar una identidad de las mencionadas arriba, especificamente la que corres-
ponde a la funcién error. Primero, vamos a comenzar escribiendo el desarrollo en serie de
la funcién error haciendo uso del desarrollo para la funcién exponencial, es decir,

0 nt2n

E (6.245)

n=0

con lo cual podemos ver que

erf(x) =

2 —1)" x2n
- ZT<n!) /Ot dt,

n=0

esto es, el desarrollo en serie de la funcion error es

8

2 (_1)71 x2n+1

erf(z) = ZT T (6.246)

n=0
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Por otro lado, la funcién hipergeométrica confluente M (1 /2,3/2, —xz) esta dada por

13 = (1/2), (=12
M(?é,—x):;é%;n( ?1! : (6.247)

Analicemos los simbolos de Pochhammer (1/2),, y (3/2),. En el primer caso obtenemos
1 1 1 1
a2 = (3)(5+1)(5+2) (3o
YAV 2n —1
o2/ \2/\2 2

2n — 1)!!
— % (6.248)
y recordando que (2n — 1)!! = (2n)!/2"n!, obtenemos que
(2n)!
(/20 = ey (6.249)

De manera analoga, procedemos con (3/2),,. Podemos ver que en este caso obtenemos
3\ /(3 3 3
N EAVEAY A 2n+1
- \2/\2/\2 2

(2n+ )N
= = 7 6.250
. (6.250)
y usando nuevamente la identidad (2n — 1)!! = (2n)!/2"n!, obtenemos
(2n+ 1) (2n)!
B/2n = g (6.251)
Estos resultados nos indican que el cociente (1/2),,/(3/2), puede escribirse como
(1/2), _ (2n)! 221! _ 1 (6.252)

(3/2)n 22rp!l (2n+1) (2n)! 2n+1

Con esto obtenemos que la funcién 2zM (1/2,3/2, —x*) //7 tiene como desarrollo en serie
la siguiente expresion,

27 13 = 2x (—1)"z?
Ml D ) = =
Jr (2’2’ x) z::f n+1 n!
0 2n+1
— A 6.253
Zo 2n+1 n! ( )
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lo que claramente coincide con el desarrollo en serie de la funcién error de la ecua-
cion (6.246).

La funcién de Tricomi

Vamos ahora a desarrollar una segunda solucién de la ecuacion de Kummer. De hecho, la
segunda solucion se puede construir con la funcion hipergeométrica confluente de manera
analoga al caso de la funcién hipergeométrica. De hecho, no es dificil mostrar que la
funcién

yo(r) = 2P M(a+1—b,2 — b,x) (6.254)
es una solucién de la ecuacion de Kummer,

d’y dy
T +(b— x)% —ay(z) = 0. (6.255)

Mostremos que la funcién (j6.254]) es, en efecto, solucién de la ecuacién diferencial ((6.255]).
Comencemos tomando la primera derivada de ys(x), pero antes de eso, por comodidad,
denotaremos por y;(z) la funcién M(a+1—0,2 — b, x):

dyo d 1-b
&= ()
= o 7yi(@) + (1= bla"n(w). (6256)

Mientras que la segunda derivada se escribe

T~ (0 - he )

= o yle) £ 20— ba () — b1~ by (). (6.25)

Al sustituir estas derivadas en la ecuacion de Kummer, nos queda

(2" "yi (2) + 2(1 = D)~y (x) — b(1 = D)z ™"y (x))
+ (b—2)(z" by () + (1 = b)z " yi(2)) — ax' Py (z) = 0. (6.258)

y al agrupar términos semejantes y simplificar un poco, nos queda

o' Pyl (@) + [ 2(1 = b) + (b= 2)] #' "y (2) = b(1 = D)~y ()
+ b(1 = bz "y () — (1 — b+ a)z' Py (z) =0, (6.259)
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o bien, cancelando los términos b(1 —b)z~°y;(z) y dividiendo toda la expresién entre 21~

nos queda que
oy () +[2—=b—2)] yi(z) — (1 = b+ a)y(z) = 0. (6.260)

Si definimos b=2—by da=a=a—b+ 1 tenemos que esta dltima ecuacién luce como:
vyy () + [5 - x)] yh (x) — ay(x) = 0, (6.261)

que resulta ser la ecuacion de Kummer con parametros a y b en lugar de a y b. Pero esto
significa, entonces, que la funcién y; satisface la ecuacién de Kummer y, por lo tanto, la
solucién es

yi1(x) = M(a,b,z) = M(a—b+ 1,2 —b,x). (6.262)

Con esto hemos mostrado que, en efecto, la funcién yo(7) = 2 °M(a—b+1,2—b,z) es la
segunda solucién (linealmente independiente de M (a, ¢, z)) de la ecuacién hipergeométrica
confluente dada en la expresion . Obsérvese que yz(x) es solucién de la ecuacién de
Kummer siempre que b no sea un entero mayor a 1, ya que si esto ocurre (por ejemplo,
hagamos b = 1 +m con m > 0), el factor (2 —b), = (1 —m), es cero (si m = 1) o un
entero negativo (si m > 1), lo que significa que el denominador de al menos un coeficiente
en la serie hipergeométrica confluente,

M(a—m,1—m,z) = ;E;‘:—”m?:% (6.263)

es nulo y, por lo tanto, M(a —m,1 —m,z) queda indeterminada.

Si bien la funcién yo(z) = 2'"°M(a — b + 1,2 — b, z) puede ser buena eleccién para la
segunda solucion de la ecuacion de Kummer, se prefiere el uso de la funciéon de Tricomi,
denominada asi en honor a Francesco Tricomi quien la definié en 1947 [63]. La funcién
de Tricomi se denota por U(a,b,z) y se define como una combinacién lineal de estas
soluciones que hemos desarrollado hasta aqui. Especificamente la funcion de Tricomi,
también llamada funcion hipergeométrica confluente de segundo tipo, se define como:

(1 - b)

r'(b-1)
Fla+1-0)

Ula,b,z) = Ia)

M(a,b, z) + A M(a+1—0,2—b,2). (6.264)
Aunque esta expresién no esta definida para b entero (debido a los factores I'(1 — b) y
I'(b — 2) que provocan la indeterminacién cuando b € Z), la funcién U(a,b, x) tiene la
ventaja de que puede extenderse a cualquier entero b por continuidad. A diferencia de la

funcion de Kummer, que es una funcién entera de z como funcién de variable compleja,



Funciones hipergeométricas 287

la funcién U(a, b, z) suele tener una singularidad en cero. Por ejemplo, si b =0y a # 0,
entonces, I'(a + 1)U(a, b, z) — 1 es asintética a azln(z) cuando z tiende a cero [42]. Al
igual que la funciéon de Kummer, la funciéon de Tricomi tiene una representacién integral
dada por [40]:

1 o
Ula,b, z) = ) / e PN (1L + 1) at. (6.265)
0

T(a)

Esta representacion fue originalmente obtenida por Tricomi en su trabajo de 1947 [63]
(cf. también referencia [64]) haciendo uso de la transformada de Laplace. De hecho, es
posible darse cuenta de que la representacion integral de U(a,b, z) es esencialmente la
transformada de Laplace de una funcién algebraica, la funcién $*=1(1 + ¢)*=2=1,

Es importante mencionar que esta segunda solucién a la ecuacién de Kummer esta definida
de manera univoca [I4] 42] a través de una propiedad asintética que establece que

Ula,b,z) ~27% con z—o00, y larg(z)| <m. (6.266)

Ademas de esto, y al igual que para la funcién de Kummer, la funcién de Tricomi satisface
una relacion funcional, dada por

Ula,b,z) = 2"U(14+a—b,2—b,2) (6.267)
que, junto con la identidad
M(a,b,z) =e* M(b—a,b,—z) (6.268)

para la funcion de Kummer, son conocidas como las transformaciones de Kummer. Esta
ultima identidad se puede encontrar ya en el trabajo original de Kummer de 1837 [35],
mientras que la identidad entre funciones de Tricomi se puede encontrar en su trabajo de
1960 [64].

Al igual que la funcién de Kummer, con la funciéon de Tricomi se puede representar una
amplia variedad de funciones elementales y especiales. Damos, a continuacion, algunos
ejemplos.

i. Una identidad sencilla se obtiene cuando se evalia la funcién en (a,a + 1, 2):
Ula,a+1,2) =2z (6.269)

1. Cuando se evalia la funciéon de Tricomi, obtenemos una integral indefinida que
involucra exponenciales:

Ula,a,z) = ez/ u e “du. (6.270)
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174. Funcién de Bessel modificada de segundo tipo:

/2
U(a,2a,x) = eﬁxlmalfa_l/g(xﬂ). (6.271)
1. Exponencial integral:
U(l,1,z) = e"Ey(z), (6.272)

donde Fi(x) es la exponencial integral definida como:

Ei(x) := /00 eTt dt. (6.273)
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6.3. Ejercicios

1. Sea 1, (x) una funcién definida en términos de los polinomios de Hermite como

e_IQ/QHn(I)

2
n

, con 2 =xt/22m),

wn(x) =

C

Muestra que v satisface la ecuacién diferencial
Y4 (2n 4+ 1 — 2%),(x) = 0.
2. Si definimos la funcién ¥, (z) como en el problema 1, muestra que

a¢n - n1/2¢n—1)
aly, = (n+1)"Y*pp1, (6.274)

donde a y af son dos operadores definidos como
A — 1 N d
V2 )
1 d
= —lz—— 2
a 7 (x dm)‘ (6.275)

3. A partir de la funcién generatriz de los polinomios de Laguerre, muestra que

m+1)Ly(z) = 2n+1—2a)L,(z) —nl,_1(x),
zL (z) = nL,(z)—nL, i(z). (6.276)

4. A partir de la funcién generatriz de los polinomios de Hermite, muestra que

Hgn(()) = w, y H2n+1(0) =0.

n!

5. A partir de la representacion integral de los polinomios de Laguerre L, (z), muestra
que la férmula de Rodrigues para los polinomios asociados de Laguerre, L% (z), se

escribe como i
eyt d" B
LF(z) = — (2" e ).
n! dz"

Recuerda que los polinomios asociados de Laguerre se definen como
k g d*

Sugerencia: deriva k veces la representaciéon integral de L, ., luego usa el cambio
de variable z = (s — z)/s e identifica la funcién dentro de la férmula integral de
Cauchy.
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6. Usando el método de Frobenius, muestra que la solucién de la ecuacién hiper-

geométrica confluente,
vy + (c—2)y —ay =0, (6.277)

tiene una solucion dada por el desarrollo

s
a OZ(C)n

n=0

n

3
8

Sugerencia: asume que la solucién de la ecuacion (6.277)) es regular, i.e., asume que

(o]
= E cnx”,
n=0

y halla los coeficientes del desarrollo.

Muestra que la funcion error erf(z):

erf(z) : \/_ /

se puede escribir en términos de la funcién hipergeométrica confluente como

erf(ac):ﬁ]\/[<;;) x2>.

Sugerencia: primero, encuentra un desarrollo en serie para erf(x) desarrollando la
., _p2 . . .
funcion e dentro de la integral. Luego, integra. Por separado, escribe el desarrollo

1 2
en serie de M (5 s 5, = >, reduce y compara.

Los polinomios de Chebyshev, denotados por U, (z), se pueden definir por medio de
la funcion generatriz

Cul) =15 ¢ =2 Unlx

n=0

Muestra que una expresion en serie de potencias para los polinomios de Chebyshev
es de la forma
n(x) = — = (2x .
— kl(n — 2k)!
Sugerencia: haz ¢ = 2zt — t? y desarrolla (1 — ¢)~! como una serie de potencias.
Luego, desarrolla (22t —t?)" usando el teorema binomial y, entonces, usa la identidad

oo |n/2]

ZZakn E=D D Gmnome (6.278)

n=0 k=0 n=0 m=0
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9. Demuestra las siguientes identidades:

i. Polinomios de Legendre P, () y las funciones asociadas de Legendre P (x):

1—

P.,(z) = QFl(—n,n—l—l;l; 1x>’ (6.279)
(1 — x2)m/? 1—

Pm(z) = EZ—EZ;( 2mmn2‘ 2F1<m—n,m+n+1,m+1; *

>. (6.280)
2. La funcién beta incompleta, que se define como
B.(p,q) 22/ (1 — )7 dt, (6.281)
0

puede escribirse como

P

i
Balpg) == 2B (p,1—gp+1;2). (6.282)

iti. Funciones de Chebyshev T,,(z), T,,(z) y V,,(z) definidos como

Tn(cos(¢)) = cos(ng), (6.283)
sin((n + 1)9)
n = ———, 284
Un(cos(0)) sics (6.284)
Va(cos(¢)) = sin(ne), (6.285)
tienen las siguientes representaciones en términos de la funciéon hipergeométri-
ca:

11—
T.(z) = oF) ( — s —x> (6.286)

27 2

3 1—x
Uyz) = (n+1) 2F1<—n,n+2;§;7>, (6.287)
1—

Vo(z) = nv1—2? 2F1(—n+1,n+1;§; 2I). (6.288)

1v. Los polinomios ultraestéricos i (x) (emparentados con los polinomios de Le-
gendre), también llamados polinomios de Gegenbauer, se definen mediante la
funcién generatriz:

1 o
N o g (a) n
G(z,t; ) (1= 2t 1 £2)0 /?o Gy (z)t". (6.289)
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Lo polinomios ultraesféricos tienen la representacion en términos de la funcién
hipergeométrica:

(@) _ n+ 2« ol 5 11 ‘ T 9
Cy¥(x) S+ 1) 2 n,n+2a+1; +a,—2 . (6.290)

v. Las integrales elipticas K (k) y E(k) que se definen como:

K(k) = / s (6.201)

B(k) = /0 1 — 12 sin2(6)db, (6.292)

s 11

Kk) = =R =, =1k 6.293
() 22 1<2727 ’ )7 ( )

s 11
E(k) == =R — =, =LK ). 294
(k) 221< 2,2,,) (6.294)

10. Muestra que
l—2)*+(1—2)°

i (0,-a} ) = L= 2< . (6.295)

11. Muestra que la funcién de Kummer se puede obtener mediante el limite:

M(a,c,z) = hm o F (a, b; c; %) : (6.296)

b—oo

12. Verifica la primera férmula de transformacion de Kummer:

M(a,c,x) = e*M(c —a,c,—x). (6.297)

13. Verifica las representaciones integrales de las funciones de Kummer y de Tricomi:

F(C) ! tra—1 —a—1
M = (1 - dt
(a7 C7 Z) F a F(C ) / ( ) )
Ula,c,z) = T(a) / e " N1 — ) dt.
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14. Usando la representacién integral de M (a,c,x), verifica la primera identidad de

Kummer:

M(a,c,x) = e*M(c —a,c,—x).

Sugerencia: remplaza la variable de integracién ¢ por 1 — s para liberarse del factor

exponencial e de la integral.

15. Verifica las siguientes identidades relacionadas con la funcion de Kummer.

1. La funcién exponencial:

e* = M(b,b,z).

(6.298)

1i. La funcion error: esta se define como una integral indefinida de la funcién

gaussiana, es decir,

2 T
erf(z) := ﬁ/o e dt.

Esta funcién se puede expresar en términos de M (a, b, z) como:

2z 13
f — M2 2 42
erf(x) NG <2,2, :c>

771. Las funciones de Bessel:

J(r) = m <—>U M <U+ %,21/+ I,Qix) ,

e ” T\V 1
L(z) = —(—> M Sowa1,20).
@) = o7 3 <”+2 v x)

1v. Las funciones de Hermite:

(2n)!

Hon(z) = (—1)”TM (—n,%,ﬁ),

Hopor(z) = (_1)nwxjw(—n,§,x2>.

v. Las funciones de Laguerre y las funciones asociadas:

L,(z) = M(—n,1,z),
(n+m)!

Ly (x) nlm!

M(—n,m+1,z).

(6.299)

(6.300)

(6.301)

(6.302)

(6.303)

(6.304)

(6.305)
(6.306)
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vi. La funcién gamma incompleta inferior se define como:

x
v(a,x) = / e ‘o dt,
0
y en términos de la funcién de Kummer se puede representar como:

Y(z,8) = "M (z,z+1,—s),
Y(z,8) = z 'sfe*M(1,z+1,5).

16. Muestra la validez de las siguientes formulas de derivacién:

cln (a)n
n (a,c, Jf) (C)n (CL+TL,C+TL,£L‘),

%U(a, c,x) = (=1)"(a)U(a+n,c+n,x).

17. Muestra la segunda féormula de transformacion de Kummer:

Ula,b,z) = 2"U(14+a—0b,2—b,2).

18. Verifica las siguientes identidades que involucran a la funciéon de Tricomi.

1. Potencia de z:
Ula,a+1,2)=z""1
12. Integrales de exponenciales:

Ula,a,z) = ez/ u e "du.

131. Funcién de Bessel modificada de segundo tipo:

z/2

¢ =2 K1 a(w/2).

U(a,2a,x) =

1v. Exponencial integral:
U(l,1,z) = e"Ey(x),

donde F;(x) es la exponencial integral definida como:

o] e—t
Ei(z) ::/ Tdt.

(6.307)

(6.308)
(6.309)

(6.310)

(6.311)

(6.312)

(6.313)

(6.314)

(6.315)

(6.316)

(6.317)
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Capitulo 7

Ecuaciones integrales

En este capitulo vamos a estudiar las ecuaciones integrales, un tipo de ecuaciones en las
que la funcién desconocida se encuentra dentro del signo de integral. Vamos a mostrar que
una ecuacion diferencial de segundo orden puede escribirse como una ecuacion integral.
Una ventaja de realizar esta conversion tiene que ver con el hecho de que la ecuacion
integral correspondiente a una ecuaciéon diferencial ya contiene en si misma las condiciones
iniciales o las condiciones de borde. Méas alld de la elegancia de la teoria de ecuaciones
integrales, desde el punto de vista de la fisica, existen muchos problemas en los que surgen
naturalmente ecuaciones integrales para la descripcién del fenémeno correspondiente.

7.1. Tipos de ecuaciones integrales

Vamos a distinguir dos grandes familias de ecuaciones integrales llamadas ecuaciones de
Fredholm y ecuaciones de Volterra. Las ecuaciones de Fredholm son aquellas en las que
los limites de integracién se encuentran fijos, mientras que las de Volterra se caracterizan
por tener un limite de integraciéon variable. Cada una de esta familias se divide en dos
grupos, llamados de primer tipo y de segundo tipo, que se refiere al hecho de si la fun-
cién desconocida se encuentra tnicamente dentro del signo de integral (primer tipo) o si
también aparece fuera de este (segundo tipo).

i. Ecuacién de Fredholm de primer tipo.

b
f(z) = / K(z,y)p(y)dy (7.1)

297
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ii. Ecuacién de Fredholm de segundo tipo.

o(x) = f(x) + A / K (2, 9)6(y)dy (7.2)

iii. Ecuacién de Volterra de primer tipo.

= /xK(x,y)cb(y)dy (7.3)

iv. Ecuacién de Volterra de segundo tipo.

o) = F() + A / " K (e, )6 )dy (7.4)

En todos los casos arriba expuestos, la funcién desconocida se representa por ¢(z), mien-
tras que funciones f(z) y K(x,t) son funciones dadas. La funcién K(z,y) es llamada
nicleo. En el caso particular en que la funcién f(z) es cero, f(z) = 0 para todo z, a la
ecuacion integral se le llama homogénea; en caso contrario, se denomina no homogénea.

7.2. Ecuaciones diferenciales como ecuaciones
integrales

Vamos ahora a transformar el problema de valor inicial de una ecuacién diferencial ordi-
naria de segundo orden a una ecuacion integral. Consideremos la ecuacién diferencial no
homogénea

d*u du
o+ AW) S + Blayu(z) = g(z), (75)
donde g(x) es una funcién dada. Consideremos las condiciones iniciales
u(a) = uy, u'(a) = ug
para a € R.

Si ahora integramos cada término de la ecuacion ([7.5)), desde a hasta un punto z, arbitrario
tendriamos la igualdad

/ dy = u'(z) — U'(a)z/:g(y)dy—/:A(y)l/(y)dy—/;B(y)U(y)dy- (7.6)
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Notemos que si integramos por partes la primera integral en el miembro derecho de la
ecuacion, obtenemos

| Aty = Aut)- [ Aty = Awuto)-A@ula)- [ Aty

De esta manera podemos ver que la ecuacién diferencial considerada toma la forma

(z) = / " g(y)dy + vy + Ala)uo — Alz)u(z) + / " A(y)uly)dy — / " Bly)uly)dy. (7.7)

Integrando nuevamente de a hasta x obtenemos

/

u(@) — o = /( | g<y>dy)dx'+[us+A<a>uo1<x—a>— [ Aty

+ /aw ( /j A()uly) dy) o /: < /:

No es dificil observar que la doble integracién que aparece en la igualdad anterior puede
escribirse como una integral simple haciendo uso de la siguiente identidad:

B<y>u<y>dy) W (18)

/

/j (/ g(y)dy) da! — /j(m — )g(y)dy. (7.9)

Mediante esta identidad podemos observar que la ecuacion ([7.8]) se transforma en

u(w) = / g(y)dy+uO+[UG+A(G)UO](x—a)+/ [~ Aly)+(z—y) (A'(y) — B(y)) July)dy.
(7.10)

Tenemos, entonces, que la ecuacién diferencial ([7.5)) considerada inicialmente es equiva-

lente a la ecuacién de Volterra de segundo tipo (7.10]), cuya forma abreviada se escribe
como

uw) = )+ [ Kle,pyuliy (7.11)
donde la funcién f(x) se define como
flz) = /x g(y)dy + ug + [ug + A(a)ue(z — a), (7.12)

y el ntcleo de dicha ecuacion integral esta dado por

K(z,y) == —A(y) + (z —y) (A'(y) — B(y)) - (7.13)
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7.3. Método de la serie Neumann

Una de las técnicas més generales para resolver ecuaciones integrales, que fue desarrollada
por Neumann, Liouville y Volterra principalmente, consiste en suponer que la solucion
de una ecuacion integral puede escribirse como una serie de funciones que se obtiene de
manera iterada partiendo de una condicion de inicio.

Para ilustrar el método de solucion propuesto, consideremos una ecuaciéon de Fredholm
de segundo tipo,

o(x) = f() + / K (x, £)6(t)dt. (7.14)

Si quisiéramos una aproximacién sencilla a esta ecuacién, podriamos decir que, ¢(z) es
aproximadamente f(z). Esto es debido a que, en la igualdad , podemos ignorar la
integral, en donde aparece la funcién ¢ desconocida. Esto se puede justificar si pensamos
que dicha integral toma un valor pequeno, casi cero, y de esta forma, decir que nuestra
primera aproximacién a la solucién ¢(zx) es la funcién ¢o(z) definida como

Po(x) = f(x). (7.15)

Si quisiéramos una mejor aproximacion podriamos usar esta primera para mejorarla. In-
troduciendo ¢y en el miembro derecho de la ecuacién ([7.14), tenemos que

bu(z) = F(2) + / K (a, t)o(t)dt = [(x) + / K (e, £) (1)t (7.16)

es una mejor aproximacion a la solucién ¢(x). Sustituyendo ahora ¢; el miembro derecho
de la ecuacion ([7.14)), no es dificil ver que una nueva aproximacién seria de la forma

b b b
do(2) = f(z) + / K(x,t) f(t)dt + / / K (2, 0) K (t, t2) f(ts)dt1dts, (7.17)

esto es, ¢(x) ~ ¢o(x).

Si continuamos este procedimiento recursivamente, sustituyendo dentro de la integral la
mas reciente aproximaciéon en la integral para obtener una nueva aproximacion, podemos
observar que, después de n iteraciones, obtenemos

b b b
o) = f@)+ [ Kanswier [ [ Koo+

b b b
+ /a/a/a K(x,t) K (t1,to) - K(tn_1,t,) f(t1) dty dty -+ -dt,  (7.18)
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Si tomamos el limite cuando n — oo, podriamos asegurar que la serie infinita que se
obtiene es la solucién exacta, siempre y cuando la serie sea convergente. Esto es, la solucion

¢(z) podria expresarse como
= un(), (7.19)
n=0

donde las funciones u,(z) se definen como

/ / / K ZE tl tl, tg) K(tn_l, tn)f(tl) dtl dtz tee dtn, para n 2 1

(7.20)
siendo ug(z) = f(z).

Una manera alternativa y a la vez practica para obtener este desarrollo en serie es haciendo
uso de la notacion abstracta de Dirac. La integral

/mew@ﬁ

es, en realidad, un operador lineal aplicado a la funcién ¢. Si denotamos esta operacion
por K y a la funcién ¢(z) como vector ket |¢) asi como a la funcién f como el vector |f),
entonces, la ecuacién integral ((7.14)) puede escribirse de la siguiente manera:

9) = 1) + Kl¢). (7.21)
Nuestra primera aproximacion claramente podria expresarse como:
%) == |[)-
La siguiente aproximacién seria
91) = 1) + KIf),

lo que se obtiene simplemente sustituyendo |¢) por |f) en el lado derecho de la ecua-
cién ([7.21]). No es dificil darse cuenta de que la siguiente aproximacion seria, entonces,

|62) = |f) + Klo1) = [f) + K(|f) +KI[f)) = |f) + KI|f) + KK]|f)
o bien,
|02) = |f) + K[f) + K°[f),

en donde hemos representado por K? la operacién que consiste en aplicar dos veces el
operador integral K. Siguiendo con este procedimiento recursivamente tendriamos que, al
iterar n veces, obtendriamos la n-ésima aproximaciéon como

6n) = /) + KIf) + K| f) + -+ K"|f). (7.22)
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Esta ultima expresion es una serie que se puede reescribir

n

[6n) = Y KH[f), (7.23)

k=0
donde el operador K° se define como el operador identidad, esto es K° := 1.

Si la serie converge, entonces, la solucién formal a este problema se podria escribir como
la serie infinita

0) =D K*If). (7.24)

Para hallar las funciones |u,) := K"|f) todo lo que hay que hacer es notar que |u,) =
K(K"'(f)) = K|u,—1). Esto es, podemos usar la relacién de recurrencia

[un) = Klu,_1) (7.25)
con la condicién inicial |ug) = |f) para hallar todos los términos de la serie.

La ecuacion |u,) = K|u,_1) puede escribirse en su forma integral como

() = / Kz, ) (£)dt, (7.26)

con la condicién inicial ug(x) = f(z), lo que nos ofrece una forma recursiva para hallar
las funciones wu, () y con estas construir la solucién a la ecuacién integral.

Ejemplo 7.3.1. Consideremos la ecuacion integral

6(x) =z + % /_ (1= a)o(0) (7.27)

Para resolver esta ecuacién integral tenemos que calcular las funciones u(z), pues la
solucién se puede escribir como

De acuerdo con la ecuacién (7.25)), estas funciones u(x) deben satisfacer la relacién de
recurrencia

up(z) = —/ (t — x)up—1(t)dt, (7.28)

-1
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con la condicién inicial ug(x) = x.

Calculemos u,(x) para los primeros valores de n. De acuerdo con la relacién de recurrencia
tenemos que

: (7.29)

de modo que

(7.30)

Notemos que estas dos primeras funciones son lineales, ug(z) = z y uy(z) = %, de modo
que resulta razonable preguntarse qué sucede si aplicamos el operador integral a una
funcién lineal arbitraria. Si tomamos la funcién u(x) := ax + b con a y b constantes,
entonces, tenemos que la funcién v(z), que resulta de aplicar la operacién integral
a u(x), nos da

o(z) = %/_ (t—x)u(t)dt:%/_ (t — 2)(at + b)dt

1 1

1 /!
= 5/ (at* + bt — xt — bx)dt,

1

1 (at® (b—x)t? =1
=5 (? + T bfL’t) t:_l, (7.31)
donde es posible ver que
I 1
5 (t—z)(at+b)dt = |—bx+ 3] (7.32)
—1

Observamos que, para obtener uy(z), hay que realizar la operacién anterior para u;(z) = %,
de modo que podemos usar la férmula (7.32)) con a =0y b= %, lo que resulta en

1

Uy = —= T.

Si queremos obtener ug, uy, ...,y en general todas las u,,, podemos hacer uso de la férmu-
la ([7.32)) para calcular las integrales directamente. A continuacién, calculamos algunas u,,
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para valores de n superiores,

)
o = B)-
o - (O
w000

o - ()OOE)

No es dificil convencerse de que, en general, tendremos las siguientes expresiones para sy,

von(z) = (—1)" (%)n . (7.33)

para n > 1. Para us,,1 tenemos algo similar,

1 n+1
U2n+1(1') = (—1)” (g) s (734)
para n > 0.

Con todo esto es claro, que podemos escribir la solucién ¢(x) para la ecuacién inte-
gral ([7.27)) como el siguiente desarrollo en serie,

$(x) = 7 + g(—m <é>nx + g(—m (%)nﬂ. (7.35)

Es claro que los desarrollos anteriores resultan ser series geométricas, por lo cual tenemos

que
1 =z 1 1 1 3w 1 3
¢<x>:x‘§1+§+§1+gﬂ‘(ﬁ)(?)*(g)(z)’ (7.36)

esto es, la solucion es la funcion lineal

¢(z) = %’” + i (7.37)

Ejemplo 7.3.2. Para ilustrar la generalidad del método de la serie de Neumann,
consideremos ahora la ecuacién integral de Volterra de segundo tipo,

é(a) =z + /0 "t = 2)o(t)dt. (7.38)
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Como en el ejemplo anterior, haremos uso de la relacion de recurrencia para las funciones
Uy, que en este caso especifico puede escribirse como

un(z) = /Om(t — x)u,_1(t)dt, (7.39)

con la condicién de inicio ug(z) = .

Vamos a obtener los primeros u,, usando la recurrencia ([7.39)),

w(z) = /Ox(t ~ o)ue(t)dt /Ox(t )bt — %3 - %3 _ (% - %) )
o - () [o-vi- (G-)(5-9)- (-
wn = (-3 fe-a- (G- G-H-1)

De lo anterior, podemos inferir que la funcién u,(z) tendra la forma

Uy (1) = c,z®" (7.40)

donde el coeficiente ¢,, se puede escribir como

n

1 1 “on—(2n+1)  (—1)"
n = J[[l (2n+ 1 %) - E 2n+1)(2n)  @n+ 1)l (7.41)

Con todo esto, podemos ver que la solucién a la ecuacion integral toma la forma

o 2n+1

:Zoun Z 2n+1' : (7.42)

n=

en la que reconocemos la serie como el desarrollo en serie de potencias de la funcién sin(z)
alrededor de z = 0, esto es,

o(x) = sin(z),

es la funcién que resuelve la ecuacion original ((7.38)).

7.4. Meétodo del nicleo separable

Un método alternativo para obtener las soluciones de una ecuacién integral se puede
desarrollar haciendo una hipdtesis sobre las caracteristicas del nucleo. Consideremos una
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ecuacion integral de Fredholm de segundo tipo,

6(z) = f(z)+ / Kz, ) o(t)dt, (7.43)

y supongamos que su nicleo puede escribirse como
K(z,t) =)  Ni(a)M(t). (7.44)
k=0

Si el nicleo de una ecuacién integral puede escribirse de la forma (7.44)), diremos que es
un nucleo separable. Bajo esta hipdtesis, vemos que la ecuacion integral puede escribirse
de la forma

o) = f@)+ [ Y Nala) Mot

k=0

T +§Nk(:c)< / b Mk(t)¢(t)dt). (7.45)

Notemos que lo que se encuentra dentro de los paréntesis no depende de la variable z,
por lo que podemos representar esa operacién como un coeficiente cy,

G = /Mk(t)gb(t)dt, (7.46)

con lo cual tenemos que la ecuacion integral se transforma en
o) = flx)+ ) cNe(x), (7.47)
k=0

es decir, si conociéramos los coeficientes ¢, podriamos afirmar que ¢, la solucién a la
ecuacion integral, es una combinacién lineal de las funciones Ni(x). Podemos apreciar
que los coeficientes ¢, se definen en términos de ¢, por lo que no es posible calcularlos en
este momento. No obstante, si tomamos la expresion para ¢ como combinacién lineal de
las funciones Ni(z) dada en la expresion y la sustituimos en la definicién de los
coeficientes ¢, dada en , tendriamos lo siguiente

w = [ M) [f<t>+§cm<t>] "

a

_ /me(t)f(t)dtJrick / " Mo (1) N(t)dl (7.48)
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Notemos que las integrales que aparecen en la igualdad anterior ya no dependen de ninguna
variable independiente (ni de z ni de t), solo de los indices de las funciones involucradas
en el nicleo. Si adoptamos la siguiente notacion para estas integrales,

b

fm = | Mpu(t)f(t)dt
ab
Apr = / Mo ()N, (2)dt. (7.49)

Con estas definiciones, podemos ver que el coeficiente ¢,, puede escribirse como

n
Cn = Jm+ Z Ak Croy (7.50)
k=0
que es una ecuacion lineal, cuya representacion matricial puede escribirse

c = f+Ac (7.51)

donde los vectores ¢ y f asi como la matriz A, se definen como

&1 fi A1,1 A1,2 T Al,n
c A A v Asg g,

c:= -2 , f:= Jf2 , A= ,2’1 ,2’2 ) 2 . (7.52)
Cn, fn An,l An,2 e An,n

Claramente, el vector ¢ contiene los coeficientes desconocidos en términos de los cuales
podemos escribir la solucién a la ecuacion integral. Para hallarlos, todo lo que hay que
hacer es despejar ¢ de la ecuacion ([7.51]). Observamos que el vector ¢ puede escribirse
como

c=1—-A)""'f, (7.53)

esto es, solo tenemos que invertir una matriz de n x n y aplicarla sobre el vector f. Una
vez hecho esto, la solucion a la ecuacién integral (7.43) queda dada por

¢(z) = flz)+ ) exlNu(2), (7.54)

Si ahora consideramos la ecuacion de Fredholm de segundo tipo como un problema de
valores propios, es decir, consideramos el problema homogéneo

b(x) = A / K(z, )o(t)dt, (7.55)



308 Ecuaciones integrales

donde buscamos los valores de A y ¢ que satisfacen dicha ecuacion.

No es dificil adaptar los calculos que hemos hecho para este caso. Si definimos los vectores
cy f, asi como la matriz A, al igual que en el caso anterior, podemos ver que en este caso
el vector f es cero ya que f(z) = 0. Entonces, la ecuacién para los ¢, puede escribirse
como

Cmn = /\ZAm,k Cr, (756)
k=0

la cual, al resolverla, nos da la posibilidad de escribir la solucién a la ec. ((7.55) como

dx) = A cNi(x). (7.57)

Es claro que la ecuacién (7.56|) es un problema de vectores y valores propios, esto es,
buscamos los valores de A y los vectores ¢ que satisfagan la ecuacion

c = Mc, (7.58)
donde los elementos matriciales de A se obtienen a partir del niicleo separable
K(z,t) = Y Ni(a)M,(t)dt, (7.59)
k=0
como las integrales,
b
Ay = / M (#) No(8)dt. (7.60)

Ejemplo 7.4.1. Como ejemplo de esta metodologia consideremos la ecuacién in-
tegral de valores propios

(z) = )\/_ (t — x)%(t)dt. (7.61)

1

El nicleo de esta ecuacion diferencial es separable, pues al desarrollar el binomio cuadrado

podemos ver que
K(z,t) = (t —2)* = t* — 22t + 27, (7.62)

lo que claramente estd en la forma separable de acuerdo con la igualdad ([7.44)). Para deter-
minar las funciones Ny y My, podemos hacer las asignaciones siguientes: Ny (z)M;(t) = t2,
Ny(x)My(t) = —2xt, N3(x)Ms(t) = x2. De estas igualdades podemos ver que

Ni(x) =1, Ny(x) = =2z, Ns(z) = 22,

M (t) =2, My(t) =t, Ms(t) = 1.
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Una vez que se tienen bien definidas las funciones Ny y M}, podemos calcular los elementos
matriciales A,, ;. Usando la expresién (7.60), podemos ver que

Ay = /1 t*)(1)dt = g Ag = /1 ) (=2t)dt =0,  Ajz= /1 () dt = %

1 1 1

Az,lz/l(t)(l)dtzo, Ag,gz/l(t)(—%)dt:—%, A2,3=/1<t>(t2)dt:o,

1 1

Azq = /1 (D)(1)dt =2, Asg = /1 (1)(=2t)dt = 0, Ass = /1 (1)(tH)dt = ;

1 1

Con todo esto, notamos que la matriz A toma la forma

2 0 2
3 5

A=|0 -5 0 (7.63)
2 0 3

Entonces, para hallar todas las funciones propias y los valores propios de la ecuacion
integral ([7.61]), hay que determinar los valores y vectores propios de la matriz A.

El polinomio caracteristico de A puede escribirse como

G () E) ()-o

(7.64)
Es decir, la ecuacién caracteristica que hay que resolver para obtener los valores propios

es () ()]

De la expresion anterior, es posible ver que uno de los valores propios es —4/3, mientras
que los otros dos se obtienen resolviendo la ecuacion cuadratica resultante. Un calculo
directo nos muestra que los valores propios estan dados por

=
e}
(@Y N

det(A—pl) = 0 —3—-u
2

4 2

_2, 2
37 M2_3 \/57 M3

2
e (7.66)

Después de algunos calculos algebraicos, es posible ver que los vectores propios de la
matriz A pueden escribirse como sigue

M1 = —

0 1 _1
V5 V5
a] .= 1 s Ay = 0 s az .= 0 (767)
0 1 1
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En lo anterior hemos denotado por a;, as y as los vectores propios de la matriz A, esto
es, los vectores ¢ que son solucién de la ecuacion

pe = Ac.

Como nuestra ecuacion de valores propios que se obtiene de la ecuacién integral se escribe
en la forma

c = MAc,

es claro que el papel de A es 1/, con lo cual tenemos que los valores propios de la ecuacién
integral son

3 2 2\! 2 2\
P P— o= 2+ |, == 7.68
1Ty 2 (3 \/5> ’ <3 \/5) (769

con las funciones propias asociadas

3 3 3

Sr(r) =MD (), Ni(x),  da(x) =AY (a2); Nj(z),  ds(x) = A3 Y (as); Nj(x)
J=1 7j=1 7j=1

(7.69)

Si recordamos que las funciones N; estan definidas como Ni(z) = 1, No(z) = —2z y

N3(x) = 22, podemos escribir explicitamente las funciones propias como

bila) = (-2 =

- (3) (5+7)
o - (-5) (5+7)

lo que resuelve el problema de valores propios y funciones propias de la ecuacién inte-

gral (7.61)).

7.5. La teoria de Hilbert-Schmidt

La teoria de Hilbert-Schmidt trata de ecuaciones integrales lineales del tipo Fredholm con
ntcleos simétricos, es decir, con nicleos K(x,t) que satisfacen la propiedad:

K(z,t) = K(t,z). (7.70)
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La simetria, en este caso, es de gran importancia, tanto porque conduce a resultados
paralelos a los que hemos establecido para la teoria de ecuaciones diferenciales de Sturm-
Liouville, como porque muchos problemas de relevancia fisica pueden escribirse como
ecuaciones integrales de Fredholm con ntcleos simétricos. Antes de sumergirnos en la
teoria, debemos observar que esta propiedad de simetria no es limitante, ya que algunos
nicleos no simétricos importantes pueden volverse simétricos. Especificamente, si tenemos
la ecuacion

o(x) = F(x) + A / R (. )p(t)o(t) dt. (7.71)

entonces, el nicleo de esta ecuacién es K(xz,t)p(t) y claramente no es simétrico si la
funcién K(z,t) si es simétrica. No obstante, si definimos una funcién ¢ (z) como

U(z) = v p(x)o(2), (7.72)

entonces, 1 pasa a jugar el papel de funcion incégnita y debe satisfacer la ecuacion
siguiente:

b(#) = p@) () + A / V@)K (. 1)v/p®) v/ pD(t)dt
— @) () + A / V@) R (z, )y o0 (t)dt. (7.73)

Pero notemos que, en este caso, el nucleo de la ecuacion integral anterior ahora es la
funcion /p(x)K(x,t)\/p(t), la cual satisface justamente la propiedad de simetria. De
este modo, tenemos que ¥ (x) satisface una ecuacién integral con nicleo simétrico, es
decir

w(x) = pl@)flz) + A / b K (x, t)(t)dt, (7.74)
cuyo niicleo K (z,t) estd definido como:
K(z,t) := V/p(2)K (2,0)y/p(t) = /p(O K (t,2)V/p(t) = K(t,z),
y donde el término de inhomogeneidad estd dado por
f(x) = Vp(x) f(x).

Esto muestra que estudiar ecuaciones con ntcleo simétrico puede abarcar una amplia clase
de ecuaciones integrales que no son simétricas.
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Vamos ahora a enfocarnos en las ecuaciones de Fredholm homogéneas de segundo tipo, es
decir:

b) = A / K (x, 8)6(t)dt. (7.75)

Suponemos que el nicleo K (x,t) es simétrico y real. Quizds una de las primeras preguntas
que podriamos hacernos sobre la ecuacién serian: jtiene sentido?, o mas precisamente:
jexiste un valor propio que satisfaga esta ecuacién? Esta pregunta puede responderse
afirmativamente. De hecho Courant y Hilbert [12] muestran que, si K(z,t) es continuo,
existe al menos uno de esos valores propios y posiblemente un nimero infinito de estos.

En este punto, es 1til observar que la ecuacién representa un problema de valo-
res propios de operador lineal K definido mediante la integral del lado derecho que, en
general, convierte la funcién ¢ en alguna otra funcion. Este hecho lo podemos indicar
simbdlicamente mediante la ecuacién siguiente:

b
v(x) = Ko(z) = / K(x,t)o(t)dt. (7.76)
De este modo tenemos que la ecuacién integral (|7.75)) queda escrita como
1
Ko(w) = 5 6(), (7.77)

en la que podemos ver que, el valor propio asociado al operador K, es 1/\.

Observamos que, efectivamente, el operador K es lineal debido a que satisface la propiedad

K(a1¢1(x) + a2¢2(x)> = 1Ko (z) + aaKoo(x). (7.78)

Si, ademds, definimos el producto interno entre dos funciones ¢(z) y ¥ () como:

(1) = / 4 (2)g(a)d, (7.79)

entonces, podemos apreciar que bajo este producto interno el operador K es autoconjugado
(o hermitico), es decir, que satisface la propiedad:

(W[Ke) = (Ky|o), (7.80)

siempre que el nucleo, ademas de simétrico, sea real. Esta identidad se puede verificar
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facilmente con el producto interno definido arriba:

(WIK) / V(@)K (z)da = / oz {
//w t)dtda = /[ bK )d:c] P(t)dt
/a [/ K(:c,t)w(a:)da:} ¢(t)dt:/a [Kyp()]" o(t)dt. (7.81)

(WIK) = / [KCy()]” d(t)dt = (o), (7.82)

a

@\@

K(z ,t)qs(t)dt] dx

(=

Es decir, tenemos,

que es la propiedad de hermiticidad (autoconjugado) que habfamos anticipado en la ecua-

cion ([7.80)).

La linealidad y la hermiticidad indican que podemos confirmar que X tiene las propiedades
clave que nos permiten declarar que sus valores propios son reales y (excepto en el caso
de degeneracién) sus vectores propios son ortogonales. Si bien lo anterior constituye una
demostracion completa de la ortogonalidad de nuestras soluciones a la ecuacién homogénea
de Fredholm, confirmemos estas propiedades de manera explicita.

Comencemos suponiendo que ¢; : son dos funciones propias del operador K asociadas
j

a valores propios que denotaremos por A; y A; respectivamente. Esto se puede escribir

explicitamente como:

Ali¢i(x) = /aK(x,t)gbi(t)dt, (7.83)
b
)\iqﬁj(:p) = /aK(x,t)gbj(t)dt. (7.84)

J

Si multiplicamos la ecuacién ([7.83) por ¢}(z) y la ecuacién (7.84) por ¢ (), y si integra-

mos de a a b, obtendremos:

b b b
A% / ¢;(x)gi(x) dw = / / K (2, )¢ (x)di(t) dt dw (7.85)
%j / ¢; (2)¢j(x) de = / / K (2, )% ()¢, (t) dt . (7.86)

Ya que hemos requerido que el nicleo K (z,t) sea real y simétrico (para que el operador K
sea autoconjugado), entonces usaremos esta propiedad para reescribir la identidad (|7.86)).



314 Ecuaciones integrales

Primero, vamos a tomar el complejo conjugado de cada miembro de la ecuacion indicada,
es decir,

Ai; / bi(2)d) () dr = / / K (2, £)64(2) 62 (t) dt do. (7.87)

Noétese que K (z,t) queda inalterado porque es real. Ahora, como las variables de inte-
gracion son mudas, las podemos remplazar por cualquier otra variable, pero en particular
podemos intercambiarlas entre si, es decir, intercambiaremos x por t en esta tltima inte-
gral doble:

1 b . b b .
- / bi(0)d5 (@) de = / / K (2, 8)6:(t) % () dt d. (7.88)
j a a Ja
Noétese nuevamente que K (x,t) queda inalterado por la propiedad de simetria.

Ahora tomaremos cada miembro de la ecuacién ([7.88) y lo restaremos a cada miembro de
la ecuacién ([7.85) respectivamente, con lo que se obtiene la igualdad:

Exactamente como se argumento en el caso de la teoria de Sturm-Liouville, tenemos que,
cuando los valores propios son iguales, claramente la igualdad anterior se satisface. Sin
embargo, si los valores propios fueran diferentes, \; # A;, entonces, la unica forma de
satisfacer la igualdad anterior es que la integral sea cero, es decir, el producto interno:

b
(61l6) = / b(@)¢i(a)dr =0, 4], (7.90)

lo que implica que cualesquiera dos funciones propias del operador autoconjugado X, aso-
ciados a valores propios diferentes por supuesto, son ortogonales. Es importante mencionar
que este resultado se puede extender al caso en el que K(z,t) es hermitico, es decir, si
cumple con la condicién K (z,t) = K*(t,z), ya que todos los paso realizados hasta ahora
son validos cuando establecemos esa condicién.

Debe enfatizarse que esta teoria de Hilbert-Schmidt se ocupa solamente de establecer
las propiedades de los valores propios (reales) y las funciones propias (ortogonalidad,
completitud), las cuales pueden ser de gran interés y valor en problemas précticos. Es
importante mencionar que la teoria de Hilbert-Schmidt no resuelve la ecuacion integral
homogénea asi como la teoria de Sturm-Liouville no resuelve las ecuaciones diferenciales
ordinarias. Las soluciones de la ecuaciéon integral se obtienen mediante la aplicacién de
técnicas como las que se introdujeron en las secciones anteriores o quizas, incluso, mediante
métodos numéricos.
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Si el valor propio A; es degenerado, entonces, las funciones propias para ese valor propio
particular pueden ortogonalizarse mediante el procedimiento de Gram-Schmidt (cf. por
ejemplo referencia [30]). Por supuesto, nuestras funciones propias ortogonales pueden
normalizarse, y podemos suponer que asi se ha hecho, de modo que

b
@) = [ 61()oy(z)dz =
a
Se puede demostrar que las funciones propias de nuestras ecuaciones integrales forman un

conjunto completo en el sentido de que, si dada una funcién g(x) que pueda ser generada
por la integral,

o(z) = / K(x )h(t) dt. (7.91)

siendo h(t) una funcién continua por partes, entonces, g(x) puede representarse como un
desarrollo en serie de las funciones propias {¢;}, es decir,

9(x) =Y andn(2). (7.92)

Se puede demostrar que la serie (7.92)) converge uniforme y absolutamente. Extendamos
esto al nicleo K(z,t), es decir, si dicha funcién es suficientemente bien comportada,
podriamos afirmar también que:

K(z,t) =Y calx)dn(t), (7.93)

donde los coeficientes del desarrollo, claramente son funciones que dependen de la variable
x, tal como lo hemos dejado indicado. Sustituyendo en la ecuacion integral original, la
ecuacion ([7.75)), y usando la integral de ortogonalidad, obtenemos lo siguiente:

di(z) = N\ / K(z,t)é:(t) dt = \; / > ca(@)dn(t)di(t) dt

00 b
=AY el [ et

[e.9]

= Aizcn(x)%,i = \icp(2), (7.94)
n=1
es decir, los coeficientes del desarrollo en la serie ((7.93) estan dados por:
co(z) = M (7.95)

Ai
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Por lo tanto, para nuestra ecuacién homogénea de Fredholm de segundo tipo, el nicleo
puede ser expresado en términos de funciones propias y valores propios como:

K(z,t) =) %ﬁ”“). (7.96)

La ecuacion , en realidad, no es un resultado nuevo. En el capitulo de la funcion
de Green, en la seccién , identificaremos K (z,t), alld denotado por G(z,t), como la
funcién de Green. Sin embargo, es posible que el desarrollo dado por la expresion
pueda no existir.

Ahora continuamos con la teoria de Hilbert-Schmidt buscando soluciones de la ecuacién
integral no homogénea:

b
dx) = f(z)+A / K(x,t)o(t) dt. (7.97)

Vamos a suponer que las soluciones de la ecuacién integral homogénea correspondiente
son conocidas, es decir, conocemos el conjunto de funciones ¢,(x) tales que:

ou(@) = A / Kz, )t dt, (7.98)

donde ¢, () es la funcién propia correspondiente al valor propio \,. Debemos tener en
cuenta que, en este punto, no estamos asumiendo nada acerca de \; es solamente una
constante que no tiene una relacién especifica con los valores propios A, de la ecuacion
integral homogénea. Desarrollaremos, ahora, tanto ¢(z) como f(x) en sendas series de las
funciones propias {¢,(z) : n € N}:

dr) = Y andn(x), (7.99)
fl@) = > bun(x). (7.100)

Como las funciones propias son conocidas, claramente podemos calcular los coeficientes
a, y b, empleando la regla de ortogonalidad. No es dificil mostrar que

b
a, = /(/b:;(a:)qﬁ(.r)dx, (7.101)

by = / 6 (2)f(x) da. (7.102)
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Es claro que los coeficientes b,, son conocidos (pues f(x) es dada de inicio), mientras que
los coeficientes a,, permanecen como incégnitas mientras no tengamos la solucion ¢(x).

Si sustituimos las expresiones (7.99) y (7.100)) en la ecuacién integral no homogénea ([7.97)),

tenemos que

ian¢n(x) - anan +>\/ K x,t iangbn
n=1 n=1
= an¢n(x)+>\2an/ K (x,t)¢,(t) dt
n=1 n=1 a
R @ Pn(2)
- ;bnqbn(:c) +)\;)\—n, (7.103)

en donde hemos intercambiado la suma con la integral con la finalidad de utilizar la
igualdad , la ecuacién integral de valores propios y funciones propias, para obtener
una ecuacién algebraica como veremos a continuacién. Notemos que la identidad hallada
en la ecuacién puede escribirse en forma resumida como:

3 ann(x Z budin(z Z Adn (7.104)
n=1

Obsérvese que, debido a que las fun01ones propias ¢, son linealmente independientes, los
coeficientes correspondientes deben satisfacer la igualdad:

A
a, = b,+ 3 (7.105)
Esta ultima identidad puede reescribirse como:
A
n = by by, 7.106
a + — W ( )

es decir, resolvimos para a, en términos de los coeficientes b,,, es decir, hemos obtenido
los coeficientes que inicialmente eran desconocidos.

Si ahora tomamos la expresién anterior y la multiplicamos por ¢, (x) y sumamos sobre n
de n =1 a infinito, obtenemos lo siguiente:

S aone) = D bibula HZ nl?), (7.107)
n=1 n=1

o bien, reconociendo las series para ¢(z) y f(x) [cf. ecs. (7.99) y (7.100))], nos queda la
igualdad:

Plz) = f(x)+)\z)\nbi 5 On(@), (7.108)
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esto es, hemos obtenido la solucién a la ecuacién no homogénea como un desarrollo
en serie de funciones propias del operador IC, es decir, la soluciones de la ecuaciéon ho-
mogénea asociada dada en la ecuacion . Cabe recordar que en la expresion anterior
los coeficientes b,, son valores conocidos, pues resultan de desarrollar en serie la funcion
dada f(z) como una serie de las funciones propias ¢,, es decir,

by = / 67 (2)f(z) de. (7.109)

Resumen de solucién de la ecuaciéon integral no homogénea

b
o(x) = f(x) +/ K(z,t)o(t) dt. (7.110)
Cuando K (z,t) es un nucleo simétrico, la solucién esta dada por
[e%S) bn
= . 11
o) = DAY 56 (7111)

= [ o

siendo \,, y ¢,(z) los valores propios y las funciones
propias asociadas al nicleo K (z,t)

On(r) = An/bK(x,t)¢n(t)dt, (7.112)
(7.113)

Ejemplo 7.5.1. Vamos ahora a poner en practica la teoria de Hilbert-Schmidt
mediante un ejemplo sencillo. Considere la ecuacion integral no homogénea:

1
p(x) = 2>+ / (t + ) (t)dt. (7.114)
—1
Buscaremos las soluciones de esa ecuacién usando la metodologia mencionada. Sin em-
bargo, es importante recordar que, para este propoésito, es indispensable, primero, resolver
la ecuacién homogénea asociada, es decir, tenemos que hallar los valores propios A, y las
funciones propias ¢, (x)

d(z) = 25+ X / 1(t+x)gb(t)dt. (7.115)

1
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En el ejercicio [7 del presente capitulo, se invita al lector a realizar el cdlculo correspon-
dientes, mientras aqui podemos adelantar el resultado. Las funciones propias y los valores
propios correspondientes estan dados por:

p1(z) = \?(%’Jr%), con )\1:7, (7.116)
o) = Lo-F) em n=-Y2

NG (7.117)

Lo que tenemos que hacer es aplicar las férmulas dadas en las ecuaciones ([7.111)) y (7.112)).
Primero, a partir de la ecuacién podemos identificar la funcién f(z) como f(z) =
2 v la constante A como A = 1. Entonces, los coeficientes b; y by se pueden obtener como
sigue. En primer lugar, aplicamos la féormula para by

b = / 237 (x )d:v—\g_ s 3(%%)@;

2L (5= P (5 57)]
= dr = —| —+ —= — (7.118)
2 \ 5 34)|._ |
lo que, después de evaluar, resulta en:
3
b — % (7.119)
Por otro lado, aplicando la férmula para b, obtenemos:
by = / 235 () \/_/ (m——)d:p
2L 2 (5 57
= —|——:L' dr = — | —+ —= — (7.120)
2 \H 34/, 4
lo que, después de evaluar, queda como
3
by — % (7.121)

Ahora, vamos a sustituir estos resultados en la ecuaciéon (|7.111f), de modo que se obtiene:

o(r) = x+z/\ Y

—_
)
pa
o
/N
8
+
ol
SN—
|
S|
pa
_|_

[\
/N
8
|
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Después de hacer unas cuantas simplificaciones, es posible ver que la solucién queda como:

p(r) = a® — = (290 + 1). (7.123)
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7.6. Ejercicios

1. Usa la serie de Neumann para resolver las siguientes ecuaciones,
op(x) = 1+ /1 tx o(t)dt,
0
o) = 1-2 [ rota
0
d(r) = z+ /Om(t — 1) ¢(t)dt.

2. Usa el método de nicleo separable asi como la serie de Neumann para resolver la
ecuacion integral no homogénea:

1
o(r) =x+ / (1 +tx)op(t)dt,
0
3. Resuelve la ecuacién integral

o(r) = 1+ X2 / “(& = Do(ydt,

usando los métodos siguientes: 7) la serie de Neumann, 7i) la reduccién de la ecuacion
integral a una ecuacién diferencial ordinaria, y 7ii) la transformada de Laplace.

4. Encuentra los valores propios y las funciones propias de

w/2
6(x) = A / sin(t — 2)(t)dt.

/2
5. Considera la ecuaciéon
oa) =14 [ (o = oot
donde A es una constante dada.

(7) Resuelve la ecuacién usando la serie de Neumann.

(77) Escribe la ecuacién integral como una ecuacién diferencial derivando dos veces.
Usa el hecho de que

/az(x—t)f(t)dt:/; /:f(t)dtds.

Escribe, ademas, explicitamente las condiciones iniciales y resuelve la ecuacién
diferencial con dichas condiciones.
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6.

10.

11.

Ecuaciones integrales

Muestra por sustitucién directa que la ecuacion de Fredholm de primer tipo

fw) = [ e o,

[e.9]

tiene como soluciéon

— f7(0)
o) =) o Hn(2)
£ \/m2mnl
donde H,(z) son lo polinomios de Hermite y

d’fL
s =21

=0
Sugerencia: Observa que e~ @ D? ge puede escribir como la funcién generatriz de los
polinomios de Hermite y emplea la regla de ortogonalidad.

Obtén las funciones propias ¢ y los valores propios A, definidos por la ecuacién
integral

6(z) = A / (t+ 2)6(t) dt.

1

Sigue los pasos de la seccion para demostrar la ortogonalidad de las funciones
propias definidas por la ecuacién integral,

Q= )\/ K(x,t)o(t)dt,

en el caso en que el nicleo es hermitico, es decir, que satisface la propiedad de
simetria bajo conjugacion compleja: K (z,t) = K*(t, z).

. Usa la teoria Hilbert-Schmidt para resolver la ecuacién integral no homogénea si-

guiente:
1

o(r) =2+ %A/ (t + z)o(t) dt.

-1

Como ejemplo del tipo de comportamiento patolégico que puede ocurrir, se invita
al lector a aplicar la teoria de Hilbert-Schmidt a la ecuacién integral:

o) = [ emolt)dr
0
Considera la ecuacion integral no homogénea:

o(z) =z + )\/1 xt o(t) dt.

0
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1. Determina la soluciéon como una serie de Neumann y encuentra el intervalo de
valores de A en el cual la serie es convergente.

17. Obtén los valores propios y las funciones propias de la ecuacién homogénea
correspondiente.

122. Usa el hecho de que el ntucleo es separable para volver a resolver la ecuacién
no homogénea inicial.

111. Usa la teoria de Hilbert-Schmidt para volver a resolver la misa ecuacion. Prueba
que los tres métodos de solucion son consistentes entre si.
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Capitulo 8

Funciones de Green

Hasta ahora, hemos establecido varias técnicas para resolver problemas que pueden escri-
birse como ecuaciones diferenciales o integrales. En el caso de las ecuaciones diferenciales,
hemos restringido la discusion a problemas homogéneos, es decir, a ecuaciones diferenciales
en la forma

Ly =0, (8.1)

siendo £ un operador diferencial (tal vez en su forma Sturm-Liouville). Nos hemos limitado
a establecer técnicas y presentar funciones para resolver problemas homogéneos, dejando
de lado los problemas no-homogéneos, esto es, ecuaciones del tipo

siendo f(x) una funcién dada, habitualmente denominado en fisica como término fuente
de la ecuacién diferencial [11

Las funciones de Green se construyen a partir de las soluciones de un problema homogéneo
y que sirven para obtener la solucion del problema no-homogéneo asociado. Esto es, todas
las técnicas desarrolladas hasta ahora, se pueden considerar como un punto de partida para
construir las soluciones de problemas no-homogéneos, los cuales aparecen frecuentemente
en el estudio de la fisica, como en la mecéanica de fluidos o el electromagnetismo. Ademas,
es preciso hacer notar que las funciones de Green estan intimamente relacionadas con las
ecuaciones integrales tal como veremos mas adelante.

A continuacion, vamos establecer la teoria de las funciones de Green como método para
resolver problemas en una dimensién, aunque la mayor parte de estas ideas se pueden
extender a més de una, tal como veremos en secciones posteriores.

'En dindmica de fluidos, por ejemplo, el termino f(x) representaria una fuente de fluido, es decir, la
funcién que modela la “aparicién” del fluido en el sistema bajo estudio.

325
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8.1. Funciones de Green en 1D

Consideremos una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden no homogénea en su
forma Sturm-Liouville,

() + atonte) = s 83)

Estamos interesados en hallar la solucién a este problema con las condiciones de frontera
siguientes,

y(a) =0, y(b) = 0. (8.4)

De manera abstracta hemos, continuamente, representado esta ecuaciéon diferencial en
términos de operadores, es decir,

Ly = f. (8.5)
Ya hemos establecido que los operadores diferenciales son operadores lineales y con muchas
caracteristicas similares a aquellos que actiian sobre espacios vectoriales euclidianos. Esta
forma de ver los operadores diferenciales nos obliga a preguntarnos, por ejemplo, si, como
otra clase de operadores lineales, estos tienen inversa. Si pudiéramos hallar un operador
inverso para L, podriamos obtener la solucién al problema directamente como

y=L"'f. (8.6)

Siguiendo un razonamiento elemental, podriamos convencernos de que el operador inverso
deberia ser un operador integral, pues la operacion de integraciéon simple tiene en la
operacién derivada su inversa, como bien sabemos del cédlculo elemental. No es dificil
convencerse de que el operador £~! podria tener la forma

=Ll = / Gla 1) f(t)dt. (8.7)

Esto es debido a que, al ser el operador diferencial £ lineal, se esperaria que el operador
inverso (operador integral) fuese también lineal.

Partiendo de la hipétesis de que el operador inverso tendria la forma , podemos ver
que al aplicar el operador £ a y se obtiene

Ly=f="CL / G(x, 1) f(t)dt. (8.8)

Y, como L es un operador diferencial que solo afecta a la variable x obtenemos que

= / LG 1) f(b)dt. (8.9)
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Para que se cumpla la igualdad anterior es necesario que
LG(z,t) =d(x — 1), (8.10)
donde §(z — t) es la delta de Dirac.

En este punto conviene recordar algunas caracteristicas de la delta de Dirac. Es sabido
que 0(x — t) se puede interpretar como una “funcién” de la variable z que es cero para
cualquier valor excepto en x = t. Ademas, cuando opera bajo el signo integral multiplicada
con una funcién integrable, f : R — R, se tiene que:

/_OO F@)5( — )z = f(2). (8.11)

Estrictamente hablando, dentro del marco general de la teoria de la medida, la delta se
define como una medida en R, que es singular respecto de la medida de Lebesgue, de
manera que al integrar cualquier funcién f : R — R respecto de dicha medida, resulta
en la propiedad equivalente dada por la identidad [54]. Dentro de la teoria de
distribuciones, la delta de Dirac se puede definir como una funcion generalizada que se
puede interpretar como un funcional lineal en el espacio de funciones [29]. De esta forma, la
delta de Dirac, como cualquier distribucion, solo tiene sentido bajo el signo de integracion.

Bajo estas especificaciones, la ecuacion puede interpretarse como el casi el proble-
ma homogéneo: buscamos una funcién G que satisfaga que LG(x,t) es cero todos lados
excepto en x = t donde LG(x,t) diverge, tal como lo especifica la delta de Dirac. Esto
quiere decir que, a excepcion del punto x = ¢, la funcién G debe poder construir a partir
de las soluciones del problema homogéneo,

Ly =0, (8.12)

el que hemos estudiado ampliamente en secciones previas. Como el punto z = t es es-
pecial, exploremos las propiedades de la funcién G(x,t) en ese caso. Explicitamente la

ecuacion (8.10]) se escribe en la forma

= (r0 ) + )6t = b 1. (5.13)

Si integramos respecto a x la ecuacién desde t — € hasta t + € obtenemos
t+e d dG t+e t+e
/te . (p(:p)%)dx + /te q(z)G(x, t)dx = /te d(z —t)dx, (8.14)
lo cual es equivalente a

e

r=t+e€ t+e
st / o(2)G(z, )z = 1. (8.15)
dx r=t—e t—e

p(x)
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La ecuacién anterior nos dice unas cuantas cosas acerca de las propiedades de la funcion
G(z,t). La funcién G(z,t) puede suponerse regular en todo = # ¢ (pues se construyen
con las soluciones del problema homogéneo), y el inico comportamiento irregular que G
podria exhibir seria en el punto x = t. Hay tres escenarios posibles para G: i) que G(x,t)
sea continua en x = t, ii) que sea discontinua con un salto finito, o bien, iii) que sea una
singularidad (discontinua con salto infinito).

Supongamos que G(z,t) es singular en x = t, esto es, discontinua con salto infinito. Si eso
fuera cierto, entonces, la solucién no podria estar bien definida en términos del operador
integral dado por la ecuacién , la integral

b
y(:v):/ G(z,t)f(t)dt, (8.16)

no estaria bien definida si, por ejemplo, f(x) fuera acotada. Esto descarta la posibilidad
de que G(x,t) sea singular en z = ¢.

Supongamos que G(z,t) tiene una discontinuidad en x = ¢, pero como se ha descartado
la singularidad, nos queda la posibilidad de que haya una discontinuidad de salto finito.
Si ese fuera el caso, entonces la integral

t+e
/t q(z)G(z,t)dx

seria finita. Esto tampoco es posible en vista de la igualdad . Si G(z,t) tiene una
discontinuidad de salto finito en = = t, entonces, la derivada dG/dx tendria una dis-
continuidad de salto infinito, haciendo que la ecuacion (8.15]) sea inconsistente. La tnica
posibilidad que queda entonces es que la funcién G(x,t) sea continua. No obstante, la
identidad nos indica que la derivada de G respecto a z es discontinua (con salto
finito), e incluso nos dice cudl es el tamano de la discontinuidad. Si tomamos el limite
cuando € tiende a cero, nos queda claro que

t+e
lim q(z)G(x,t)dx =0,
=0 J;_
por lo que
) dG x:t+e
lim p(z) —— = 1, (8.17)
o bien, si p(x) es continua en |[a, b], es claro que
d r=t+e€ 1
lim da = —, (8.18)
e=0dr |, _, . p(t)
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lo que indica que el tamano de la discontinuidad de la derivada de G respecto a = es 1/p(t)
en r =t.

Mis atin, podemos también verificar sin mucho problema que, si y(x) satisface las condicio-
nes de frontera dadas en la ecuacién ({8.4)), entonces, G(z,t) debe satisfacer las condiciones

de frontera
G(a,t)=0,  G(bt)=0. (8.19)

Procederemos ahora a construir la funcién G(z,t). Como sabemos que G tiene derivada
discontinua en z = t, vamos a dividir el intervalo [a, b] (el intervalo en el que buscamos
la solucién a nuestro problema no-homogéneo) en dos partes: en los intervalos [a,t) y
(t,0]. Es claro que en cada uno de estos intervalos la funcion G(x,t) satisface la ecuacion
homogénea, es decir,

dr dx

No es dificil convencerse de que la funcién G(xz,t) debe coincidir con alguna solucién del
problema homogéneo en cada uno de los intervalos mencionados, esto es, si u(z) y v(zx)
son soluciones del problema homogéneo , entonces, podemos proponer que G(z,t)
tenga la forma

d (p(x)ﬁ) + q(z)G(x,t) = 0. (8.20)

ca(u(r) sta<z<t

Gla,t) = { cot)v(x) sit<z<b (8.21)

Debemos notar ademads de que la funciéon G(z, t) debe satisfacer las condiciones de frontera
de nuestro problema original, tal como se mencioné anteriormente en la ecuacién (8.19)).
Entonces, las funciones u(z) y v(x) deben ser tales que

u(a) =0, v(b) = 0. (8.22)
Ahora, como G(z,t) debe ser continua en z =t es claro que
cr(t)u(t) = ea(t)v(t), (8.23)

y como la derivada debe ser discontinua con tamano de salto 1/p(t) en z = ¢, tal como se
dejo indicado en la igualdad (8.18)), tenemos ademés que

a0 (8) = er (0 (8) = —

ek (8.24)

Recordemos ahora que si dos funciones u y v son soluciones de un problema tipo Sturm-
Liouville, entonces, el wronskiano de dichas funciones viene dado por

(8.25)
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siendo A una constate.

Si comparamos la ecuacién anterior con la igualdad (8.24) podemos ver que las constantes
c1(t) y co(t) vendrian dadas por

co(t) = ut) c(t) = %}5) (8.26)

Hay que notar que esta eleccion de las constantes ¢; y ¢y también satisfacen la condi-

cion (8.23)), esto es, ¢ (t)u(t) = ca(t)v(t).

En conclusién, tomar las constantes ¢; y ¢y como se propone en (8.26)) resulta en una
funcion G(z,t) que satisface todos los requisitos impuestos para que el operador integral
propuesto sea la inversa del operador £. Explicitamente tenemos que G(x, t) tiene la forma

Tv(u(r) sia<z <t

G(z,t) = { gu(t)v(x) sit<a<b

(8.27)

Esta funcién recibe el nombre de funcion de Green, y recibe ese nombre en honor al
matematico britanico George Green [10].

En este punto conviene hacer algunas precisiones respecto de la validez de la férmu-
la . Como hemos mencionado, para la construccion de la funciéon de Green requeri-
mos de dos funciones, u y v, que son soluciones linealmente independientes del problema
homogéneo . Si el problema homogéneo mencionado no posee dos soluciones lineal-
mente independientes, entonces, el wronskiano entre dos soluciones de es igual
a cero, con lo cual, la funciéon de Green en la férmula queda indeterminada. Con
eso, podemos notar que la existencia de la funcién de Green es equivalente a la existen-
cia de una solucién tunica al problema homogéneo Ly = f con condiciones de frontera
especificadas en la ecuacién . No obstante, aun bajo la condicién de no existencia de
dos soluciones linealmente independientes, se pueden construir funciones de Green en un
sentido generalizado. El lector interesado puede recurrir al libro de Hilbert y Courant [12]
en donde se indica cémo construir funciones de Green en este caso.

Ejemplo 8.1.1. Consideremos la ecuacién diferencial

d*y
- J 8.28
= f(a), (3.28)
sujeta a las condiciones de frontera
y(0) =0,  y(1)=0. (8.29)
Comencemos observando que las soluciones al problema homogéneo y” = 0 estan dadas

por
y(z) = a1z + ao,
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donde a; y as son dos constantes de integracién. Si tomamos y; como la funcion que
satisface la condicién de frontera y(0) = 0, podemos decir que

yi1(x) = x.

Si definimos ahora y, como una solucién del problema homogéneo que satisface la condi-
ci6én de frontera y(1) = 0, entonces, podemos ver que

yo(z) =1 — .

Calculemos ahora el wronskiano de las funciones y; y o,

i1 (@)ys(r) = (@)gs(e) = —v+ (1 —2) = 1,

y como la funcién p(z) de la ecuacién ([8.28), tenemos que la constante A debe ser A = 1.
De acuerdo con la expresion (8.30)), la funcién de Green de nuestro problema se escribe
como,

1=tz si0<z<t
Gla,t) = { (1—2)t sit<z<l1.

Es necesario senalar también que, debido a la simetria de la funcién de Green, (G(z,t) =
G(t,z)) podemos observar que en este caso, G(x,t) también puede escribirse como,

(8.30)

=2t si0<t<ux
Gla,t) = { (1—t)r siz<t<], (8.31)
en donde hemos simplemente intercambiado los papeles de las variables x y t.

Tomemos ahora una funcién especifica para f(z). Por ejemplo, si f(x) = sin(nx), entonces,
la solucion al problema

y'(x) = flz),  y(0)=0, y(1)=0,
para = € [0, 1] estd dada, en términos de la funcién de Green (8.31)), por
1 T 1
y(xr) = / Gz, t)f(t) = / (1 — x)tsin(rt)dt +/ (1 — t)x sin(rt)dt. (8.32)
0 0 T
Integrando por partes las integrales de la ecuacién anterior obtenemos
T 1
y(r) = (1- :c)l [ - tcos(mﬁ)}g +/ cos(wt)dt} + q:l [ —(1-1) cos(wt)’i - / cos(mﬁ)dt]
Q0 0 m x
(1—2x) sin(7x)
T

- |~ woos(ra) +

) [_77(1 _ﬂx)x cos(nz) + (1 — 2) sin(mc)] N [(1 —ﬂx)m cos(nz) + & sin(mc)} 5.3

sin(ﬂic)} n i[ (1 — ) cos(mz) +

w2 2
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de donde podemos ver que la soluciéon a nuestro problema esta dada por

sin(mx)

y(z) =

lo que coincide con la integracion directa del problema.

: (8.34)

2

8.2. Funciones de Green en dimensiones superiores

Hemos visto que, en el caso de una dimension, la construccion de una funcion de Green
nos permite resolver el problema no homogéneo asociado a un operador con la forma
Sturm-Liouville. Es decir, si queremos resolver el problema no homogéneo:

Ly = f(x), (8.35)

podemos obtener la solucion a partir de la funciéon de Green, la cual, a su vez, es solucion
de la ecuacion:

LG (z,t) = 6(z — 1), (8.36)

es decir, si logramos obtener la funcion G(z,t) (que satisface las mismas condiciones de
frontera que la solucién buscada), entonces, tenemos que la solucién y(z) puede escribirse
como:

M@z/G@ﬁﬂWﬁ (8.37)

Esta idea se puede extender al caso de multiples dimensiones siempre y cuando el problema
Sturm-Liouville esté bien definido. Si bien la teoria de las funciones de Green se puede
extender a mas dimensiones, no asi la técnica para construirlas que se empled en el caso
unidimensional. No obstante, se pueden obtener varias propiedades generales y calcular
de manera exacta en casos especiales.

Primero, debemos establecer el problema Sturm-Liouville en mas de una dimension. No
es dificil darse cuenta de que la version multidimensional (para campos escalares) del
operador SL:

ty= 3 (n0 ) + aento) (839
deberia tener la forma:
Lo—v (p<r>w<r>) + gl (8.39)

Es necesario indicar que, aunque tiene la generalizacién obvia del operados SL en varias
dimensiones, eso no basta para que sea un operador autoconjugado. De hecho, como vimos
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en el capitulo un operador con la forma anterior serd autoconjugado si las condiciones
de frontera nos periten verificar la siguiente identidad:

(DIL1Y) = (9| L) = (L), (8.40)
para cualesquiera campos escalares 1) : R™ - Ry ¢ : R™ — R.

Nuestro problema consiste, entonces, en hallar la funcién 1 (r) que sea solucién de la
ecuacion en derivadas parciales no homogénea:

v. (p<r>w<r>) T q()r) = £0) (8.41)

en un dominio D C R" con determinadas condiciones de frontera. Claramente, las funcio-
nes p(r), q(r) y f(r) son funciones dadas.

De manera completamente andloga al caso unidimensional tenemos que si podemos obte-
ner la solucién G(r,r’) correspondiente al problema asociado:

V- (p(r)VG(r, r')> +q(r)G(r,v') = 6(r — 1'), (8.42)

donde G : D x D — C satisface las mismas condiciones de frontera que la funcién 1 (r) f
Entonces, la solucién al problema no homogéneo (8.41)) vendra dada por

P(r) :/DG(r,r’)f(r’)dmr. (8.43)

A la funcién G(r,r’), definida mediante la ecuacién (8.42)), se le denomina, al igual que
en el caso unidimensional, funcion de Green.

En este punto conviene establecer algunas propiedades generales de las funciones de Green:

» Cualquier funcién de Green G(r,r’) satisface la propiedad de simetria bajo la con-
jugacion compleja, esto es:

G(r,v') = G*(r,1'). (8.44)

» Las funciones de Green G(r,r’) son, en general, continuas y diferenciables en todos
los puntos excepto en los que son tales que r = r’. De hecho, no es indispensable
siquiera que G(r,r’) sea continua, incluso en algunos casos la funcién de Green puede
divergir en dichos puntos.

2Nétese que el operador gradiente V opera sobre la variable r y no sobre r’. Es decir, bajo el operador
diferencial V la variable r’ es constante.
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= Las funciones de Green se pueden expresar, en general, como desarrollos en serie de
funciones propias del operador Sturm-Liouville. Es decir, si ¢,(r) son las funciones

propias del operador £ =V - (p(r)V ) + ¢(r), es decir,

v. (p<r>v¢n<r>) F q()bu(r) = Auda(r), (8.45)

siendo A\, los correspondientes valores propios asociados, entonces, la funciéon de
Green G(r,r’) del problema correspondiente puede escribirse como

Glrx) = Y ) (5.46)

expresion que resulta valida siempre que el operador SL no tenga valores propios
nulos, esto es, A, > 0 para cualquier n. H

A continuacién, vamos a mostrar esta ultima identidad, es decir, vamos a construir la
funcion de Green a través de las funciones propias y valores propios de un operador
autoconjugado en multiples dimensiones. De hecho, construiremos la funcién de Green de
un problema un tanto mas general.

Supongamos que queremos resolver el problema no homogéneo siguiente:

L(r) = Mp(r) = f(r), (8.47)

sobre algin dominio D C R™. Es importante senalar que A es un parametro arbitra-
rio (pero no es un valor propio del operador diferencial). Es importante, también, dejar
indicado que el operador L estd definido como:

L:V~@®V)+ﬂﬂ

Vamos a mostrar que la funcion de Green asociada a este problema, es decir, la funcién
de Green que se obtiene resolviendo la ecuacién:

LG(r,r") — AG(r,r") = d(r, 1), (8.48)

3Es importante notar que cuando el operador SL tiene algtin valor propio nulo, esto es, que para algin
m se tiene que A\, = 0 ain se puede definir una funcién de Green bajo ciertas condiciones. De hecho,
un requisito es que la funcién f(r), el término de inhomogeneidad en la ecuacién que queremos resolver,
sea tal que (f, ¢,n) = 0. Esto es, se requiere que f sea ortogonal al subespacio definido por las funciones
propias asociadas al valor propio nulo. La construccién de este tipo de funciones de Green no es tinica y
el lector puede profundizar un poco sobre esto en el libro de Russell L. Herman [31].
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se puede escribir como:

ZQS*A _A . (8.49)

Notemos que el problema que define la funciéon de Green es casi homogéneo, debido a que
la funcién delta de Dirac es cero en todos lados excepto en r = r’. Debido a esto, podemos
suponer que la funcién de Green G(r,r’) deberfa poder expresarse como un desarrollo en
serie de funciones propias del operador Sturm-Liouville, es decir,

G(r,r') = co(r)ou(r), (8.50)

n

donde ¢, (r’) son los coeficientes del desarrollo (que dependen de r’, por supuesto) y donde
¢n(r) son las funciones propias del operador correspondiente, esto es

Loy (r) = Aon(r). (8.51)

Si sustituimos la forma de G(r,r’), dada por la expresion (8.50), en la ecuacién (8.53)),

obtenemos:
D et Ln(r) = cn(t)Adn(r) = 6(x, 1), (8.52)

n n

o bien, recordando que ¢, (r) son funciones propias de L:
ch ()\ - A) dn(r) = 0(r, 1) (8.53)

Sabemos que las funciones ¢, (r) forman un conjunto ortogonal como resultado de la
teoria Sturm-Liouville. Si suponemos, ademas, que estan normalizadas, entonces, podemos
obtener los coeficientes del desarrollo explotando la ortogonalidad de las funciones. Si
multiplicamos la ecuacién anterior por ¢, (r) y si integramos sobre el dominio D, podemos

ver que:
ch (A —/\)/¢ r)oy,(r r—/érr r)d"r. (8.54)

Como hemos supuesto que las funciones propias son ortonormales, entonces, tenemos que

/ ¢Z’ (I’)¢n(1’) d"r = 5n/,n
D

lo cual resulta en las siguiente identidad:

(An/ - A) e (t) = 65, (1), (8.55)
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lo que nos lleva a escribir los coeficientes del desarrollo ¢, (r’) como:

e (r) = ;fl/—f;? (8.56)

Esto demuestra que efectivamente, la funcién de Green G(r,r’) puede escribirse como
sigue:

/ ! gb;kz/ (I‘l>
G(r,r') = E Cn(r) (1) = E VDY (r), (8.57)
lo que demuestra el resultado anticipado.

Finalmente conviene indicar que, aunque el método de la funcién de Green ha sido pre-
sentado para la resolucion de problemas no homogéneos, también se puede aplicar en
la resolucién de otra clase de problemas. Es particularmente conveniente senalar que las
funciones de Green se pueden utilizar, por ejemplo, en la resolucién de problemas de va-
lor inicial o de frontera con condiciones no-homogéneas, es decir, en los que la solucion
que se busca toma valores en la frontera que no son constante o aun con condiciones
mixtas [48], B8] [36].

8.3. Funciones de Green en 2D y 3D

En espacios de mas de una dimension no podemos dividir la regién considerada en dos
intervalos tal como lo hicimos en el caso unidimensional. Es decir, no podemos elegir dos
regiones a cada lado de un punto que nos permita obtener una soluciéon de la ecuacion
homogénea apropiada en concordancia con las condiciones en los “extremos”, pues en
este caso tenemos toda una frontera continua. Un enfoque mas fructifero serd a menudo
obtener una funciéon de Green para un operador £ sujeto a algunas condiciones de contorno
particularmente convenientes, con un plan posterior para agregarle cualquier solucion de
la ecuacion homogénea Ly = 0 que pueda ser necesaria para adaptarla a las condiciones de
frontera que estan realmente bajo consideracion. Este enfoque es claramente legitimo, ya
que la adicion de cualquier solucion a la ecuacion homogénea no afectara las propiedades
de continuidad (y/o discontinuidad) de la funcién de Green.

Consideremos, primero, el operador de Laplace en tres dimensiones, con la condicién de
frontera en la que G(r,r’) desaparece en el infinito. Por lo tanto, buscamos una solucién
a la ecuacion en derivadas parciales no homogénea:

V2G(r,') = 6(r —1'). (8.58)
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Antes de continuar es necesario recordar que la convencién que hemos adoptado es que el
operador de Laplace V? actia sobre las coordenadas r (y no sobre r’).

Notese que nuestra condicion de frontera, la cual se puede escribir como

lim G(r,r') =0,

||ef[—=o0

posee simetria esférica y estd a una distancia infinita del punto r’. Entonces, podemos
hacer la suposicién de que G(r,r’) es funcién solamente de la distancia r = ||r — || []

Tomemos ahora la ecuacién (8.58) e integremos ambos lados de la igualdad al interior de
una esfera B, de radio a centrada en r’:

/ V- VG(r,v')d’r = / S(r—1')d’r =1, (8.59)
Bq(r')

Ba(r')

donde hemos reducido el lado derecho de la igualdad usando las propiedades de la funcion
delta de Dirac y escrito el lado izquierdo en una forma que lo prepara para la aplicacion del
teorema de Gauss. Ahora, aplicamos ese teorema al lado izquierdo de la ecuacién (8.59)),

obteniendo: e
/ VG(r,v')d*s = 4ra*—| =1. (8.60)
OBa(r') dr

r=a

Nétese que esta ultima ecuacion es vélida para cualquier valor del radio de la esfera B, (r'),
por lo que podemos escribir sin mayor problema la igualdad:
G 1

dr  4nr?

(8.61)

Esta expresion no es mas que una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden que
podemos resolver sin mucho esfuerzo, lo que nos da como resultado:

1

G(r,r') = — 8.62
y como definimos r = ||r — 1|, es claro que la funcién de Green para el operador de
Laplace 3D viene dada por:
1
Gr,r') = ———. 8.63
(I',I') 47T||I'—I'/|| ( )

La funcién de Green de la ecuacién (8.63) solo es apropiada para un sistema infinito con
condiciones de frontera G = 0 en el infinito, pero, como ya se menciond, se puede convertir
en funciones de Green de otro problema agregando una solucién adecuada a la ecuacion

4Es decir, es como si tomdasemos como origen de nuestro sistema de referencia el punto r’.
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homogénea (en este caso, la ecuacién de Laplace). Dado que este es un punto de partida
razonable para una variedad de problemas, la forma dada en la ecuacién (8.63)) a veces se
denomina funcién de Green fundamental de la ecuacién de Laplace (en tres dimensiones).

Repitamos, ahora, nuestro analisis para el operador de Laplace en dos dimensiones para
una regién de extensién infinita, usando coordenadas polares (r,¢). La integral en la
ecuacién (8.59)) estd definida sobre un area circular B,(r’) de radio a, es decir:

/ V- VG(r,v')d*r = / S(r—1')d’r =1, (8.64)
Ba(r!)

B (r')

y por lo tanto el andlogo bidimensional de la ecuacién (8.65) resulta ser:

=1. (8.65)

r

d
/ VG(r,r')ds = 27TCL—G
OB () d

r=a

Usando el mismo argumento que en el caso 3D, tenemos que esta ultima igualdad es
valida para cualquier valor de a. Por lo tanto, lo anterior define una ecuacion diferencial
ordinaria de primer orden que se puede resolver directamente. De este modo, tenemos que
la funcién de Green para el operador de Laplace 2D se puede escribir como:

G(r,r') = —%ln (Jlr —r']]). (8.66)

La forma dada en la ecuacion se vuelve infinita en el infinito, no obstante, puede
considerarse como una funcién fundamental de Green en 2D. Sin embargo, se debe tener
en cuenta que, generalmente, necesitaremos agregarle una solucion adecuada a la ecuacion
de Laplace 2D con el fin de obtener la forma necesaria para problemas especificos.

El andlisis anterior indica que la funcién de Green para la ecuacién de Laplace en el espacio
2D es bastante diferente al resultado 3D. Esta observacién ilustra el hecho de que existe
una diferencia real entre la fisica plana (2D) y la real (3D), incluso cuando esta iltima
se aplica a problemas de simetria traslacional en una direccion. Este también es un buen
momento para observar que la simetria en la funcién de Green corresponde a la nocién de
que una fuente en r’ produce un resultado (un “potencial”) en r que es el mismo que el
potencial en r’ de una fuente similar en r. Esta propiedad ocurriré para funciones de Green
asociadas a problemas mas complicados siempre y cuando los operadores correspondientes
sean autoconjugados.

A continuacién, presentamos de forma resumida las funciones de Green asociadas a los
operadores de Laplace (V?), de Helmholtz (V? + k?), asi como de Helmholtz modificado
(V2 — k?) en tres dimensiones. En este caso r y ' denotan vectores en R3.
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Funcién de Green para el operador de Laplace 3D: V?

1
G N oo 8.67
(I',I') 47THI'—I'/H ( )
Funcién de Green para el operador de Helmholtz 3D: V2 4 k2
Ll — o/

4r|lr — /||

Funcién de Green para el operador de Helmholtz modificado 3D: V2 — k?

_exp (=kflr —r'[])

G(r,r') = (8.69)

Ar||r — r'||

De igual manera, en analogia con el caso 3D, presentamos ahora las funciones de Green
asociadas a los operadores de Laplace (V?), de Helmholtz (V2 + k?), y de Helmholtz
modificado (V2 — k?) en dos dimensiones. En este caso, r y r’ denotan vectores en R?,
mientras que H(()l) y Ky denotan a la funcién de Hankel de primer tipo y la funcion de
Bessel modificada de primer tipo.

Funcién de Green para el operador de Laplace 2D: V?

Glr,r') = —%m (Ir —r'])). (8.70)

Funcién de Green para el operador de Helmholtz 2D: V2 4 k2

/ 7’ /
G(r,r') = —ZH(EI) (k||r —']]). (8.71)

Funcién de Green para el operador de Helmholtz modificado 2D: V2 — k2

G(r,r') = —%Ko(k:Hr—r’H). (8.72)
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8.4. Ejercicios

1. Muestra que si

cwuv;:v~@xwvw@]+q@ﬁwa7 (8.73)

entonces, £ es autoconjugado suponiendo condiciones de frontera tipo Dirichlet en
un dominio D. Para esto, se define el producto interno como una integral sobre el
dominio D con funcién de peso igual a uno:

<wm=éw@wwfn (8.74)

2. Demuestra que los términos +k? en el operador de Helmholtz 3D y —k? en el ope-
rador de Helmholtz modificado 3D no afectan el comportamiento de G(r,r’) en la
vecindad alrededor de la singularidad r = r’/, esto es, demuestra que:

lim E*G(r,r')d’r. (8.75)

[l[r—2']|=0 Jp

3. Muestra que la funcién:

_ exp (ik[[r —'[])

G(r,r') = : (8.76)

Ar||r — r'||
satisface la ecuacion que define la funcién de Green para la ecuacion de Helmholtz
y satisface las propiedades de una funciéon de Green enunciadas en la seccion [8.2

4. Una forma alternativa de obtener la funciéon de Green en 3D asociada al operador de
Laplace, consiste en usar la técnica de las transformadas integrales. Si se transforma
por Fourier (en la variable r) la ecuacién para la funcién de Green ({8.58)), se obtiene:

—q ./
e ik-r

\ 2T ’

donde G(k,1') es la transformada de Fourier de G(r,’) en la variable r, es decir,

K2G(k, 1) = (8.77)

1 o -
Gk, r') = —/ G(r,r')e T &r. 8.78
r) == [ Gt 879
Muestra que la transformada inversa de G(k, r'),
_ 1 e—ik~r’
Gk, r') = — : 8.79
(o) = =" (8.79

nos da como resultado exactamente la funcién de Green dada por la expresion .

5. Obtén las funciones de Green de los operadores de Helmholtz y Helmholtz modifi-
cado usando la técnica de la transformada de Fourier como en el ejercicio anterior.



Capitulo 9

Transformadas integrales

Los métodos para la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales que involucran trans-
formadas integrales resultan especialmente apropiados cuando los dominios en los que se
define el problema tienen dimensiones infinitas. Estos métodos consisten fundamental-
mente en aplicar una transformada integral, tipicamente de Fourier o de Laplace, a la
ecuaciéon en derivadas parciales de n variables. Esto se realiza con el propédsito de reducir
la ecuacion en el espacio transformado a otra ecuacién en derivadas parciales con n — 1
variables o, incluso, directamente a una ecuacion diferencial ordinaria o una ecuacién alge-
braica en caso de tener pocas variables (n = 2, por ejemplo). Durante este procedimiento,
las condiciones de contorno del problema asi como las condiciones iniciales (en caso de
que el problema las requiera), se incorporan de manera automatica en la transformacién.

En términos generales, para ecuaciones de tipo parabdlico (que cominmente hallamos
en problemas de difusién), resulta conveniente emplear la transformada de Laplace con
respecto al tiempo. Si las variables espaciales se extienden sobre la recta real, la eleccion
apropiada suele ser la transformada de Fourier, como es casi siempre el caso de la ecua-
cion de onda. En casos en los que el espacio es semi-infinito, puede ser beneficioso utilizar
transformadas de Fourier seno o coseno, asi como transformadas de Laplace. A conti-
nuacion, ilustraremos esta técnica mediante ejemplos concretos, pero antes daremos un
recordatorios de las propiedades elementales de las transformadas de Fourier y de Laplace
que pueden ser ttiles en el desarrollo posterior de las técnicas de solucion.
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9.1. La transformada de Fourier y la transformada
de Laplace

9.1.1. La transformada de Fourier
La transformada de Fourier 1D

Sea f : R — C una funcién cuadrado-integrable de variable real e imagen compleja. La
transformada de Fourier de la funcién f(z) se define como:

@I = = [ flae .1

La transformada de Fourier de una funcién f(x) se puede interpretar como un cambio de
base entre espacios vectoriales cuando se generaliza el concepto de espacio euclidiano a
espacios de Hilbert. Es decir, considerando una funcién como un elemento |f) de un espa-
cio vectorial abstracto H, podemos pensar que el vector |f) tiene una representacion en
una base canénica con componentes f(x), mientras que el mismo vector | f) tiene, alterna-
tivamente, una representacién en otra base, cuyas componentes estan dadas F[f(z)](k).
En este capitulo, no vamos a dar detalles sobre la definicién formal de la transformada de
Fourier como transformacién entre bases, solo nos concentraremos en exponer algunas de
sus propiedades mas elementales y de utilidad préctica en la resolucion tanto de ecuaciones
ordinarias como de ecuaciones en derivadas parciales. Antes de continuar, es conveniente
mencionar que el resultado de la transformacion es una funcién con una variable diferente,
la cual se suele representar usando el mismo simbolo de la funcién, pero con un distin-
tivo. En este sentido, si f(x) es la funcién original, su transformada se representard por
f(k) en lugar de su avatar que indica la transformacién funcional F[f(z)](k). A la postre,
esta notacion aligerara bastante la representacion de los calculos realizados. También es
necesario mencionar que gran parte de las veces, en la notacién F[f(z)](k), se omitird
la variable de transformacién k, y solo denotaremos la transformada de Fourier de f(x)
como F[f(x)] o, incluso, como F|[f], siempre que no haya confusién ni ambigiiedad con
las variables independientes de la funcién directa, asi como de su transformada.

Una de las propiedades basicas de la transformada de Fourier consiste en que la transfor-
macién inversa tiene una expresion completamente andloga a la transformacién directa. Si
f(k) es la transformada de Fourier de una funcién f(x), esta tltima se recupera a partir

de f(k) con la férmula:

flx)=F7f] = \/% /OO f(k)e*dk. (9.2)
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Las ecuaciones (9.14) y (9.2) conforman la pareja de transformacién directa e inversa de
Fourier.

Es importante también mencionar que la transformacion por Fourier es una operacion
lineal, es decir, que factoriza constantes y se distribuye sobre la suma:

Flaf(z) + pg(x)] = aF[f(2)] + BFlg(x)] = af (k) + Bg(k), (9-3)

propiedad que se verifica directamente del hecho de que la integracion es, igualmente, una
operacion lineal que hereda a la transformada de Fourier.

Otra propiedad que es particularmente importante es que las derivadas de una funcién
f(x) las transforma en una operacién algebraica que involucra la transformada de f(z).
Especificamente tenemos que

7 [%fm] — ikF ()] (k). (9.4

o bien, utilizando la notacién compacta mencionada arriba, tenemos que:

F = —ikf(k). (9.5)

No es dificil verificar esta identidad realizando una integracion por partes, e invocando
el hecho de que f(x) debe ser cuadrado integrable, directamente en la integral de la
definicion . Ademas de esto, podemos darnos cuenta de que la propiedad , al
iterarla repetidas veces, nos arroja una formula simple para la transformada de Fourier
de la n-ésima derivada:

F |t @] = vy fw), (96)

dz™

Como hemos mencionado, la operacién de derivacién bajo la transformada de Fourier, se
convierte en una operacién de multiplicacién, lo que ayuda a “eliminar” derivadas. No
obstante, hay una propiedad analoga que convierte una operacién de multiplicacién por
la variable independiente por una derivada, asi que hay que tomar con precaucién esta
aparente ventaja, ya que:

Fl(~ia)f(@)] = (b (9.7

Esta propiedad se extiende automaticamente a la n-ésima derivada de la transformada
f(k), esto es:

Fl(—ix)" f(2)] = == f(F), (9-8)
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lo que se puede demostrar sin mucho esfuerzo por induccion.

Es claro que esta propiedad de la transformacion por Fourier elimina la operacion de
derivacion la cual, en el espacio de Fourier, se remplaza por la multiplicacion por el factor
—1k. Posteriormente, se vera que esta propiedad juega un papel crucial en la solucién de
ecuaciones ordinarias asi como de ecuaciones en derivadas parciales.

También hay que mencionar que la transformada de Fourier tiene una propiedad en rela-
cion con el escalamiento y traslacién de la variable independiente:

Flf(az)] = %ﬂﬂk/‘”’ (9.9)
Flflx—a)] = elak f(k) (9.10)

Finalmente, una propiedad méas de la transformada de Fourier es que al transformar la
operacion de convolucion entre dos funciones, se convierte en una operacion de multipli-
cacion entre las transformadas de Fourier correspondientes. La convolucién f * g entre dos
funciones f, g : R — C se define como

(f % 9)(x) = J% / Z gz — y)dy. (9.11)

No es dificil probar que la transformada de la convolucién resulta en el producto de las
transformadas:

FI(f *9)(@)] = F(k)g(k). (9.12)

De manera andloga, se tiene una propiedad inversa que nos indica que la transforma-
da del producto de dos funciones f,g : R — C se convierte en la convolucion de las
transformadas:

Flf()g(@)] = (f * g)(k). (9.13)

La transformada de Fourier en multiples dimensiones

El concepto de transformada de Fourier se puede extender al caso de multiples dimensiones
de manera directa. Si f : R™ — C una funcién cuadrado-integrable, es decir, si se cumple
que:

/OO |f(r)]?d"r < oo, (9.14)

o0
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entonces, definimos la transformada de Fourier de f(r) como la funcién:

1
(27T)n/2

Flf(r)](k) = . flz)e ™ rdr, (9.15)

siendo k € R" la variable independiente de la funcién transformada. Al igual que en el
caso unidimensional usaremos la notacién f(k) para denotar la transformada de Fourier
de la funcién f(r).

Varias de las propiedades que ya hemos establecido para el caso unidimensional se pueden
extrapolar de manera directa al caso multidimensional. Por ejemplo, es posible verificar
de manera directa las identidades para las propiedades de escalamiento y translacién para
cualquier funcién cuadrado-integrable f : R* — C:

Flf(ar)] = ﬁﬂk/a» (9.16)
Flfw-r) = & f), (9.17)

para cualesquiera a € R y r’ € R”.

En el caso de las derivadas se debe tener en cuenta el caracter vectorial de las operaciones
realizadas. Por ejemplo, el gradiente de un una funcion f : R® — C se transforma por
Fourier como:

FVix)] = (k) f(k), (9.18)
mientras que la transformada del Laplaciano de f se transforma en:
FIVi(r)] = -k f(K). (9.19)

No esta demas hacer notar que el resultado de la transformacién en la ecuacién es
una funcién vectorial, lo que es natural por tratarse de la transformacién de un gradiente;
en cambio, la transformacién del Laplaciano de f resulta en una funcion escalar ya que
V2f es igualmente una funcién escalar.

9.1.2. La transformada de Laplace

La transformada de Laplace de una funcién f : RT™ — C, definida sobre los niimeros reales
no negativos, es una funcién F' : C — C definida como:

F(s) = LIf|(s) = /O " F@)etar, (9.20)
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donde la variable compleja s es tal que Re(s) > 0. Es conveniente mencionar que la
notacién L[f] denota la operacién de transformacién por Laplace, en el mismo sentido en
que se definié el operador F.

Debe hacerse notar que, en cierto modo, la transformada de Laplace es andloga a la de
Fourier. De hecho, no serd ninguna sorpresa obtener propiedades similares, con deduc-
ciones casi en paralelo, a las que se obtuvieron para la transformada de Laplace. Debe
notarse en este punto que ademas de la notacién de la transformada de Laplace a través
de un operador, también adoptamos una notacién corta para transformadas de Laplace.
En este espacio vamos a usar la convencién de que la transformada de Laplace de una
funcién f(t) se denota por la letra mayuscula correspondiente de la funcién en cuestion,
pero con la variable s, esto es, denotamos la transformada de Laplace de f(t) por F(s).

No obstante la analogia anterior, es necesario mencionar que varias otras propiedades de
la transformada de Laplace pueden no ser completamente analogas a su contraparte en
Fourier. Por ejemplo, comenzando con la transformacién inversa se tiene una férmula, si
bien parecida, pero no del todo equivalente a la inversa de la trasformada de Fourier. De
hecho, la transformada de Laplace inversa viene dada por:

1 €+100
() = L] = — / F(s)eds. (9.21)
2mi €—100
Primero, debemos observar que la integracién, para obtener la transformacién inversa de
Laplace, se realiza en el plano complejo a lo largo de una recta paralela al eje imaginario,
pero desplazado por una cantidad e. El valor de € se debe tomar como el valor para el
cual la trayectoria del contorno de integracion estd en la region de convergencia de F(s).
En la mayoria de los casos, el contorno se puede cerrar por la izquierda, lo que permite
utilizar el teorema del residuo. En este caso, el valor de € se toma como aquel para el cual
la funcién F'(s) no es singular en el semi-plano Re(s) > €. En este caso, todos los polos
de F(s) quedan a la izquierda de la trayectoria de integracién y se puede emplear en ese
caso el teorema del residuo:

f(t) = Z (residuos de F(s)e™ en el semi-plano Re(s) < ¢), (9.22)

lo que provee de una férmula practica para obtener la transformada inversa de Laplace
en gran parte de las aplicaciones de esta herramienta.

Al igual que la transformacién por Fourier, la transformada de Laplace es una operacion
lineal, es decir, que factoriza constantes y se distribuye sobre la suma:

Llaf(t) + Bg(t)] = aLlf(t)] + BLIg(H)] = aF (s) + BC(s), (9.23)

propiedad que se verifica directamente por la propiedad de linealidad de la integracion en

la ecuacién (9.20)).
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Otra propiedad que es importante consiste en la férmula para la transformada de Laplace
de las derivadas de una funcién f(t), que las transforma en una operacién algebraica
que involucra la transformada de f(¢) (pero de una forma ligeramente distinta al caso de
Fourier):

d
£ | 570] =se il - 10 (9.24)
o bien, utilizando la notacién compacta mencionada arriba, i.e., F'(s) = L[f(t)] (s), tene-
mos que:
d

L {Ef(t)} = sF(s) — f(0). (9.25)
Al igual que en el caso Fourier, esta identidad se puede demostrar facilmente realizando
una integracion por partes. Ademéds, podemos darnos cuenta de que la propiedad (9.25)),

al iterarla repetidas veces, nos arroja una formula simple para la transformada de Fourier
de la n-ésima derivada:

dn
L [% f(t)} = 5"F(s) — s"7LF(0) — s"72f7(0) — ... sf7D(0) — FD(0).  (9.26)
Y al igual que la transformacién de Fourier, la de Laplace también posee una férmula
“inversa” en relacién con las derivadas que consiste en que, bajo la transformacion de
Laplace, la multiplicacién por t" se convierte en una operacién de derivada:

LI f(t)] = (—1)”%F(s). (9.27)

Debe notarse que la transformada de Laplace de la n-ésima derivada incluye los valores
“Iniciales” de la funcién f(t). Esta propiedad se vuelve importante al momento de resolver
ecuaciones diferenciales, pues al transformar las derivadas de una funcién desconocida en
un problema de valor inicial, se incluyen automaticamente las condiciones iniciales, es
decir, la transformada de Laplace se lleva consigo el problema de valor inicial en el proceso
de transformacién.

La transformada de Laplace también posee dos propiedades en relacion con la traslacion
de las variables independientes s y ¢:

L[eft)] = F(s—a), (9.28)
L[f(t—a)H({t—a)] = e *F(s). (9.29)

Asimismo, también la transformada de Laplace posse una propiedad de escalamiento
similar a la transformada de Fourier:

Flf(at)] = 1F(f)- (9.30)

a a
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Finalmente, una propiedad mas de la transformada de Laplace, que es analoga a la de
Fourier, es que, al transformar la operaciéon de convolucién entre dos funciones, esta se
convierte en una operacion de multiplicacion entre las transformadas de Laplace corres-
pondientes. Sin embargo, en este caso la convolucién se define de una manera diferente al
caso Fourier. Dadas dos funciones f,g: R — C, la convolucién f x g se define como:

(fxg)(t / f(r)g(t —7)d (9.31)

No es dificil probar que la transformada de la convolucién resulta en el producto de las
transformadas:

LI(f*9) )] = F(s)G(s)- (9.32)

De manera analoga se tiene una propiedad inversa que nos indica que la transformada del
producto de dos funciones f, g : R — C se convierte en la convolucién de las transforma-
das, pero con una convoluciéon también distinta de la definida en la ecuacién ((9.31)):

)

e+iT

LU Bg)] = — 1fm F(0)G(s — 0)do, (9.33)

27” T—o0 e—iT

donde el valor € € R se escoge de la misma manera en que se escoge el valor de € en la
transformada inversa de Laplace.

9.2. La ecuacion de difusion 1D

9.2.1. Solucién mediante transformada de Fourier

Consideremos la ecuaciéon de difusién en una dimension,

op 0%

ot~ Pogz (9.34)

con x € R y con condicién inicial dada por

pla,t =0) = f(x), (9.35)

siendo f(x) alguna funcién conocida que representa la densidad inicial del sistema al
tiempo ¢ = 0. En este caso las fronteras estan al infinito, y para definir las condiciones ahi
vamos a hacer uso de un argumento fisico. Primero, hay que recordar que la ecuacion de
difusién gobierna el comportamiento de un colectivo de particulas que se difunden en algin
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medio (en este caso infinito y unidimensional). La forma de describir el comportamiento
de dicho colectivo es a través de su correspondiente densidad, denotada por p(z,t). Si
partimos del supuesto de que la densidad debe estar normalizada en el sentido de que la
integral sobre el dominio en cuestién debe ser el “ntimero total de particulas” o la “masa”
total del sistema, tendremos que,

/ p(x, t)de = M, para todo t > 0, (9.36)

—00

siendo M la masa total del sistema. Hay que hacer notar que si la integral de p(x,t) en
R nos da un valor M, entonces, la condicién inicial debe satisfacer la misma propiedad,
esto es:

/_OO f(z)dz = M. (9.37)

Esta propiedad de integrabilidad en todo R indica que p(x,t) debe desaparecer al infinito,
tanto a la izquierda como a la derecha, para que la integral exista, esto quiere decir que
es necesario que p(z,t) satisfaga la condicién “de frontera” siguiente:

lim p(z,t) = 0. (9.38)

r—F00

Asi, tenemos que la integrabilidad de p(x,t) nos indica que su transformada de Fourier,
respecto a la variable x, debe existir. Si denotamos la transformada de Fourier respecto
a = de la densidad p(x,t) por p(k,t), entonces, podemos ver que al transformar cada
término de la ecuacién en derivadas parciales obtenemos:

9p
ot
Debe notarse ahora que esta tultima ecuacion es, en realidad, una ecuacién diferencial

ordinaria, lineal y de primer orden. Ecuacién que se puede resolver facilmente, ya que:

1dp  d.

D(—ik)?p(k,t). (9.39)

lo que se puede resolver integrando directamente en ambos lados de la igualdad,
plk,t) = Co(k)e P, (9.41)

siendo Cy(k) una “constante” de integracién. Nétese que ponemos entre comillas “cons-
tante” ya que Cj es una funcién de k, lo que es constante respecto de la variable de
tiempo, que es en la que resolvimos nuestra ecuacién diferencial ordinaria. Para fijar la
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constante de integracién es necesario recurrir, por su puesto, a las condiciones iniciales.
Es claro que como p(k,t) es la transformada de Fourier de la densidad p(z,t), para todo
tiempo, lo debe ser en particular para la densidad inicial, es decir,

Bkt = 0) = f(k) == # / T (@)t (9.42)

Por otro lado, tenemos que a t = 0 la solucién que obtuvimos para p(k, t) es sencillamente

[véase ec. (9.41)]:
Bkt = 0) = Cy(k). (9.43)

Entonces, la condicién inicial para la densidad en el espacio de Fourier no es mas que la
transformada de Fourier de la densidad inicial:

Colk) = \/% / T (@), (9.44)

Una vez que somos capaces de obtener Cy(k), nos encontramos en disposiciéon de obtener
la solucién buscada, p(z, t), llevando la transformada de Fourier p al espacio real mediante
la transformada inversa:

1 o ,
r,t) = — ok, t)e*edk, 9.45
plant) = o= [ itk (9.45)
o bien, de manera un poco mas explicita:

plx,t) = \/LQ_’]T/ Co(k)e PFte= k. (9.46)

Resumen de solucién por transformada de Fourier
Ecuacion de difusién 1D definida en todo R

9 _ p&p
ot~ o

Con estas condiciones se tiene como solucion:
( t) 1 /Oo C (/{2) —Dk2t zkzdk
r,t) = — e e ,
P o . 0

donde Cj es la transformada de Fourier de la condicién inicial (densidad inicial):

Colk) = ¢L2_7r /_ " @)ed,
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Ejemplo 9.2.1. Para ilustrar mejor cémo se obtiene la solucion mediante la técnica
de la transformada, vamos a usar como condicién inicial la funcién delta de Dirac ubicada
en algin punto zy € R:

fz) = Mé(z — xp). (9.47)
Con esta condicién inicial tenemos que
Me—ikl'o
Vor

lo que nos lleva a expresar la densidad de particulas en el espacio real, p(z,t), como la
integral:

Colk) = V% / T M(w — zo)edy (9.48)

1 . 5,
p(gj’t) — % e*lkJUOe*Dk telkxdk’
1 [e.e]
= 2—/ exp (=Dt k* +i(x — z)k) dk. (9.49)
T J -

Se debe hacer notar que esta integral tiene como integrando un polinomio cuadrético en
la variable de integracién k, por lo que esta integral pertenece a la familia de las integrales
de Gauss. Para poner a esta integral en la forma estandar de integral gaussiana hay que
completar el cuadrado perfecto:

—Dtk* +i(v —x)k = —Dt :/g? — 2%4
= o e () - ()]
— _Dt (k; _ i(xzz);ﬂo))z n (x4272i2)2}
e G o0

Si remplazamos esta tltima expresion en la integral (9.49) obtenemos lo siguiente:
1 [ 2 (z— m0)?
) = — —Dt(k—¢&) — ———— | dk

— exp <—%) % /OO exp (—Dt(k - g)2> dk (9.51)

—00

en donde hemos denotado por ¢ la fraccién:

_i(x — x0)
= 2Dt '
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para hacer més ligera la notacién. Ahora notemos que la integral que aparece en la ecua-
cion (9.51)) ya se puede evaluar directamente, dando el resultado:

/_OO exp (—Dt(k —€)") dk = [

oo

Con esto tenemos que la densidad de particulas que buscamos estd dada por:
1 (x — mp)?

9.2.2. Soluciéon mediante transformada de Laplace

Consideremos de nueva cuenta la ecuacion de difusion en una dimension,

0 _ i

=D— 9.53
ot ox?’ (9.53)

con x € R y con la condicién inicial como en la seccién anterior, esto es:
pla,t = 0) = f(2), (9.54)

siendo f(z) alguna funcién dada.

Vamos a resolver de nueva cuenta esta ecuaciéon en derivadas parciales, pero ahora haremos
uso de la transformada de Laplace para ejemplificar su uso en la resolucion de esta clase
de problemas.

Comencemos denotando por p(z, s) la transformada de Laplace de la funcién p(z,t) en la
variable de tiempo t, es decir,

plx,s) = /OOO p(x,t)e " dt. (9.55)

Tenemos ahora que transformar por Laplace todos los términos que aparecen ahi. Para
empezar, hay que notar que la transformada de la derivada segunda respecto a la variable
x de p(z,t) se convierte en la derivada segunda respecto a la variable x de p(z,t):

an 00 an 82 00
Ll—|= —e dt = — t)e *dt. 9.56
[ W] | e = g [ e (9.56)
lo que claramente nos lleva a la igualdad

9?p 0?p
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Por otro lado, la derivada temporal de p(z, ) se transforma de acuerdo con las propiedades
enunciadas en la seccion [9.1.2, Especificamente tenemos que

0
£| 50| = spat) + oot = 0) = sp(et) + £(2), (9.59
donde hicimos uso de la condicién inicial de la ecuacién (9.54)). Ahora, al sustituir las
identidades de las expresiones ((9.57) y (9.57)), en la ecuacién de difusién obtenemos:
9P
o = spla ) + [ (@), (9.59)

la cual se puede reescribir, de manera conveniente, como:

25 s
00 Siwt) = ) (9.60)

Debemos notar que la ecuacion se puede ver como una ecuacion diferencial or-
dinaria que resulta ser de segundo orden y no homogénea. Esta tultima caracteristica
(ecuacién no homogénea) nos permite utilizar la técnica de la funcién de Green. Tal como
vimos en el capitulo [§ si podemos construir la funciéon de Green asociada a la ecuacién
diferencial , es decir, si podemos hallar la solucién G(z,2’) de la ecuacién:

d*G , ,
w—kng(aE,x;s) = 0(z—2a'), (9.61)

donde k2 := s/D, entonces, podemos obtener la solucién p(z, s) de la ecuacién ([9.53)) de

la forma siguiente:

plx,s) = —/ G(z,2';s)f(2") dx’. (9.62)

No es dificil mostrar que la funcién de Green G(z, 2’; s) que buscamos [esto es, la solucién
de la ecuacion (9.61)] se puede escribir como:

1 /
G(z,2';s) = —2—]{;06_]“0‘“3_“ ) (9.63)

o bien, en términos de la variable s explicitamente (recuérdese que k2 := s/D), tenemos

que:
, 1 /D s ,
G(a:,:v;s):—ﬁ\/; exp (—UE‘:U—$|>. (9.64)
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Esta expresién para la funcién de Green nos permite escribir la solucién p(z,s) de la
siguiente forma:

iz, ) = —%% /_Z exp <—\/% o x'\)ﬂx') i’ (9.65)

Podemos ver que esta expresiéon depende de la condicién inicial particular del problema
en cuestion. De modo que, para resolver el problema, primero hay que resolver la inte-
gral . Una vez que se obtiene una expresién explicita para p(zx,s), procedemos a
invertirla por Laplace para obtener la solucién deseada, es decir, la funcién p(z,t) que es

la solucién de la ecuacion ((9.53)),

1 €+100
p(z,t) = —/ p(x, s)eds. (9.66)

270 ) ioo

Resumen de solucién por transformada de Laplace
Ecuacion de difusién 1D definida en todo R

op D%
o~ Doz

Con estas condiciones se tiene como solucién transformada de Laplace:

ﬁ(x,s):—%T < [‘x—x) ") d'.

y la solucién buscada es la transformada inversa de Laplace de p(z,t):

p(z,t =0) = f(z), z eR.

1 e+1i00
plx,t) = —/ p(z,s)eds.

211 Je_ino

Ejemplo 9.2.2. Para ejemplificar con mas detalle este método de solucién vamos
a escoger una funcién especifica para f(x). De hecho, al igual que en el ejemplo ,
usaremos la funcién f(z) = Md(x—xg). Esta elecciéon nos permite escribir la transformada
p(x, s) de la siguiente forma:

z,s) — —#% /ooexp (—\/E‘x—x’|>(5(x’—xo)d:v’
-~ (5l -al) e
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Ahora procedemos a obtener la solucion buscada aplicando la transformacién inversa, esto
es:

11 [ [ .
p(x7t):—%m o %exp (— E‘x—x0|>etds. (9.68)

Vamos a concentrarnos en resolver la integral de la transformacién inversa. Para este

propdésito, vamos a denotar por a la cantidad a := |x — x¢|/v/ D, y vamos a concentrarnos
en evaluar la integral en el plano complejo siguiente:

1 e+100 1

etV s, (9.69)

S

I(a)

T om

€—100

Debe notarse que esta integral es, salvo constantes, la misma que aparece en la expre-
sion . Lo primero que debemos hacer es notar que esta integral tiene un corte de
ramificacién en el semi-eje real negativo del plano complejo s, lo que se debe a la presencia
de la funcién /s en el integrando de I. Esto significa que la técnica usual de cerrar el
contorno de integracién como un semi-circulo hacia el semi-plano negativo (en direccién
contraria a las manecillas del reloj) no funciona en este caso, pues dicho contorno atra-
vesarfa el corte de ramificacién. Esta situacién se ilustra graficamente en la figura[9.1a).
Para evitar esta situacion es necesario deformar el contorno de integracién para rodear el
corte de ramificacién y proceder de manera usual tomando el limite cuando el radio del
semi-circulo mayor se hace infinitamente grande, y el radio del circulo menor se hace cero.
En la figura (b), podemos apreciar la forma en la que debemos tomar el contorno de
integracién para resolver la integral I definida en la ecuacion .

Para evaluar la integral I vamos, primero, a explorar la integral sobre el contorno C'
propuesto en la figura (b) definido por las trayectorias Cy, Csy, C3, Cy, C5, v Cs. A
dicha integral la denotaremos por J, g, esto es:

1 1
Jopi=— ¢ ——et0V5] 9.70
R 27 fg \/Ee % ( )

donde R denota el radio de los semi-circulos que componen parte externa del contorno
C' (es decir, las trayectorias Cy y Cg), mientras que r denota el radio del circulo interior
(contorno Cy). Para hallar la integral buscada, es claro que eventualmente tomaremos los
limites 7 — 0y R — oo.

Notemos que la integral J,. p se puede escribir como la suma de las integrales sobre cada
trayectoria C;, para i = 1,2,3,4,5 y 6, las cuales denotaremos por J;, una vez que hemos
tomado los limites r — 0 y R — o0, es decir:

lim Jr,R = Jl +J2+J3+J4+J5—|—J6 (971)

r—0, R—o0
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(a) Im(s) ; (b) Im(s)

i E+ joo :

H A €+ [0
A 5
plano complejo s 5 plano complejo § A
ot c. —
(
A R Cil:
: h
i - |
R I L R e ™ |

corte de ramificacion A Re(s) C, C‘J Re(s)
: 4 | e

) h
| Cs L

A € — [
1 € — oo '

Figura 9.1: Diagrama esquemético de contornos de integraciéon para transformadas inversas
de Laplace. (a) Cuando el integrando no posee cortes de ramificacion, la linea de integracién
se cierra por la izquierda en un semi-circulo que eventualmente encierra todos los polos del
integrando. (b) Cuando hay cortes de ramificacién se debe evitar atravesarlos rodeandolos. En
este caso, el corte de ramificacién corresponde al de la funcién /s, el semi-eje real negativo.
Esto nos permite resolver la integral I definida en la ecuacién .

También es necesario hacer notar que la integral J,. g es idéntica a cero (para cualesquiera
r, R € RT), lo que se sigue del teorema de los residuos, al no existir polos ni singularidades
del integrando al interior del contorno C'. Esto quiere decir que la suma de las integrales
J; es cero, esto es:

S+ I+ Js+y+ J5+ Jg = 0.
Notemos algo mas: debido a que los semi-arcos Cs v C son trayectorias que se van al

infinito, es claro que las correspondientes integrales seran cero, puesto que el integrando

1
_est—a\/g

NG

se hace exponencialmente cero cuando |s| — co. De igual manera, la integral sobre el
segmento de circulo interior, Cy4, también es cero, ya que el radio es cero y, por ende, la
longitud de dicha trayectoria va a cero. Explicitamente podemos escribir:

Jy=Jsg=Js =0,



La ecuaciéon de difusion 1D 357

lo que nos indica que
Jl + J3 + J5 - O

Notemos que la integral J; es justo la integral I que buscamos, ya que al tomar los limites
r — 0y R — oo, la integral sobre la trayectoria C) se transforma en la trayectoria de
integracion que define la transformada inversa de Laplace. Eso implica que la integral
buscada se puede escribir como:

I=—Js—Jj. (9.72)

Analicemos ahora por separado las integrales J3 y Jy. La integral J; se puede escribir
directamente como sigue:

1 0+id 1 -
J3 = lim — —e* W 9.73
37§50 2m /Oo+i5 \/56 > (9.73)

siendo 0 > 0 un numero real arbitrario. Observemos que, en el limite § — 0, la funcién
raiz /s = v/ —x + 1) se convierte en /s = iy/z, siendo —z la parte real de la variable s.
Esto quiere decir que podemos escribir para .J3 lo siguiente:

1 [~ ,
= — eIV g (9.74)
2m J, z

J3

Si ahora hacemos el cambio de variable real u = \/z (du = dz/2\/x), tendremos que la
integral J;3 se podrd expresar alternativamente como:

1 [ _
J3 = —/ e Iy, (9.75)
0

T

Debemos notar que esta integral pertenece a la familia de las integrales de Gauss. Pero
antes de proceder a su evaluacion veamos, primero, el resultado de la integral J,.

En forma completamente anédloga al caso anterior, tenemos que .J; puede escribirse como:

1 —00—10 1
Jy = lim — / etV s, (9.76)
! 0—1d \/g

siendo § > 0 un ntimero real arbitrario (nétese que los limites de integracién han cambiado,
ya que el sentido de C es del origen al infinito por el semi-eje real negativo). Observemos
que, en el limite § — 0, la funcién raiz /s = v/—x — i se convierte en /s = —i/x,
siendo —x la parte real de la variable s. Esto se puede apreciar mejor en la representacion

polar:
(lsl'm V= —id = lim (Vze?) = ze ™% = —i\/x

—0 0——m
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Esto quiere decir que podemos escribir para Jy la siguiente expresion:

1 [ :
= — ——eTtHiaVE gy (9.77)
2m Jo T

J4

que, al igual que con la integral J3, podemos escribirla alternativamente, con el cambio
de variable u = y/z, como:

1 [ |
Jy == / et gy, (9.78)
0

(e

Por conveniencia, vamos a escribir la integral J; cambiando el signo de u, de manera que

L[ e
Ji=— [ e ey, (9.79)

™

—0o0

Ahora, este resultado junto con el obtenido para J3 dado en la ecuacién (9.75)), nos permite

escribir la integral I de la siguiente manera (recuerde que I = —J3 — Jy):
1 OO —tu?—iau
I(a)=—— e du. (9.80)
7T — o

Para evaluar esta integral hay que completar el cuadrado perfecto en el argumento de la
exponencial:

: L\ 2 N
i =t 4 2%0) = e 4 2% 1 (1) (i@
tu —i—zau—t(u +2@2tu) t(u +22tu—|— (215) (2t> ), (9.81)

lo que nos da como resultado

. 2 2
tu? +iau = t(u + %) + Z—t. (9.82)

Al sustituir esto en la integral I de la ecuacién ((9.80)), obtenemos:

—a?/4t o) )
I(a) = - & / et  dy, (9.83)

™

—00

donde hemos denotado por ¢ la cantidad ia/2t por mera conveniencia. Asi, el resultado
de la integral se obtiene directamente, lo que resulta en:

—a? /4t 1

(& ™ 2

I(a) = — e 9.84
=- == (984
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Si recordamos ahora la expresién para p(zx,t) como transformada inversa de Laplace:

ey L L [T 5 |y~ 2| )ed (9.85)
pz,t) = N \/gexp o @ = @] Jeds, .

asi como la definicién original de la integral I(a),

1 e+100 1
I(a) := etV s, (9.86)

2T Je_ine V'S

podemos notar que:

1 |z — x0]
plx,t) = 2\/51( 75 ) (9.87)

Como ya hemos evaluado la integral I(a), nos queda solamente hacer unas cuantas susti-
tuciones, lo que resulta en:

1
p(a?, t) = \/m

que es exactamente la misma solucion que hallamos mediante la técnica de la transformada
de Fourier.

e~ (wmm0)/aDt, (9.88)

9.2.3. Ecuaciéon de difusiéon en el semi-eje positivo: solucién por
transformada de Laplace y el método de las imagenes

Consideremos un ejemplo similar al caso que hemos explorado: el de la ecuacion de difusion
pero con una pared dura que limita el proceso de difusion al semi-eje real positivo. Como
se trata de una pared dura, se ha de imponer la condicion en la frontera de que no haya
flujo en el punto x = 0. Este problema nos servira para ilustrar el método de las imagenes,
que suele utilizarse en fisica para resolver algunos problemas relacionados con potenciales
electrostaticos.

Consideremos de nueva cuenta la ecuacién de difusiéon en una dimension,

dp 9?p

pero ahora con la variable espacial z restringida al semi-eje positivo, esto es x € [0, c0).
Vamos a considerar la condiciéon inicial como en la seccién anterior, esto es:

pla,t =0) = f(x), (9.90)
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siendo f(z) alguna funcién dada. También debemos agregar en este caso que la solucién
que buscamos ha de satisfacer la condicién de frontera:

dp

— =0, 9.91

ox|,_, ( )
que nos indica que no puede haber flujo de particulas en el punto x = 0. Se debe mencionar
también que la funcién satisface la condicién de frontera al infinito p(x,t) — 0 cuando
xr — 00, propiedad que se sigue de la integrabilidad de p(x,t) por tratarse de una densidad.

Denotamos de nueva cuenta por p(zx, s) la transformada de Laplace de la funcién p(z,t)
en la variable de tiempo ¢, es decir,

plx,s) = /000 p(x,t)e " dt. (9.92)

En la seccién anterior, ya realizamos el procedimiento de transformar por Laplace toda
la ecuacién, y obtuvimos como resultado la ecuacién diferencial en el espacio de Laplace
dada por la expresion , que reescribimos a continuacion:

?p s . 1

22— pPt) = =f(x) (9.93)

Es claro que, al igual que el caso tratado en la seccion [9.2.2] esta es una ecuacién que
se puede resolver mediante el método de la funciéon de Green. Sin embargo, en este caso
la funcién de Green es diferente porque ahora debemos satisfacer condiciones de frontera
diferentes. De hecho, la funcion de Green asociada al problema dado por la ecuacion
satisface la ecuacion

62
%G(x, 'y s) — koG(z,2';s) = 6(x—1'), (9.94)
con la condicién de frontera:
2G(yc ' s) =0 (9.95)
aﬂl’ ) ) - Y .

=0

y donde la constante k2 estd definida como k% := s/D.

Hay que observar que la ecuacién esta definida para valores de x > 0, y al igual
que esta condicién, la variable x’ esta restringida a tomar valores positivos ' > 0. Esta
observaciéon se vuelve importante al aplicar el método de las imdgenes, ya que haremos
uso de valores en el semi-eje negativo para, por decirlo de alguna forma, “complementar”

la ecuacion ((9.94]).
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Primero, debemos notar que la ecuacién

o2

Ox?
tiene exactamente la misma solucién que la ecuacién (9.94)) siempre y cuando la constante
x” sea positiva, es decir, 7 > 0. Esto es cierto ya que la funcién §(x + z”) es cero para
todo x > 0, y como la ecuacién diferencial (9.94)) estd definida para z > 0, entonces,
el término agregado no modifica en lo absoluto la solucién al problema. Este hecho lo

podemos aprovechar para destacar que la solucion de la ecuacién (9.94) se puede escribir
como una combinacién lineal de las soluciones de las ecuaciones siguientes:

82

G(z,2';5) — koG(x,2';s) = 6(x —2')+ 0(x + 2") (9.96)

wGl(ﬂf, 'y s) — koGy(x,2'ss) = d(xz—2a), (9.97)
2
%Gg(.%, 'y s) — koGa(x,2';s) = d(x+ "), (9.98)

donde la variable x se puede considerar como valida en todo R. Esto es posible ya que la
combinacion lineal

G(x,2';s) := AGy(x,2'; s) + BGa(x,2'; s)

satisface la ecuacion (9.94)) en el semi-eje real positivo. Si la elecciéon de x” es adecuada,

lograremos hacer que dicha combinacion satisfaga la condicién de frontera [9.95] Es claro

que, si no bastase la combinacion lineal de las funciones GGy y G5 para lograr satisfacer

la condicién de frontera, siempre se pueden agregar términos de la forma §(x + z) con
" . L .

valores 2/ > 0 sin alterar la solucién a la ecuacién ((9.94)).

Afortunadamente, en este caso no hace falta tomar més funciones de Green, y basta con
tomar la eleccion z” = 2’ para lograr nuestro objetivo. Primero, notemos que las soluciones

a las ecuaciones y (9.98)) estdn dadas por

1 /

Gi(x,2';s) = —2—]%e’k°‘””’x‘ (9.99)
1 /

Gy(z,2';s) = —2—]%e’k°‘“+x‘ (9.100)

donde hemos fijado " = /. Ahora, probemos si la combinacion lineal de estas funciones
satisface la condicion de frontera. Si denotamos por

A ! B /
G(z,2';s) = ———e kola=a'l _ _—_ p—holo+a’l 9.101
( ) e e (9.101)
notemos que, cuando z estd cerca de cero (y por lo tanto podemos tomar = < 2’), esta
funcién toma la formas:
A €k0($_17,) . B

G(z,a';s) = e 2—%6_k0($+$,). (9.102)
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Esta tltima expresién nos sirve para hallar la derivada y evaluarla en x = 0:

0 . A ko(x—z") B —ko(z+z')
%G(Lx,s) T —5e + 5 .
A / B /
— _Ee*kox + Ee*kox. (9.103)

Es facil ver que, para satisfacer la condicién de frontera (9.95)), hay que tomar A = B.
Entonces, tenemos que la funcién de Green que buscamos, es decir, la solucion de la
ecuacion (9.94) con la condicién de frontera impuesta, esta dada por:

1 / /
Gl a'ys) = =g (7l enholr), (9.104)
0

Es claro que ahora podemos escribir la solucién a la ecuacién (9.93)) en términos de la
funcién de Green de la siguiente forma:

Pz, s) = % /_ " Gl 5) (o) dot. (9.105)

o bien, explicitamente, en términos de la funcién de Green dada en la ecuacion (9.104)),
tenemos que

1 o0 ! !
pla,s) = =550 / (e Fole=ol 4 e=Role o) () da'. (9.106)

Separando la integral en dos partes y recordando que kg = y/s/D, obtenemos que

~ _ 1 OO —kolz—2'| / / 1 /OO —ko|z+=| / /
o) = —5pm /_Ooe J@yde =op | © J(@) dz
1 o / 1
_ —/slz—2'|/D / /
= — e ) dx’ —
2v'sD /_oo /(@) 2V sD

/ e~ Vel D gy da! . (9.107)

Una vez que tenemos la féormula explicita para p(z, s), lo tinico que resta es transformarla
inversamente por Laplace y obtener la solucién buscada:

1 e+ioo
plx,t) = —/ p(z,s)e*ds. (9.108)

21 Je_ino
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Funcion de Green compuesta

0.8
r
0.7 - Gi(x,x")forx>0
- Gi(x,x")for x<0
0.6 1 — Ga(x,x")forx>0
Ga(x, x") forx<0
. 0.5 G(x,x') forx=0
X
% 0.4
QO
0.3
0.2
0.1
0.0

Figura 9.2: Representacion esquemética de la funcién de Green compuesta. La linea punteada
(roja y azul) corresponde a la funcién de Green G1(z,2’) [de la ecuacién (9.99)] en todo R del
problema original, es decir, sin considerar la condicién de frontera . La linea sélida (roja
y azul) corresponde a la funcién de Green Ga(z,2’) [de la ecuacién ([9.100)] que es la imagen
especular de la funcién de Green G1(x,z’). Hay que notar que la parte de Ga(z, z') en el semi-eje
positivo (linea punteada roja) resuelve la ecuacién en el dominio de interés x € [0, ), al
igual que lo hace G1(z,2). La suma de las funciones G1(z,z") y Ga(z,2’) (linea sélida negra)
sigue siendo solucion de la ecuacion en el intervalo [0, 00) , pero ahora satisface la condicién
de frontera (nétese como la derivada se hace cero en el origen).

Resumen de solucién por transformada de Laplace
Ecuacién de difusién 1D definida en [0, 00)

op 0% o op B
E_D@’ p(r,t=0)= f(z), 7 x:0—0>

para x € [0,00). Con estas condiciones se tiene como solucién transformada de La-
place:

plx,s) = %/_ G(x,2';s) f(2') da’.
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donde G(z,2; s) es la funcién de Green del operador de Helmholtz modificado en una
dimensién V2 — k2,
1

_(€_k0|:p—m’| + e—ko\ﬂc—i-x/|)7 (9109)

G(z,z';s) = e

donde kg = 4/s/D. La solucién buscada es la transformada inversa de Laplace de
ol 1)

1 €+100
plat) =5 [ plas)etas

21 Je_ino

Ejemplo 9.2.3. Consideremos, ahora, una condicién inicial especial que nos per-
mite obtener una solucion exacta. Supongamos que al tiempo t = 0 la densidad inicial es
una funcion delta de Dirac:

plz,t =0) = f(z) = d(x — xp), (9.110)

siendo xy un real positivo. Como en otras ocaciones, esto significa que las particulas estan
inicialmente agrupadas en un punto xy del espacio donde se difunden. Con esta condicion,
queda claro que la transformada de Laplace p(z,t) de la densidad de particulas viene dada
por,

1 o / 1 o ,
ﬁ(fE, S) — _2@ / e~ Vslz—z VD(S([B/ . $0) de’ — 2@ / e~ Vlata VD(S(.%'/ . 1'0) da’
1 1
— —V/slz—wo|/D —V/slz+wol/D
= ————e ——c , 9.111
2v'sD 2v'sD ( )
o bien, factorizando la cantidad 1/v/sD, se obtiene que
1
plz,s) = — 7D (e\/gxxol/D + e\/5|x+wo/D> ) (9.112)

Ahora, si se sustituye este tltimo resultado en la ecuacién (9.108]) obtenemos:
p(z,t) = L r e 1 e~ Vslz—xol/D  o—v/slztaol/D | gst g (9.113)
’ 2\/5 2mi €—100 \/E

Cabe destacar que esta tltima integral se puede escribir en términos de una integral que
ya resolvimos en el ejemplo La integral definida en la ecuacién es la integral
en el plano complejo de la forma:
I(a) Lo st-avs (9.114)
a) = — —e s, .
2mi €—100 \/g
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la cual, al evaluarla, nos da como resultado:
I(a) = ——e"" /", (9.115)
tal como lo dejamos expresado en la ecuacién (9.84)).

Notemos que, en términos de esta integral I(a), podemos escribir la solucién expresada

en la igualdad ((9.113)) como sigue:

p(z,1) = —% (I ('“"’“’%‘”) Iy ('“”—D%'> ) (9.116)

lo que nos conduce automaticamente a la siguiente expresion (cf. ejemplo |9.2.2)):

1
p(l‘, t) = 5 (6—(I—a€0)2/4Dt + 6—(:c+a;0)2/4Dt). (9117)

9.3. La ecuacion de difusion 2D

Vamos a considerar ahora la ecuacion de difusion de particulas en dos dimensiones,

% = DV?p(r, ). (9.118)

Las condiciones que adoptaremos para la funcién densidad de particulas, p(r,t), es que
debe ser integrable, de manera que

/ p(r,t)d*r = M, (9.119)
RQ

siendo M el numero de particulas, o cantidad de masa, presente en el sistema. Ademas
de esto, vamos a suponer que al tiempo inicial, t = 0, la densidad de particulas esta dada
por

p(r,0) = f(x), (9.120)

siendo f(r) una funcién dada, la distribucién inicial de particulas.

La condicién , es llamada condicion de normalizacién y, entre otras cosas, implica
que la funcién densidad p(r,t) desaparece cuando ||r|| — co. Como la funcién p(r,t) > 0,
la condicién de normalizacién implica que la transformada de Fourier de p(r,t) respecto
a r existe. Esto nos permite transformar por Fourier la ecuacion de difusiéon . Si
denotamos por p(k,t) la transformada de Fourier de p(r,t), esto es,

1

p(k,t) = o /RQ p(r,t)e ** d®r, (9.121)
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entonces, la ecuacién de difusién ((9.118]) toma la forma:

95
9P Dkp(k, 1), (9.122)
ot

en donde hicimos uso de la propiedad (9.19)) para remplazar el operador laplaciano por
—k?. Es claro que en este caso k% := k2 + k] = |[K]|.

No esta demas notar que, después de transformar por Fourier la ecuacién de difusion,
obtenemos una ecuacién diferencial de primer orden. La solucion es directa, ya que al
integrar nos queda:

ok, 1) = C(k)e K, (9.123)

siendo C'(k) una constante de integracién (constante respecto al tiempo) que puede de-
pender de la variable k. Ahora, todo lo que resta es obtener la funcién p(r,¢) mediante la
transformada inversa:
o) = — [ ) e Pk
’ 2T R2 ’
1 ,
= C(k)e PFtkr 2 . (9.124)

27 R2

De la expresion anterior es posible notar que la constante de integracién C(k) es sen-
cillamente la transformada de Fourier de la condicién inicial. Esto se puede comprobar
directamente en la expresion (9.124)) al hacer ¢ = 0, ya que nos queda lo siguiente:

p(r,t=0) = ! C(k)e® T d*k = f(r), (9.125)

2T R2

siendo f(r) la condicién inicial establecida para nuestro problema. Esto implica claramente
que C(k) debe estar dada por:

Clk) = FIF@I) = — [ f@)e ™ dr. (9.126)

27 R2

Un caso especifico en el que se puede escribir la solucién explicita es cuando la condicion
inicial es una delta de Dirac. Si al tiempo inicial todas las particulas que componen al
sistema se encuentran en el origen del sistema de coordenadas, entonces, podemos modelar
la distribucién inicial, f(r), como:

f(r) = Mé(r). (9.127)
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Esto nos lleva a la siguiente expresion para C(k),

1 . M
k)=— | Mére ™ 8 d*r=—. 12
C'(k) 27 Lo (r)e r o (9.128)

Con esto, tenemos que la distribucion de particulas para todo tiempo posterior viene dada
por:

M ,
p(r,t) = . / e~ PRt gikr 2 ) (9.129)
(2m)" Jre

La integral que aparece en la expresion anterior se puede resolver exactamente, ya que se
trata de un par de integrales de Gauss,

,0(1', t) — / / Dk2 —DEkZt emkz iyky dk, dky

27r

M 0 .
— (2 )2 (/ e—Dkz2t ixky d]{?x) (/ e—Dkgtezyky dk?y> ) (9130)
™ —00 — 0o

Para resolver estas integrales realizamos el procedimiento usual: completamos el cuadrado
perfecto en el argumento de la exponencial para transformar la integral de Gauss,

— Dk +izk, = —Dt </<;2 gtk:)

. 2 . 2
1r 1T
o () ()]

. . 2

1 1

= Dt |k —2——k,+ | ——
Y T (QDt)

de modo que

—DE*t +ixk, = —Dt(k,—¢&)*— (9.132)

4Dt’
donde definimos la constante £ como

X
2Dt’

para hacer la notacion més compacta.
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Entonces, podemos ver inmediatamente que la integral que buscamos resolver se escribe
como:

o0 2, 2 > 2
/ e—DkItezxkzdk,x — e @ /4Dt/ e—Dt(kz—f) dkr

—00 o0

- Dlte—JC?/‘*Df. (9.133)

Y de igual manera, la integral respecto a k, nos arroja un resultado totalmente andlogo
al anterior:

& _DE2t i w2
/ e~ Phytehy gk, = i¢ v /4Dt (9.134)

—0o0

Estos resultados nos llevan a escribir la densidad de particulas p(r, t) en la siguiente forma:

_ M = DR2t sk, DRt ik,
p(r,t) = W(/_ooe dk, _Ooe e d k,

M T 2 T 2
_ T _y2/aDt T —a?/aDt ) 9.135
(21)? ( Dt € ) ( Dt€ ) (9.135)

Asi, después de reducir y factorizar, obtenemos que la densidad de particulas, solucién de
la ecuacién de difusion, toma la forma:

M

p(r,t) = me—@”yz)/wt. (9.136)
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9.4. Ejercicios

1. Usando la técnica de la transformada de Fourier, demuestra que la funcién de Green

del operador de Helmholtz modificado en una dimensién, j—;—ké, es decir, la solucion
de la ecuacion:
d*G
Tz k3G(x,2') = 6(z — '), (9.137)
esta dada por:
G(z,2") = —Le’k()'x’w/'. (9.138)
: o2

2. Usando la técnica de la transformada de Fourier, demuestra que la funcién de Green
del operador de Helmholtz en una dimensién, es decir, la solucién de la ecuacion:

d*G
i kG(x,2') = 6(z — '), (9.139)
esta dada por:
i iko|lx—x’
G(x,2') = —2—1{%6 kola—a’l (9.140)

3. Usa la transformada de Fourier para mostrar que la funcion de Green del operador
de Laplace 3D, la cual es solucién de la ecuacion diferencial:

V2G(r,r') = 6(r — 1), (9.141)

esta dada por
1

Grr)=——
)= e ]

(9.142)

4. Obtén las funciones de Green de los operadores de Helmholtz y Helmholtz modi-
ficado a partir de la técnica de la transformada de Fourier. Es decir, resuelve las
ecuaciones

V2G(r,v') + k3G(r,r') = §(r — 1), (9.143)

VG (r,v') — kG(r,r') = §(r — 1'). (9.144)
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5. Usa la técnica de la transformada de Laplace para resolver la ecuacion de difusion:

o _ i

5 =Dos (9.145)

con la variable espacial z restringida al semi-eje positivo, esto es z € [0,00) y con
la condicion de frontera

plx=0,t) =0, (9.146)
para toda ¢t > 0. Usa la condicién inicial como en la secciéon anterior, esto es:

p(z,t =0) = f(x). (9.147)

. Usa la técnica de la transformada de Laplace para resolver la ecuacion de difusion:

p 0?%p

con la variable espacial = restringida al intervalo [0, L], y con la condicién de frontera
de paredes reflejantes, es decir,

p

=0 9.149
ox|,_, ’ ( )

para toda t > 0. Usa la condicién inicial como en la seccion anterior, esto es:

p(z,t =0) = f(x). (9.150)



Apéndice A

Algunas identidades de utilidad

A.1. Meétodo de Laplace

El método de Laplace, llamado asi en honor a Pierre-Simon Laplace, es una técnica que
se emplea para hacer aproximaciones de integrales que poseen la forma:

b
/ eMI@ dy, (A.1)

Para aproximar el valor de la integral en la ecuacion , partimos de las siguientes
suposiciones: que f(x) es una funcién doblemente diferenciable, M es un nimero grande,
y los puntos finales a y b podrian ser infinitos. Esta técnica se publicé en el trabajo de
Laplace titulado Mémoire sur la probabilité de causes par les évenements [31].

Es importante mencionar que el método para aproximar integrales de Laplace tiene apli-
caciones més alla de la fisica (en donde se usa principalmente en mecanica estadistica
cuando se realiza la operacién de limite termodindmico [55]) o de la fisica-matematica.
Por ejemplo, se suele utilizar ampliamente en el contexto de la estadistica bayesiana, en
la que la aproximacién de Laplace puede referirse a la aproximacién de la constante de
normalizacion posterior con el método de Laplace o a la aproximacién de la distribucion
posterior con una gaussiana centrada en la estimacién méxima a posteriori [4]. Las apro-
ximaciones de Laplace se utilizan en el método de aproximaciones de Laplace anidadas
integradas para aproximaciones rapidas de inferencia bayesiana.

Para enunciar y justificar el método, se deben hacer varias suposiciones. Primero, supo-
nemos que o es un maximo de f(x) en el intervalo [a, b], y que o no es un punto final, es
decir, g # a'y xo # b. Suponemos también que los valores f(z) no pueden estar muy cerca

371
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de f(zo) a menos que x esté cerca de . Dicho de otra forma, g es un méximo global de
f en (a,b), y es unico. Ademds, necesitamos que f(x) se pueda desarrollar alrededor de
xo mediante el teorema de Taylor:

F(a) = Fao) + F(o)x — 20) + 1 (o) & — 0)” + R (4.2)
donde R = O ((x — 0)*) (en la notacién O maytiscula []).

Como f(z) tiene su méximo global en zy, y este no es un punto final del intervalo de
integracién, entonces, es un punto estacionario, es decir, f'(zq) = 0. Por lo tanto, el
desarrollo en serie de Taylor a segundo orden que aproxima a f(x) es:

F(&) = fao) + 37" (o) — o) (4.3)

Ya que zg es un maximo de f, se puede afirmar que f”(zg) < 0, obteniéndose asi la
relacién

£() = fwo) = 51" @)l — o) (A4)

para x cercano a . La integral puede, entonces, aproximarse como sigue:

5 b
/ MF@) Jp A er(xo)/ e~ s MIf" (@o)l(z—20)* g, (A.5)

a

Puesto que f”(z9) < 0, la integral en la expresién (A.5) se convierte en una integral
gaussiana si reemplazamos los limites de integracion por —oo y +o00. Asi, cuando M es
grande, esta extension del intervalo de integracion genera solamente un error pequeno
porque la exponencial decae muy réapido al alejarse de xg.

Calculando esta integral gaussiana obtenemos:

b
27
M) Jp M f(zo) M A6
e T~ e , con — 0. .
/ M1 (o) (A.6)

'La notacién O maytiscula se refiere al comportamiento asintético de una funcién. Se escribe

f(@)=0(g(x)) como z — oo,

2

y se lee “f(x) es del orden de g(z)” si el valor absoluto de f(z) es, como maximo, un multiplo constante
positivo del valor absoluto de g(z) para todos los valores suficientemente grandes de z . Es decir, f(z) =
O(g(x)) si existe un ndmero real positivo M y un nimero real xq tal que

|f(z)| < M |g(x)] paratodo z > xq .
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A.2. Integrales

A continuacién, se presenta una serie de identidades de integrales tutiles para realizar
calculos desarrollados a lo largo de este libro.

1. Integrales de Gauss:

o0 —azx2 . T
/_Ooe dr = \/;. (A7)

Algunos casos mas generales que se desprenden de esta identidad son los siguientes:

o n —22/a2 aQ”“(Qn - 1)”
/0 ey = STEs V. (A.8)
e’} 2n+2
/ R L M 5 n!' (A.9)
0

2. Algunas integrales trigonométricas indefinidas:

/sin"(:c)d:c = —% sin” ! (z) cos(z) + z ; ! /sin"Q(x)dx. (A.10)
/cos”(m)dx = —%COSH_1($> sin(z) + n ; ! /COS”_2(ar)dx. (A.11)

3. Algunas integrales trigonométricas definidas:

27 2
/ cos*(¢) dp = / sin®(¢) d¢ = 2, (A.12)
0 0
y en general tenemos que:
/2 /2 (2n — )!'w
2n _ ia2n — A
/0 cos™(p)dop = /0 sin“"(¢) do = Gl 2 (A.13)

A.3. Series infinitas

Para el desarrollo de los calculos que involucra la presentacién de diversas funciones
espaciales que se presentan a lo largo de este libro, es indispensable tener presentes algunas
de las series infinitas que ocurren comunmente.
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1. Desarrollo binomial:

|

2. Serie geométrica:

=> an (A.15)
n=0
3. Desarrollo de las funciones exponencial y logaritmo:
e’ = i o In(1+2x)= i(—l)"ﬂx—n (A.16)
“nl’ 1 n’ '
4. Desarrollo de las funciones seno y coseno:
0 n 2n+1 0 (_1)n :L.Qn
= —_. A7
sin(z nz% 2n N cos(z) nz% o) ( )
5. Desarrollo de las funciones seno y coseno hiperbdlicos:
0 2n+1 e x2n
h(z) = h(z) = . A.18
sin nz:% 1 cosh(x) nz:% o) ( )
6. Desarrollo de la funciéon raiz inversa:
1 = (2n)!
(1—az)/2 Z% 22 plnl " (A.19)

También es importante mencionar un par de identidades generales sobre series dobles.
Primero, tenemos una identidad de una serie doble que es clave para obtener la funcion
generatriz de las funciones de Bessel. Esta identidad establece que, si tenemos una serie
{ak,m : m € Z,n € Z}, entonces:

Z Z Akm = ZZanyT_k. (AQO)
m=—00 k=|min{0,m}| r=0 n=0

En otras palabras, se debe hacer la transformacion entre indices comor =m+ky n =k,
obien,m=r—kyk=n.
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Otra identidad de importancia es similar a la anterior y establece que:

oo [n/2] o

Z Z Ak n—2k = Z Z ajm_j. <A21)

n=0 k=0 m=0 j=0

La transformacién entre indices de suma que nos lleva a esta identidad estd dada por
k=j3yn—2k=n—j.
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de Raul Salgado Garcia, se termind en septiembre de 2026.



El libro Métodos matematicos: Funciones especiales y ecuaciones en derivadas
parciales tiene como proposito fundamental introducir al lector en el desarrollo y
la implementacion de distintos métodos de resolucion aplicables a ecuaciones en
derivadas parciales, que surgen de manera recurrente en el analisis de fendmenos
fisicos.

El texto aborda técnicas analiticas clasicas, como la separacioén de variables y
las transformadas integrales, haciendo especial énfasis en la construccion y ana-
lisis de funciones especiales, las cuales emergen naturalmente en este contexto.
En particular, se desarrolla de manera formal el marco tedrico de los problemas
de Sturm-Liouville, con el objetivo de proporcionar al lector una comprension
estructural profunda de las soluciones, a partir del estudio de diversas funciones
especiales y sus multiples representaciones. Particularmente, se hace énfasis en el
desarrollo de las funciones de la gran familia de funciones de Bessel y polinomios
ortogonales, tales como los polinomios de Legendre, Laguerre y Hermite.

Con un enfoque orientado a la formacion académica, esta obra esta disefiada
para ser utilizada como texto base en cursos universitarios —tanto de pregrado
como de posgrado— de métodos de la fisica matematica, dirigidos a estudiantes
de fisica o disciplinas afines.
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